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jednokrokovy a vicekrokovy binomicky model
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1 krokovy model

Predpoklady: - v éaset = 0 je cena akcie S;zndma hodnota

-v Caset = 1 je cena akcie S{nahodna velicina

- hodnota S; (w)je funkciou trzného scenaru w € (), kde Q) =
{wq, ..., w} je priestor trznych scenarov
1 K

- predpokladajme, ze existuje bezrizikové aktivum, ktorého
hodnotajevcaset = 0jerovha lavcaset = 1 jerovna e’ privsetkych trznych
scenaroch, kde r je bezrizikova urokova miera

- predpokladajme, ze urokova miera je rovnaka pre poziciavanie
aj pre ukladanie penazi



1 krokovy model

Priklad 1: Forwardovd zmluva uzatvorend v ¢ase t = 0 je zavazny kontrakt: V
caset = 1 kupi X od Y jednu akciu za cenu F. Akd je spravna cena F?

Veta: Ak neexistuje arbitrdz, potom jedind moznd spradvna cena je F = Sye’.

Dokaz: Dokdzeme, ze F > Sye” aj F < Sye’” vedie ku arbitrazi.
1. Nech F > Sye” (vyhodné pre Y). Uvazujme nasledujlcu stratégiu:

t = 0... Y si poziCia v banke §,, kupi akciu a uzavrie forwardovu zmluvu na predaj
akcie. t = 1... Y preda akciu za F, do banky vrati Sye”. Stratégia dava arbitraz,
pretoze Y ostane bezrizikovy zisk F — Sye” > 0.

2. Nech F < Sye” (vyhodné pre X). UvaZzujme takuto stratégiu:

t = 0... X preda akciu na kratko (short-selling) za S, ulozi vynos do banky a
uzavrie forwardovu zmluvu na kupu akcie. t = 1... X dostane z banky Sye” a kupi
akciu za F a uzavrie kratku poziciu. Stratégia dava arbitraz, pretoze X ostane
bezrizikovy zisk Spe” — F > 0.



1 krokovy model

Priklad 2: Eurdpska call opce déva driitelovi pravo kupit akciuv éaset = 1 za
cenu K (realizacnd cena). Kupec opcie zaplati v ¢ase t = 1 za toto pravo
predavajucemu cenu V/,. Aka je férova cena l/,?

Hodnotavcaset =1 je O St
_ _[{S1—K ak$§ >K
Vl_(Sl_K)+_{O ak S; <K So @

Chceme urcit cenu V, za predpokladov:
1. d; <K < d, 9§ Rl
2. di < Spe" <d,, preSye” < d; < d, dostaneme

arbitraz a rovnako aj v opacnom pripade.



1 krokovy model

Majme portfdlio (x4, x,, x3), kde x,je pocet bezrizikovych aktiv, x, je pocet akcii
a X3 pocet opcii.

Hodnota portfdlia v Case t = 1 za scenaru w; je
y1 = x1e” + x,d; + Oxg

Hodnota portfdlia v Case t = 1 za scenaru w, je
V2 = x1€" + x3d; + (dy — K)x3

Zobrazenie T: (x{, x5, x3) = (y4,y,) je linedrne zobrazeniez R3 - R* s
nenulovym jadrom dimenzie 1 =

= pre portfdlio (0,0, 1) existuje jednoznacné portfdlio (x{, x,, 0), ktoré ma
rovnaku hodnotu v oboch scenaroch (replikujuce portfélio).



1 krokovy model

Hodnoty x; a x, najdeme vyrieSenim rovnic
x;e” + x,d; = 0 preV;(wq) a

xie” + x,d, =d, — K pre V;(w,).

Riesenim dostaneme:

. —dle_r(dz—K)
do—dq
_ dy,—K
do—dq




1 krokovy model

Portfélio (x4, x5, 0) ma rovnaku hodnotu ako (0,0, 1) v kazdom scenari =
= musi mat rovnaku hodnotu aj v ¢ase t = 0 (inak by existovala arbitraz).

Potom plati

V0=—e

dl(dz - K) dz - K erSO - dl
-r 1 Sh=(d, — K
d,—d, ‘T —q 0= ROy

=e "V (w)p + Vi (wy)(1 —p),

Kde V;(w;) = 0,e™" je diskontny faktorap =

e”"+0=

eTSO—dl

—— sa nazyva rovnovazna
2741

pravdepodobnost scenara w,.

= I/, je diskontované ocakavanie hodnoty opcie v Case t = 1 vzhladom k
rovnovaznej pravdepodobnostnej miere.



/akladnd veta APT

Predpoklady: -uvazujme trh s K volne obchodovatelnymi aktivami A%, ..., A¥,
kde AT je bezrizikové aktivum, to znamend, 7e jeho hodnota v ¢ase t =1 je
Si = e” pre kaidy trzny scenar

-cena podielu aktiva A’ v éase t = 0 je S({ (znama hodnota)

| -mnoZina vsetkych scenarov je Q = {w4, ..., wy} a hodnotu
aktiva A’ v ¢ase t = 1 za scendru w; je 511 (w;).

511 (w;) je ndhodna velicina na priestore trznych scenarov ().



/akladnd veta APT

Definicia: Portfdlio je vektor @ = (6;, 0,,..., Og), kde 8; je velkost podielu aktiva
A7 v portféliu.

V case t = 0 sa hodnota 0 rovna V,(0) = Z;{=1 HJ-S({.
Prit = 1 zavisi hodnota © na w; V;(0,w;) = le Hij(wi).

Definicia: Arbitraz je portfdlio, ktoré dokaze dosiahnut kladny zisk z ni¢oho pri
vsetkych trznych scenaroch, tj. bud V(@) <0 al; (G), a)j) > 0 pre vsetky
w; € ()

J

alebo  V,(0) <0 a V1(®, a)j) > 0 pre vietky w; € Q.

Definicia: Pravdepodobnostna miera na mnozine scenarov () je rovnovazna
pravdepodobnostnd miera, ak pre vSetky A’ je hodnota podielu v ¢ase t = 0 rovna
diskontovanému ocCakavaniu hodnoty podielu v ¢ase t = 1 vzhladom k
pravdepodobnostnej miere m, tj.

S({ =e YN, n(wi)Slj (w;) prevsetkyj =1,...,K, kdee™" je diskontny faktor.




/akladnd veta APT

Veta (Zakladna veta APT): Rovnovazna pravdepodobnostna miera existuje prave
vtedy, ked neexistuje arbitraz.

Dokaz: Implikacia & .

Ak existuje rovnhovazna pravdepodobnostna miera m a 0 je portfolio,
ktorého hodnota v case t = 1 je = 0 pri vSetkych scenaroch, potom
N

Vo(8) = e ) m(@)Va(8,w7) 2 0,
i=1
odkial plynie, ze ® nie je arbitraz (a arbitraz teda neexistuje).



/akladnd veta APT

Implikacia = : Ak neexistuje arbitraz, tak existuje taka rovnovazna
pravdepodobnostna miera, Ze pIatiS({ =e YN m(w)) 511 (w;)

Pre j = 1 plati tento vztah automaticky
N

1=5}= e‘rz m(w;)e”
i=1
Al je bezrizikové aktivum s hodnotou St = e” pre vietky scenare.
Uvazujme 2 < j < K. Oznacme € mnozinu vsetkych vektorov s tvarom

y = (Vq, ..., V), kde .
yj=e"’ z 1(w;)S? (w;)

i=1
pre vSetky j = 2, 3, ..., K a lubovolnu pravdepodobnostnu mieru .




/akladnd veta APT

¢ € RK~1 je konvexnym obalom svojich extrémnych bodov, ktoré
odpovedaju pravdepodobnostiam m(w;) = 1,7T(a)j) =0 proj # 0.
Chceme dok3azat:

Ak neexistuje arbitrdZ, potom S = (S5, ..., S§) € ¢.

inak povedané, ak S & &, potom existuje arbitraz. V dokaze vyuzijeme
vetu o oddelujucej nadrovine.

Veta: Nech FF € R"je uzavreta konvexna mnozina a x € F. Potom
existuje v € R" také, zev-x < v -y prevsetky y € F, kde - je
skalarny sucin.

Doékaz: Nech a najblizsi bod v F k bodu x, potom vektor a — x ma

hladané vlastnosti.




/akladnd veta APT

Podla predchadzajucej vety mame
S¢&e=>30"=(0,,..,0) #0
tak, ze pre vSetky y € ¢ plati:
y-0">5-0%
€ obsahuje extrémne body, potom pre vsetky i plati:

K K
e_rz 9151]((1)1) > z H]Sé
j=2 ]:2

Lavu stranu nerovnosti oznacime C; a pravu D. Ukazeme, Ze existuje
arbitraz.

Zvolime 6; tak aby C; > 61 > D pre vSetky i, potom portfélio
(—084,0,,...,0x) je arbitraz, pretoze jeho hodnotav caset = 0je< 0av
caset = 1 je > 0 pre vsetky w;.




/akladnd veta APT

UvaZujme eurdpsku call opciu, ktorej vyplatna funkcia je V; = (§5; — K) 4.
Dalej S;(w;) =d;prei =1,2ad; < d,.
Pokial neexistuje arbitraz, potom existuje m, pre ktoru plati, ze cena akciev t =

0 je diskontované ocCakavanie
So = e " (m(wy)dy + m(w,)dy).
Naviac vieme, Ze m(w;) + m(w,) = 1. Teda plati, Ze d; < Sye” < d, a dostane
dZ—Soer Soer—dl
TT\W;) = d T\ — .
( l) d,—dq ( 2) d,—d4

Ak je opcia volne obchodovatelnd a trh je bez arbitraze, musi to isté platit aj
pre opciu, potom:

Vo = m(wz)(dy; — K) + m(w1).0 = m(w,)(dy — K) =

Soer — d1
d, —dy

(dy — K).




Zaistenie (Hedging)

Majme aktiva A1, A%, ..., A%, B. Nech Sg (w;) a SE(w;) st ceny A7, respektive B, v
Case tascenari w;, kdet = 0, 1.

Definicia: Portfélio ® = (84, 6,, ..., 0¢) je replikujuce portfélio pre B, ak
K
SP(wy) = z 0;S; (w;)
j=1

Prevsetkyi =1, ..., N.



Zaistenie (Hedging)

Veta: Nech ® = (6, 0, ..., Ox) je replikujuce portfélio pre B. Ak neexistuje
arbitraz, potom v Case t = 0 plati:

K
S8 = Z 0;S;
j=1

Ddkaz: - Nech tvrdenie neplati. Ak S5 > Zle 9]-5({, potom portfolio
(—1,04, 0,,..., Bx) vaktivach B, A%, ..., AX je arbitraz, pretoze

Zﬁ-(:l 9]-5({ —SE <0a Zle HjSlj (w;) — S7 (w;) = 0 pre vietky w; € Q.

- Analogicky pre 553 < Zle 9]-53 vezmeme opacné portfolio.



Model s viacerymi periodami

Trh s 2 periodami: Uvazujme 1 bezrizikové aktivum a
1 rizikovou akcii. Trzné scenare su v tomto pripade:

Q=1++H), ) E=H, =)k

- Predpokladame, ze u je vynosova miera pri kroku +
v modelu a d je vynosova miera pri kroku -. Potom
dostavame:

S1(+) = uSop
S1(—) = dSo
So(++) = uSi(+) = u2S,
So(4—) = dSi(+) = udSo
So(—+) = uS;(—) = duSy
S(—=9 = @8y =5

® +-

® -

| )




Model s viacerymi periodami

- Trh si rozdelime na 3 CiastoCné trhy a pomocou vzorca pre rovnovaznu
pravdepodobnostnu mieru za predpokladu, ze dS; < Spe” < uSj dostadvame

e"—d . __u-e’
u—d Pa =74

(So sa vykrati)

A celkova pravdepodobnostna miera pre dvojkrokovy trh bude:

P(++) =pi, P(—-) =p3 P(+-)=P(—+) =pypa




Model s viacerymi periodami

Trh s viacerymi periodami:

V tomto pripade mnozina vsetkych scenarov vyzera takto:
Q={++4+ ...+, H+ ...+ =) ...(—=— ....,—) }

ama 2T prvkov.

Pre scenar w € () Je jeho rovnovazna pravdepodobnost P(w) = p{fpz{_K, kde K
je pocet + v scenari w.

Pri ocenovani opcii vyuzijeme, ze cena bude diskontované ocakavanie jej
hodnoty v ¢ase T, V= (S; — K), vzhfadom ku rovnovazinej
pravdepodobnostnej miere.



Model s viacerymi periodami

Pre jednoduchost uvazujeme r = 0 a nech m je najmensie prirodzené Cislo, pre
ktoré plati Squ™d’™ > K Potom dostdvame

Vo = z PuDa ( )(SoundT_n - K)

2 s _Canfud)Tl)T n( ) o™= = k),

kde (D je pocet trajektorii s celkom n plusmi.
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