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Opakovani

Metoda pevného bodu, prosta iteracni metoda

e Tato metoda se pouziva pro rovnici x = g(x)
@ Funkce g je spojitad na | = [a, b]

@ Reseni ¢ této rovnice nazyvame pevnym bodem funkce
g

Iteracni proces

@ Zvolime xo € | a polozime x; = g(xo)
@ Obecné xx11 = g(x«)

@ Funkce g se nazyva iteracni funkce
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Geometricka interpretace

Pevny bod ¢ je prisecik grafu funkce g a pfimky y = x.
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Existence pevného bodu

Veta: Jestlize spojita funkce g zobrazuje interval | do sebe,

tj. pro kazdé x € I plati g(x) € I, pak na intervalu | existuje

alespon jeden pevny bod £ funkce g.

Dakaz: Polozme f(x) = x — g(x). Pak
g(a)za=f(a)=a—g(a) <0,

g(b) < b= f(b)=b—g(b) >0

Protoze f je spojita, existuje £ takové, ze f(£) = 0, tedy
§ — &(¢) =0, neboli £ = g(¢).

Jiri Zelinka Numerické metody 2. prednaska, 26. Gnora 2014 4 /14



Jednoznacnost pevného bodu

Definice Funkce g zobrazujici interval /| do sebe se nazyva
kontrakce na /, jestlize existuje takova konstanta L
(Lipschitzova konstanta), 0 < L < 1, ze pro kazdé x,y € |
plati

g(x) —g(y)l < Lix —yl.
Banachova véta o pevném bode

Jestlize funkce g je kontrakce na /, pak g ma na tomto
intervalu jediny pevny bod.

Dukaz: Existence plyne z predchozi véty. Pokud by existovaly
2 pevné body &; a &, pak

&1 — &| = |g(&) — g(&)| < L& — & < & — &

Spor.

Konec opakovani
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Volba pocatecni iterace

Veta: Necht g je kontrakce s Lipschitzovou konstantou L na /
a xp € | je libovolné. Pak iteraéni posloupnost definovana

vztahem x,.1 = g(xx) konverguje k pevnému bodu funkce g.
Dikaz:

X — & = lg(x-1) — ()] < Llxe1 = ¢

Indukci
e — €| < LFjxo—& = 0prol<1
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Odhad chyby

Veta: Necht g je kontrakce s Lipschitzovou konstantou L na /
a xg € | je libovolné. Pak pro iteracni posloupnost definovanou
vztahem x,.1 = g(x«) plati odhad

k

1-1L

X — €| < X0 — x1

Dukaz:

X1 — x| = 1g(x) — g0x—1)] < Llxe — xu—1| < oo < L xa — xo
Dale pro m > k >1

| Xm — Xk |Xm = Xm—1] 4+ |[Xm—1 — Xm—2| + ... 4 | X1 — x| <

L™ x — x| + L™ 2 |xg — xo| + -+ 4+ LK |xg — x| =
LF(T4+ L+ 4+ L™ x — xo

I IAIA
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lim x, =¢&
m—>00

Lk
1—-1L

oo
1€ = x| = lim [xm — x| < LK |x1—X0|ZL”: X — x°|
m—o0 '"—0

Urceni konstanty L pomoci derivace
Lagrangeova véta o stredni hodnoté:

Bod i lezi mezi x a y.

Pokud pro kazdé x € I plati |g’(x)| < L <1 a g zobrazuje /
do sebe, je g kontrakce na /.
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Rad metody

Méjme posloupnost (x,) ziskanou néjakou iteracni metodou,
lim = ¢&.
n—o0

Chyba k-té iterace: e, = xx — &
Existuje-li nyni realné Cislo p > 1 takové, ze plati

lim e = _ lim €] =C#£0,

k—oo |x — EIP T kooo |e?

fekneme, ze dana iteracni metoda je radu p.
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Veta: Necht funkce g ma v okoli bodu ¢ derivace az do radu
p > 1 vCetné. Iteracni metoda xx41 = g(xk), k =0,1,... je
radu p tehdy a jen tehdy, kdyz plati

c=g€), gV =0 1<j<p,  gPE #£o0.

Dukaz: Z Taylorova rozvoje.
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Klasifikace pevnych bodi

Pevny bod £ funkce g se nazyva

e pritahujici (atraktivni) pevny bod, jestlize existuje
takové okoli V' tohoto bodu &, ze pro kazdou pocatecni
aproximaci xg € V posloupnost iteraci {xk}iozo konverguje
k bodu &.

e odpuzujici (repulzivni) pevny bod, jestlize existuje
takové okoli U bodu &, ze pro kazdou pocatecni
aproximaci x° € U, xy # &, existuje takové k, ze x, & U.
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Veéta: Necht g € Cl[a, b], g : [a,b] — [a, b] a necht  je pevny
bod.

@ Jestlize pro vsechna x # £ z néjakého okoli V bodu ¢ plati

‘g(x)—g(ﬁ)
x=£

pak £ je pritahujici pevny bod.

'<1,

@ Jestlize pro vsechna x # £ z néjakého okoli U bodu & plati

‘g(x) —8(¢)
x—=£

pak & je odpuzujici pevny bod.

'>1,
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Dasledek: Necht g € Cla, b], g : [a, b] — [a, b] a necht g ma
v bodé ¢ derivaci.

o Je-li [g'(¢)| < 1, pak & je pritahujici pevny bod.

o Je-li [g'(&)| > 1, pak & je odpuzujici pevny bod.
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Hledani vhodného tvaru iteraéni funkce

09— 100
g(X)ZX—%
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