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Opakovani

Metoda pevného bodu, prosta iteracni metoda

e Tato metoda se pouziva pro rovnici x = g(x)
@ Funkce g je spojitad na | = [a, b]

@ Reseni ¢ této rovnice nazyvame pevnym bodem funkce
g

Iteracni proces

@ Zvolime xo € | a polozime x; = g(xo)
@ Obecné xx11 = g(x«)

@ Funkce g se nazyva iteracni funkce
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Podminky konvergence

@ Pro kazdé x € [ plati g(x) € /
@ Existuje L, 0 < L < 1, ze pro kazdé x,y € [ plati

lg(x) —gW)l < Llx —yl.

nebo:
Pro kazdé x € [ plati |[g'(x)] < L < 1.

Pak xo € | miize byt libovolné, iteraéni proces konverguje.
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Volba itera¢ni funkce

g(X)ZX—¥
) x 100

Priklad

Vypocet v/10: f(x) = x> — 10, x € | = [2,3]

» 3 )
Polozime g(x) = x — 22, hledame k tak, aby g byla
kontrakce.
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© Do / se musi zobrazit extremalni hodnoty g, ty mohou
byt v krajnich bodech nebo v lokalnich extrémech:

2
2<g(=2+,<3 =k=2

17
2§g(3)—3—7<3 = k> 17

Lokalni extrém:
gx)=1- 3X =0, extrém je v bodé \/k/3, lezi v I pro

k <27, hodnota g v tomto bodé lezi v /.
0 [g()IL <L g/(x) =12
Extrémy mohou byt v krajnich bodech intervalu / nebo v
lokalnich extrémech (ten je v 0):
3.22
k
2

-1<1-— <1l = k>6

<1l = k>135

3
—-1<1-—
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Konec opakovani
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Newtonova metoda

Uvazujme opét rovnici f(x) = 0. Zvolme x; a feseni hledame
na tecné k f v bodé xq jako jeji priisecik s osou x.

-0.6r q

-0.8F q

-1 . . .
-1 -0.5 0 0.5 1
X

Podobné pokracujeme dal: x;,1 je prisecik teény k funkci f v
bodé x; s osou x.
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Rovnice tecny:
y = f'(x)(x — x) + f(x;)
y = O = X,'+]_ = Xj — —=

Mame tedy iteraéni funkci

Newtonova metoda se také nazyvad metoda tecen.
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Veta

Necht f € C?[a, b]. Necht £ € [a, b] je kofenem rovnice

f(x) =0a f'(§) # 0. Pak existuje 6 > 0 tak, ze posloupnost
{Xk}k , generovana Newtonovou metodou konverguje k bodu
¢ pro kazdou pocatecni aproximaci x° € [€ — 6,£ + 8] C [a, b].
Dikaz

Ukazeme, Ze na [ — 0,& + 4] je funkce g(x) = x — ;(();))
kontrakci.

Dasledek:

Newtonova metoda je metoda druhého radu pro jednoduchy
koren &.
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Priklad
Vypocet v/10:
f(x)=x>—10, x € | =[2,3]
x3—-10 2 n 10
_— = —X -
3x2 3 3x?
X0 — 2, X1 = 21667, Xp = 2].54-57 X3 = 2.1544

g(x) =x—
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Chovani chyby u Newtonovy metody

Veta
Necht jsou splnény predpoklady predchozi véty,
M = rgglx|f”(x)|, m= Tel? If'(x)| >0, I =[¢ —9,&+ 0]. Pak
pro posloupnost {xk}iozo generovanou Newtonovou metodou
plati

a) ’Xk+1 _ 5‘

b) ‘Xk+1 . é‘

IA INA
Sz 5=
o
=

|

725"
5

Diikaz
Z Taylorova rozvoje.
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Fourierovy podminky

Veta

Necht f € C?[a, b] a necht rovnice f(x) = 0 mé v intervalu
jediny koten &£. Necht f/, f” neméni znaménka na intervalu

[a, b], pficemz f'(x) # 0, Vx € [a, b]. Necht pocatecni
aproximace x° je ten z krajnich bodii a, b, v némz znaménko
funkce je stejné jako znaménko f” na intervalu [a, b]. Pak
posloupnost {x*} ' uréend Newtonovou metodou konverguje
monotonné k bodu &.

6

sk

4k
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Metoda secen

Derivaci v bodé x; u Newtonovy metody nahradime pomérnou
diferenci
f(X,') — f(X,'_]_)

f(x) ~ e =L2e

Vysledna iteracni metoda

Xi+1 = Xi —
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Veta

Necht rovnice f(x) = 0 ma korfen £ a necht derivace f’, f”
jsou spojité v okoli bodu &, pricemz f'(£) # 0. Posloupnost
uréena metodou secen konverguje ke korenu &, pokud zvolime
pocatecni aproximace xg, x; dostatecné blizko bodu &

a metoda je fadu (1 + /5)/2 = 1,618.

Priklad

Vypocet v/10:

f(x) =x3—10, x € | =[2,3] Volime xo = 2, x; = 3, pak
xp = 2.1053, x; = 2.1301, x; = 2.11548, x; — 2.11544.

Pozor! Pri pokusu o co nejpresnéjsi vypocet miize dojit k
nedefinovanému vyrazu typu 0/0.
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Metoda regula falsi

Predpokladejme f(a)f(b) < 0, f € CJa, b]. Pouzijeme metodu
seCen, pritom vybirame iterace tak aby Ve dvou po sobé
jdoucich méla f opacné znaménko:

Xj — Xs

fxi) = (%)

kde s = s(i) je nejvétsi index takovy, ze f(x;)f(xs) <O a
f(Xo)f(Xl) <0 (tj napr. xp = a, xy = b)

fx), i=0,1,...,

Xi+1 = Xi —

Jiri Zelinka Numerické metody 3. prednaska, 5. brezna 2014 16 /16



