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Opakovani

@ Quasi Newtonova metoda (plus/minus)
F2()
f(Xk) — f(Xk + f(Xk))

@ Iterani metody pro nasobné koreny — modifikovana
Newtonova metoda pro £ — koren nasobnosti M > 1:

Xk+1 = Xk +

k
KL — ok f(x)
f/(Xk)
@ Urychleni konvergence — Aitkenova §2-metoda
2
X1 — X
)?k = X — ( k+1 k)

Xky2 = 2Xkq1 + Xk

o Steffensenova metoda

_ _ _ (Vi — Xk)2
v = 8(xk),  zk=8(yk), Xus1 = Xk P
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Souvislost Steffensenovy a quasi Newtonovy
metody

o Resime rovnici f(x) = 0.
e Polozime g(x) = x + f(x).
@ Pouzijeme Steffensenovu metodu na funkci g.

Xk)
k) = Xk + f(Xk) + f(Xk + f(Xk))

v = 8(x)=xk+f
ze = gy) =y +f

(
(

X — o — (Vi — xi)?
k+1 k Z — 2)’/( + X
o (e + £ () — i)
T xF FOw) + FO  F(xe)) — 200 + F(x)) + xx
f 2
— s (f(xx))

f(Xk) — f(Xk -+ f(Xk))
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Miillerova metoda

Miillerova metoda je zobecnénim metody secen. U metody
seen pro aproximace Xi, xx_1 kofene & aproximujeme funkci £
pfimkou prochazejici body [xx_1, f(xk_1)], [xx, f(xx)] a za dalsi
aproximaci bodu & vezmeme priisecik této primky s osou x.
Miillerova metoda uziva tfi aproximace xx_», Xx_1, Xk a Kfivku
y = f(x) aproximujeme parabolou urenou témito body.
Prasecik této paraboly s osou x, ktery je nejblizsi k xy,
vezmeme za dalsi aproximaci x 1. Touto metodou lze najit

i nasobné a komplexni koreny.
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Necht xi_», Xk_1, Xk jSou jiz vypoctené aproximace. Sestrojme
polynom
P(x) = a(x — xk)* + b(x — x) + ¢

prochézejl'ci bOdy [Xk,2, f(){kfz)], [X'k,1, f(kal)], [Xk, f(Xk)],
t.j. splaujici podminky P(x') = f(x'), i=k -2, k—1,k. Z
nich plyne

= f(x)

(k-2 — xi)? [F (x=1) — FOa0)] = Ok — xi) [F (x—2) — ()]
(kaz - Xk)(kal - Xk)(Xk72 - kal)

(xk—2 — xi) [ (xe—1) — F(x)] = (-1 — xi) [F (xu—2) — £ (k)]

(Xk—2 - Xk)(Xk—l - Xk)(Xk—l - Xk—2)
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—b+ vb? — 4ac —2c
Xk4+1 — Xk = = .
2a b4 b? — 4ac
Znaménko u odmocniny vybereme tak, aby bylo shodné se
znaménkem b. Tato volba znamena, ze jmenovatel zlomku
bude v absolutni hodnoté nejvétsi a tedy vysledna hodnota
X1 bude nejblizsi x,. Je tedy

2c

Xkp1 = Xk — :
T (signb)v/ b? — 4ac
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Polynomy

M,: tfida polynomil stupné nejvyse n s realnymi koeficienty.
Pell,:

P(X) = a,,x” —+ anflxnil ...t ai1x + ap.

£1,8, ..., &, koreny (realné i komplexni) polynomu P.
Véta: Hranice koreni
Necht A = max(|an_1\,-~=|30‘)v

B = max(|ag,...,|al),

kde ax, k =n, n—1,...,0, aga, # 0, jsou koeficienty
polynomu P € ,, Pak pro viechny koreny &,k =0,1,...,n,
polynomu P plati
1 A
— 5 < ] <1+

]-‘I'_ ’a”’
|20
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Priklad

Polynom s koreny £ =1,....6 =5

P(x) = (x—1)(x—2)(x—3)(x—4)(x—5)
= x® — 15x* + 85x3 — 225x2 + 274x — 120
1 60
— o074 ﬁ < |fk| < 275.
|120]

A= B =274,
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Veta

n—1
a.
1. < max{1 =
o < mr 52l
j=0
a,_ a,_ a,_ a
2.|§k|§2max{"1,\/"2,§’/"3,,,”_0}
a, a, an an
a a a,_
3. |§k| S max{—0,1+ _17 71+ ”1}‘
n n an

Predchozi priklad:
P(x) = x*> — 15x* + 85x> — 225x° + 274x — 120
L |&| < max{1,719} =719
2. & < 2max{30, 18.44, 12.16, 8.14, 5.21} = 30
3. 16| < max{120, 275, 226, 86, 16} = 275.
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Hornerovo schema

P(x) = apx™ + a,_1x" ...+ aix + ag, c € R.
Vydélime polynom P(x) linearnim polynomem x — c:

P(x) = (x = c)Q(x) + A,

kde
Q(x) = bp_1x" P4 4 bix + by .

Koeficienty b;, i =0, ..., n urcime z rekurentnich vztahi:

bn—l = ap
bkfl = ak—i—cbk, k:].,...,n.

Pak je zfejmé P(c) = A.

| an a1 a2 - @ a1 a

C‘bnfl bro bpz -+ by by A
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Oznacime polynom @ jako @; a hodnotu A jakozto Ay,
v dalsim kroku dostaneme podil @, a hodnotu A;

Q(x) = (x =€) - Qusa(x) + Ax.

Hornerovo schema pak (symbolicky zkraceno):

P
c o Ao
c Q2 A

c Qs Ap

cl A,
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Pro polynom P pak dostavame

P(x) = (x—c)Qi(x)+ A =

= (x=)(x = c)Qa(x) + A1) + Ao =

= (x— Q)+ Ar(x— ) + Ao =

= (X — C)Z((X — C)Q3(X) -+ A2) + Al(X — C) + Ao =

= (x=c)PQ(x)+A(x—c)P+Ax—c)+ A==
= A(x—<c)"+ A, 1(x—<c)" T+ -+ A(x—c)+ A

Hodnoty A, ..., Aq jsou tedy koeficienty polynomu P
posunutého do bodu ¢ — Tayloriiv rozvoj.
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/obecné&né Hornerovo schema

Polynom P délime kvadratickym trojclenem
D(x) = x®+ px+gq:
P(x) = D(x) - Q(x)+ Ax+ B

pro Q(X) = bn_an72 + -+ b1X + bo.

Plati:
bn—2 = an

bz = ap-1-— pbnf2
bn—4 = dap-2 — an—3 - qbn—2

bk = aky2 — Pbry1 — qbiyo
A = ay— pby— qb;
B = ao—qbo
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ap dn—1 dn—2 dn—3 e ai do
-p| 0 —pb,> —pbrs —pb,4 ... —pbp O
-q| 0 0 —qb, 2 —qgb,3 ... —qbi —qgbo
b,—>  bp_s b,_4 b,z ... A B
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Pocet realnych kofent polynomu

Necht ci, ..., ¢y je posloupnost realnych cisel raznych od nuly.
Rekneme, Ze pro dvojici ¢, cx;1 nastava znaménkova
zmeéna, jestlize

CkCry1 < 0.

Rekneme, ze dvojice ¢, ck1 zachovava znaménko, jestlize
CkCky1 > 0.

Poznamka

Jestlize polynom P ma nasobné koreny, pak délenim polynomu
P nejvétsim spoleénym délitelem P a P’ dostaneme polynom,
ktery ma tytéz koreny, ale vsechny jednoduché.
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Definice
Posloupnost realnych polynomu

P="FPy,P,....P,
se nazyva Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P,
jestlize
@ Vsechny realné koreny polynomu Py jsou jednoduché.

o Je-li £ realny koren polynomu Py, pak
signP1(§) = —signPy(§).
@eProi=12....m—1,

Pii1(a)Pi—1(a) < 0,

jestlize « je realny kofen polynomu P;.

@ Posledni polynom P,, neméa realné koreny.
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Konstrukce Sturmovy posloupnosti

Po(x) = P(x),  Pi(x) = —Py(x)
a sestrojme dalsi polynomy P;,; rekurentné délenim polynomu
P;_1 polynomem P;:
Pi_1(x) = Qi(x)Pi(x) — ciPiy1(x), =12
kde
st P,‘ > st P,‘+1

a konstanty ¢; jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze fici, ze P; 4
je zaporné vzaty zbytek pfri déleni P;_1/P;.

Protoze stupné polynomii klesaji, musi algoritmus koncit po

m < n krocich.
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Sturmova veéta

Pocet realnych korenid polynomu P v intervalu a < x < b je
roven W(b) — W(a), kde W(x) je pocet znaménkovych zmén
ve Sturmové posloupnosti Py(x), . .., Pm(x) v bodé x (z niz
jsou vyskrtnuty nuly).

Vliv malé zmény hodnoty a na pocet znaménkovych zmén
W (a) v posloupnosti pro a, které je kofenem nékterého
z polynomt P;, i =0,1,...,m—1:

a—h a a+h a—h a a+h
Pi-1 - - - Pi—1 + + +
P; - 0 + P; - 0 +
Pii1 + +  + Pit1 - = =
W (x) 1 1 1 W(x) 1 1 1
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a—h a a+h a—h a a+h
Pi—1 - - - Pi-1 + +  +
P; + 0 - P; + 0 —
Pit1 + +  + Pit1 - = =
W (x) 1 1 1 W(x) 1 1 1
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a—h a a+h a—h a a+h
P - 0 + P + 0 —
Py - - - ! + + 4+
W(x) 0 0 1 W (x) 0 0 1
Priklad

Urcete pocet reélnych korent polynomu
P(x) = x* —3x+ 1.

Reseni. Sestrojime Sturmovu posloupnost pfislusnou polynomu
P(x). Je

Po(x) = x> —3x+1, Pj(x) = 3x* — 3,
Pl(X) = —X2 + 1.

Polynom P, je zaporné vzaty zbytek pri déleni polynomu P,
polynomem Py, tj. Py(x) = 2x — 1 a dale P3(x) = —3/4.
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Sestavime tabulku pro urceni poctu realnych korend.

x| Po(x) Pi(x) Pa(x) Ps(x)
+00
0
-1
2| =
1] —
2| + — + —

~—

+ 4+
o +
|
|

o |

+ +

| |
wmou»—-woé
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