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Opakovani

P(X) = aan + an—lxn_1 ...t ai1x+ ag.

Hranice koreni

A = maX(|an—l‘7"‘7|ao‘)7

B = max(|an|,...,|a1]),
1 A
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a.
L |&] < max 1,2 -
- an
j=0
an_ an_ an_ a
2. 1&] < 2max 1) U B S i
an an an an
do ai an—1
3.1&| < max{—,l—i— S I [y pa }
an an an
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Sturmova posloupnost

P="PFPy,Pi,....,P,

@ Vsechny realné koreny polynomu Py jsou jednoduché.

@ Je-li £ readlny koren polynomu Py, pak
signPy (&) = —signP{(§).
@eProi=12....m-—1,

P;+1((I)P;_1(()./) < 0,

jestlize « je realny kofen polynomu P;.

@ Posledni polynom P,, nema realné koreny.
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Konstrukce Sturmovy posloupnosti

Po(x) = P(x),  Pi(x) = —Pg(x)
a sestrojme dalsi polynomy P;; rekurentné délenim polynomu
P;_1 polynomem P;:
Pi_1(x) = Qi(x)Pi(x) — ¢iPi+1(x), =12,
kde
st P; > st P,‘+1

a konstanty ¢; jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze fici, ze P;y4
je zaporné vzaty zbytek pfi déleni P;_1/P;.

Protoze stupné polynomii klesaji, musi algoritmus koncit po

m < n krocich.
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Sturmova veéta

Pocet realnych korenti polynomu P v intervalu a < x < b je
roven W(b) — W(a), kde W(x) je poCet znaménkovych zmén
ve Sturmové posloupnosti Py(x), ..., Pm(x) v bodé x (z niz
jsou vyskrtnuty nuly).

Konec opakovani
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Odhady poctu korenii polynomu

Veta (Descartes)

Pocet kladnych korenii polynomu P (pocitano s nasobnosti) je
roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficienti
ao, - .., an nebo o sudé Cislo mensi.

Jsou-li vsechny koeficienty ay, . .., a, razné od nuly, pak pocet
zapornych koreni je roven poctu zachovani znamének v této
posloupnosti nebo o sudé ¢islo mensi.
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Odhady poctu korenii polynomu

Veta (Descartes)

Pocet kladnych korenii polynomu P (pocitano s nasobnosti) je
roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficienti
ao, - .., an nebo o sudé Cislo mensi.

Jsou-li vsechny koeficienty ay, . .., a, razné od nuly, pak pocet
zapornych koreni je roven poctu zachovani znamének v této
posloupnosti nebo o sudé ¢islo mensi.

Priklad

P(x) =x® —2x® +8x* +3x> = x> + x — 10
Posloupnost koeficientd: 1,—-2,8,3,—1,1,—10
Pocet kladnych korenii: 5 nebo 3 nebo 1

Pocet zapornych korend: 1
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Newtonova metoda a jeji modifikace

Problém — volba pocatecni aproximace
Veta
Necht P € I1, je polynom stupné n > 2. Necht vSechny koreny
5"1
§1>286=>... =&,

jsou realné. Pak posloupnost {xi},-, uréena Newtonovou
metodou je konvergentni klesajici posloupnost pro kazdou
pocatecni aproximaci xq > &; a plati klim X = &1.

—00
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Priklad

P(x) = (x—1)(x—2)(x—3)(x —4)(x —5)(x — 6)
= x®—21x% + 175x* — 735x3 + 1624x% — 1764x + 720

€| < 1765

Xo = 1765
x3 = 1226.8
xp = 10229
x3 = 859.99
xs = 71141
X10 = 287.99
X20 = 49.48
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Zdvojena Newtonova metoda

Pro velké x:

Veta

Necht P € I,, n > 2, a necht vsechny kofeny &;,i=1,...,n
polynomu P jsou redlné a & > & > ... > &,. Necht oy je
nejvétsi koren P’

§1 2 a1 > 6.
Pro n = 2 predpokladejme & > &. Pak pro kazdé z > &; jsou
Cisla
; P(z) P(z) / P(y)
PTITRE VTR TP Y TR

definovana a plati , ,
ap <y, 61 < y < Zz.
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Algoritmus

Zacneme s pocatecni aproximaci xp > &; a zdvojenou
metodou:

P(xk)
= Xk — =0,1,...
Xk+1 Xk P,(Xk)’ )
Mohou nastat dva pripady:
@ P(x0)P(xx) > 0 pro viechna k. Pak
Xo> X3 > 00> X > .. > &, klimxk:§1
— 00

@ Existuje x, tak, ze P(xx)P(x0) < 0, P(xk—1)P(x0) > 0.
V tomto pripadé tedy doslo k ,prestreleni” bodu &; a plati
X0>X1>...>X/<_1>£1>Xk>0é1>§2.

Polozme yg = x, a pokracujme dale klasickou
Newtonovou metodou s touto pocatecni aproximaci:

P()/k)
Pl()’k)’
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Pi(x) = 2% _ numerické nepresnosti v koeficientech.
x=£

Priklad

P — polynom s koreny & =10, ..., & =1
Aproximace korend:

£ = 10.000000040624446
£ = 8.999999654991576
£ = 8.000001300611824

& = 4.000018865503898

€10 = 0.99999962063847448
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SniZovani stupné

Pi(x) = XP_(—X) — numerické nepresnosti v koeficientech.

&1
Priklad

P — polynom s koreny & =10, ..., {0 =1
Aproximace koreni:

£ = 10.000000040624446
£ = 8.999999654991576
£ = 8.000001300611824

& = 4.000018865503898

€10 = 0.99999962963847448
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Maehlyova metoda

P P
Pl = T0) P
x=&  (x=&)
Dosazenim tohoto vyjadreni do vzorce pro Newtonovu metodu
pro polynom P; dostaneme:
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Obecné, jestlize jsme jiz nalezli aproximace kofend &, . . . N3t
postupujeme obdobné a sestrojime polynom

_Pe)
(x—8&)...(x=¢&)’
, P(x) ’
P:(x) = = =
) (x—&)...(x=&) (x—&) X—ff ; S

Newtonova metoda pro nalezeni kofene &;; je tvaru

Pi(x) =

XK = d;(x¥), Pi(x) =x — P(j() oy
LR
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