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Normy vektori a matic

Vektory — prvky R"” nebo C", sloupcové.

Normy vektorii

Vektorova norma na C” je funkce || - || (z C" do R)
s nasledujicimi vlastnostmi:

Q |x]| >0, vxecC”

Q |x|=0&x=0, 0=(0,...,0)7

Q |lax| = lo| ||x]|, VaeC, VxeC"
Q [x+yll <lxl+lyll, vx,yeCn
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Priklady vektorovych norem:
n 2
Q |x|2= (Z |x,-|2) (eukleidovska norma)
i=1

Q |x|1 = i ;| (oktaedricka norma)

i=1
Q [[x]|x = Jnax |xi| (krychlova norma)

Q |[x][, = (Z ]x,'!p) ’ (p norma)

i=1
Kazda vektorova norma indukuje metriku danou vztahem
p(x,y) = llx =yl

Konvergence v normé: x, — x < ||x, — x|| = 0.
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Matice

Necht A je ¢tvercova matice fadu n s realnymi resp.
komplexnimi prvky:

all e e aln

asi azn
A = _

anl dnn

M ,: tfida vSech matic tohoto typu.
Matici A lze povaZovat za vektor dimenze n?. Mohli bychom

tedy definovat normu matice jako normu vektoru. Ale
potfebujeme i dalsi vlastnosti:
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Vlastni cisla a vlastni vektory

A-x = Ax
x — vlastni vektor matice AA, \ — prislusné vlastni &islo

Vlastni ¢isla jsou kofeny charakteristického polynomu
Ya(A) = det(\ - E — A), E — jednotkova matice

Spektralni polomér matice: p(A) = max{|\«|; A« je vlastni
Cislo matice A}

n
Stopa matice: tr(A) = Y. ax
k=1
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Normy matic

Maticova norma na mnoziné M, je realna funkce || - ||
s témito vlastnostmi:

Q [|A| >0, VA eM,

@ ||A|| =0 < A je nulova matice

Q [aAl = [al A, VaeC, YA eM,

Q |[A+ Bl <[Al+IBl, A BeM,

O [[AB| < [IAlll[B]Il, A,B &M,
Vlastnost 5) se nazyva multiplikativnost.
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Souhlasnost maticové a vektorové normy

Rekneme, ze maticova norma || - || je souhlasna s danou
vektorovou normou || - ||,, jestlize

|Axl, < Al Ixl,, ~ ¥xeC, VA €M,

Pridruzen3d norma

Necht || - ||, je vektorova norma na C". Pak cislo
All, = max ||Ax
Al = pax, 1 4x],

je maticova norma souhlasna s danou vektorovou normou
Il

Pro jednotkovou matici E plati

Ell, = max ||Ex]|l,=1
Il = max Ex],

a pro souhlasnou maticovou normu plati ||E|| > 1.
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Veta
Pridruzena maticova norma je nejvyse rovna libovolné

maticové normé souhlasné s danou vektorovou normou.

Veta

Necht maticova norma || - || je souhlasna s danou vektorovou
normou || - ||,. Pak pro vSechna vlastni Cisla A matice A plati:
Al < [IAl-
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Pridruzené maticové normy
Necht A € M,,. Pridruzené maticové normy k vektorovym
normam || - |1, || * |leo, || - ||2 jsou dany vztahy

Q Al = max Z |,

O Al = max 3 lail,

1<i <

Q ||All2 = /p(A*A), p(A*A) je spektralni polomér A*A,

—T .
kde A* = A", pro realné matice je A* = AT,
||Al|2 — spektralni norma matice
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Frobeniova norma

n n %
[AllF = (ZZ|3U|2> :
j=1 i=1
o ||A||z2 = tr(A*A)
o |EllF = vn
o Z=[|All < [IAll2 < Vnl[All
o [[All2 < [|Allr < V/nllA|2
o Z=lAll < [JAll2 < VAl -
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Veta
Necht ||B|| <1, || - || je souhlasna s danou vektorovou
normou. Pak matice E — B je regularni a plati

IE]

[(E-B)7| < - B[
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lterani metody feseni systémi linearnich rovnic

Systém
Ax =b

prevedeme na
x=Tx+g

Xx* — reSeni

x* = (E — T)flg za predpokladu, ze E — T je regularni.
x% € R" - libovolna poc&ateéni aproximace. Posloupnost
{x"}iozo urena rekurentné vztahem

X =Txk 4 g, k=0,1,...

se nazyva iteracni posloupnost a matice T se nazyva
iteracni matice
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Problémy:
© Jak zvolit iteracni matici T, tj. jakym zplisobem prevést
systém Ax = b na systétm x = Tx + g?
© Za jakych predpokladii posloupnost {x"}zozo konverguje
pro libovolnou pocatecni aproximaci k presnému reseni

x*7?
xt =Tx"+g,
x? =Tx'+g=T(TxX"+g)+g=T°x"+(T + E)g,
x} =Tx*+g="Tx"+(T>+T+E)g,

XKL = THAXO 4 (TF+ T+ ... + E)g.
Definice

Rekneme, ze matice H je konvergentni, jestlize

lim H* = O,

k—o0

kde O je nulova matice, konvergence je bodova.
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Veta
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
© H je konvergentni matice.
o lerT;O |H¥|| = 0 pro n&jakou pfidruzenou maticovou normu.
@ p(H) <1 (p(H) je spektralni polomér H).
Q@ lim H*x = o pro libovolny vektor x € R".

k—00

Lemma
Necht p(T) < 1. Pak E — T je regularni a plati

(E-T)'=E+T+T*+...
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Hlavni veta o konvergenci iteracniho procesu
Posloupnost {x*} "~ ' urcena iteracnim procesem x = Tx + g
konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci x° € R" pravé
tehdy, kdyz p(T) < 1, pficemz

lim x*=x*, x*=Tx"+g
k—o0

Dausledek

Necht pro néjakou pridruzenou maticovou normu plati

I T|| < 1. Pak posloupnost {x*} " generovana iteracnim
procesem x = T x + g konverguje k feseni x* = (E — T)"'g
pro kazdou poc&ate¢ni aproximaci x° € R". Dale plati

Ix* = x*|| < HT||kHX*—X°H,

T
Ix* = x*|| <
=7
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Kriteria pro zastaveni vypoctu

@ [Ix*H — xK[|/lIx"|| < e
Q ||| < (Al IX*] + [IBl[), kde r**t = Ax*** — b

maticova norma je pridruzena dané vektorové normé, € > 0 je
pozadovana presnost.
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