Numerické metody
8. prednaska, 9. dubna 2014

Jiri Zelinka

Jiri Zelinka Numerické metody 8. prednaska, 9. dubna 2014 1/19



Opakovani

Iteracni metody reseni systémiu linearnich rovnic
Systém
Ax =b

prevedeme na

x=Tx+g
x* — reSeni
x* = (E — T)™'g za predpokladu, ze E — T je regularni.
x° € R" - libovolna po¢ateéni aproximace. Posloupnost
{x"}iozo urena rekurentné vztahem

x1 = Txk 4 g, k=0,1,...

se nazyva iteracni posloupnost a matice T se nazyva
iteracni matice
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Konvergence iteracni posloupnosti

© T je konvergentni matice.
@ lim ||TX|| = 0 pro n&jakou pfidruzenou maticovou
Rormu.

@ p(T) <1 (p(T) je spektralni polomér T).

Q lim T*x = o pro libovolny vektor x € R".

k—o0
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Hlavni veta o konvergenci iteracniho procesu
Posloupnost {x*} "~ urcena iteracnim procesem

xk+1 = Txk 4 g, konverguje k feseni x* = (E — T)~1g pro
kazdou pocateéni aproximaci x° € R" pravé tehdy, kdyz
p(T) < 1, pficemz

k

lim x* =x", x*=Tx"+g

k—o0

Odhad chyby

Necht pro néjakou pridruzenou maticovou normu plati
| T|| < 1. Pak iteracni posloupnost konverguje a

I = x| < T = 7],

T k
HX* o XkH < H H

S I
171

Hx1 — X

Konec opakovani
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Jacobiova iteraéni metoda

aig [ ain
asi a2n
Ax = b, A = .
dn1 dnn
Matici A zapiSme ve tvaru
A=D—L—U,
kde
ail 0
D = ,
0 anmn
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—a
[ = 21 7
—dp1 °°°  —dpn-1 0
0 —ap -+ —amn
U =
_an—l,n
0 0

D je diagonalni matice, L je dolni trojahelnikova matice
s nulami na diagonale a U je horni trojahelnikova matice
s nulami na diagonale.
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Ax=(D-L-U)x=b
Dx = (L+ U)x + b.

Pokud a;; #0, i = 1,...,n, je matice D regularni
a z predchozi rovnice Ize vypocitat

x=D"YL+ U)x + D7 'b.

L 0
1 a1l
D_ - I
O 1
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Maticovy tvar Jacobiovy iteracni metody

Jacobiova iteraéni matice: T, = D7}(L + V)

x*tt = T,x* + D7 'b,

T, = (t;), t,-j:—% proi#j, ti=0proi=1,...,n

T, =

ani
an

di2

a1

0

Jiri Zelinka

din by
an di
don b,
a -1y a
22 ., D b = 22
b,
0 _n
ann
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Realizace vypoctu:
Z prvni rovnice vypocCteme x;:

anxitanXxe+- - +aXx, = b = x3 = a—(bl—aqu—- . ~—31an)
11
k1 1 b k k+1
X —a—( 1 — 312X — ... — ainX, ),
11

z druhé rovnice vypocteme x»:

1
k+1 __ k k k+1
X5 = —(b2 — d21X; — @23X3 — ... — dinpX, ),

d22
obecné z i-té rovnice vypocteme x;:

", a b

Z ij i

, aji aji

Jj=1

J#i
aZz z n-té rovnice vypocteme x,, a na pravé strané takto
ziskaného systému jsou prvky matice T;.
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Veta o konvergenci Jacobiovy iteracni metody:

o Z
Posloupnost {x"}k:0 generovana metodou

x*t1 = T;x* + D=1b konverguje pro kazdou pocatecni

aproximaci x° € R” pravé tehdy, kdyz o(T,) < 1.
Odhad chyby:

[

x*— xK| o < x' — X9 .

Priklad

Geometricky vyznam
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Silné radkové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n

|aii| > Z |ajj|, i=1,...,n

j=1
J#i

Pak Jacobiova iteraéni metoda konverguje pro kazdou
pocatecni aproximaci x° € R”.

Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, t;j.

n

|akk|> Z ]a,-k|, k:].,...,n.
i=1
i #k
Pak Jacobiova iteraéni metoda konverguje pro kazdou
pocatecni aproximaci x° € R”.
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Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

Z prvni rovnice vypocCteme x;:

anxitanXe+- - +aiXx, = b = x3 = a—(bl—asz—' . -_alan)
11
k1 1 b k k+1
X == (by — a1axs — ... — ainx, ),
11

z druhé rovnice vypocteme x,, pro x; pouzijme novou iteraci:

1
k+1 __ k+1 k k+1
Xy = —(b2 — anXy — dx3Xz — ... — dipX, ),

a2
ze treti rovnice vypocteme x3, pro x; a x pouzijme novou
iteraci:

k+1 _

k+1 k k+1
X3 )7

1
k+1
a—(b3 — az1 X — az2Xp — d3gXy ... — adinX,
33
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Obecné

3 "\ a b
1 1 1
X,k+1 2 : ij Jk+1 § : ij Jk : =1, n
1 aji S aji ajj
j=i+1

Maticovy zapis:

Ax=b = (D—L-Ux = b
(D—L)x = Ux+b.

a; #0,i=1,...,n, = matice D — L je regularni a
x=(D—-L)"'Ux+(D~-L)"'b.

Polozme T¢ = (D — L)~*U, Gaussova-Seidelova iteraéni
metoda je tvaru

xK = Tex* + g, g=(D—L)"'b.
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Veta

Posloupnost {Xk}io:o generovana Gaussovou-Seidelovou
iteracni metodou x**' = (D — L)"*Ux* + (D — L)~1b.
konverguje pro kazdou po&atecni aproximaci x° € R" pravé
tehdy, kdyz o(T¢) < 1.

Silné radkové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n

\a,-] > ]a,-j|, / ].7 ,n
J=1
J#i

Pak Gaussova-Seidelova iteracni metoda konverguje pro
kazdou poc&ateéni aproximaci x° € R".
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Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, t;j.

n

|akk|> Z ]a,-k|, k:].,...,n.
i=1
i #k

Pak Gaussova-Seidelova iteracni metoda konverguje pro
kaZzdou pocateéni aproximaci x° € R".

Priklad

Geometricky vyznam
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Veéta (Stein-Rosenberg)

Necht pro prvky matice A plati a; < 0 pro vSechna i # j
aa;>0,i=1,... n. Pak plati pravé jedno z nasledujicich
tvrzeni:

° 0<o(Tg) <o(Ty) <1
o 1<o(Ty) <o(Te)
° o(T))=0(Ts)=0
e o(T))=0(Tg) =1.

To znamena, ze konverguji-li obé metody, Gaussova-Seidelova
metoda konverguje rychleji.

Veta
Necht A je pozitivné definitni matice. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci.
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Relaxa¢ni metody

Modifikace Gaussovy—Seidelovy metody, w — relaxacni
parametr

i—1 n
k+1 _ kK, W k+1 k
X —(1_W)Xi+a_ﬁ b,-—Za,-ij _'Z ajjX;
j=1 j=i+1
Relaxacni metodu lze maticové zapsat takto
x1 = (D — wl)™(1 — w)D + wU]x* + w(D —wL)™'b

T, = (D —wl)'[(1—w)D+wU]
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Hodnoty parametru w:

Pro 0<w <1 se iteraéni metody nazyvaji metodami dolni
relaxace. Tyto metody jsou vhodné v pripadé,
ze Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje.

Pro w=1 je relaxacni metoda totoznd s Gaussovou-
Seidelovou metodou.
Pro l<w se metody nazyvaji metodami horni re-

laxace, nebo ¢astéji SOR metodami (SOR
= Successive Over-Relaxation). Tyto metody
lze uzit ke zrychleni konvergence Gaussovy-
Seidelovy metody.

Veéta (Kahan).
Necht a; #0, i=1,...,n. Pak
o(Ty) 2 [w—1.

Disledek: Ma smys| uvazovat jen w € (0, 2).
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Veta (Ostrowski-Reich).

Pro pozitivné definitni matici A plati o(T,,) < 1 pro vsechna
w € (0,2).

Priklad

Geometricky vyznam
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