Cviceni z Numerickych metod I - 8.tyden
Meéjme polynom stupné n s realnymi koeficienty ve tvaru
P(z) =apx" + -+ + ap_1x + a,
s realnymi koteny &;,7 = 1,...,n, pricemz plati
§1286 2> =&,
Nasim tkolem nyni bude najit vSechny kofeny polynomu P(z).
Zdvojenia Newtonova metoda

Hleddme nejvétsi kofen polynomu P(z). Je mozné pouzit klasickou Newtonovu metodu, ale jak
vime, konvergence zévisi na volbé pocdtecni aproximace. Da se ukdzat, ze posloupnost {x*}2°,
urcena Newtonovou metodou je konvergentni klesajici posloupnost pro kazdou pocateéni aproximaci
20 > & a & = limy_o 2%, Ale tato konvergence nemusi byt vidy dostateéné rychld. Zavedeme proto
zdvojenou Newtonovu metodu, kterd ma tvar
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Geometricky vyznam je trochu odlisny od klasické Newtonovy metody. Dalsi ¢len itera¢ni posloup-
nosti neni prusecikem tecny a osy z, ale prusecikem secny se smérnici P/(ka) a osy x. Zdvojend New-
tonova metoda konverguje rychleji nez klasicka Newtonova metoda, ale muzeme koten &; , prestrelit,
tj. pro néktery ¢len iteracni posloupnosti plati 7% < &;. V takovém pifpadé pokracujeme klasickou

Newtonovou metodou s pocateéni aproximaci 2° = z*o.

Postup pro nalezeni nejvétsiho kotene polynomu:

1. Zvolime pocatecni aproximaci z° tak, Ze 2° > &,. Muzeme pouZit horni hranici kofent. Tedy
=1+ |i kde A = max (|a1], ..., |an|).

apl’

2. Pouzijeme zdvojenou Newtonovu metodu, ale musime kontrolovat, zda jsme nepiesttelili.
3. V pifpade, ze P(x*)P(2°) > 0, pokracujeme zdvojenou Newtonovou metodou, tedy

ko P(x*0)

ghotl — gho _ 9

4. V pifpadé, ze P(z*)P(2°) < 0, piestielili jsme a pokracujeme klasickou Newtonovou metodou,

tedy
k
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Pozn. jako pocatecni aproximace pro klasickou Newtonovu metodu je brana prestielena apro-
ximace.

Déle pokracujeme uz pouze klasickou metodou.
5. Pokracujeme tak dlouho, dokud nedosdhneme pozadované presnosti.

Pozn. Pro vypocet funkénich hodnot polynomu P(zx) a derivace polynomu P’(x) je vyhodné vyuzit
Hornerovo schéma.



Priklad Najdéte nejvetsi koren polynomu P(z) = z* — 522 + 4.
Spocitame hranice kotenu:

A =max{0,5,0,4} =5

B = maxz{1,0,5,0} =5

T SlGl <143

5 <&l <6
Spocitdme derivaci polynomu: P'(z) = 42* — 10z.
Zdvojena Newtonova metoda ma tvar :

(%)t — 5(2%)? + 4
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rt = 3.2139 P(z")P(2") > 0 = pokracujeme zdvojenou metodou

r? = 2.0406 P(z*)P(z°) > 0 = pokracujeme zdvojenou metodou

7% = 1.9642 P(z*)P(z°) < 0 = pokracujeme klasickou metodou
1.9642% — 5-1.96422 + 4

ot = 1.9642 — = 0 LI 4y o2

4-1.96423 — 10 - 1.9642
2° = 2.0000

Newtonova-Maehlyova metoda

Po aproximaci & nejvétsfho kofene & polynomu P budeme hledat dalsi kofeny. Mohli bychom
vyuzit metodu snizovani stupné a zdvojenou Newtonovu metodu aplikovat na polynom

Pix) = 2L
r—§&
Takto bychom mohli postupné najit vSechny koreny polynomu. V prubéhu vsak dochazi k zaokrouh-
lovacim chybam. Nejvétsi kofen nezndme presné a ani polynom P;(z) nebude zndm presné, budeme
tedy hledat aproximaci kofene priblizného polynomu. Tyto chyby by se postupné kumulovaly.
Resenim je spocitat derivaci polynomu P, jako

P’ P
Py = 20 Plo)
r—&  (v—&)?
Newtonova metoda pro polynom P; ma tedy tvar
pR ok P(a")
1 k) P(zk)
P (JZ ) zh—&;

Stejnym zpusobem muzeme najit i dalsf kofeny. Pfedpokléddejme, Ze jsme uz aproximovali I &
a hledame ;. Newton-Maehlyova metoda mé tvar

k+1 _ k P(xk)
T i P
Pr(ah) = > i oe

Samoziejmé muzeme pouzit i zdvojenou verzi, ale musime si dat pozor, abychom neprestrelili.



Priklad Najdéte viechny kofeny polynomu P(x) = 23 + 322 — 1.
Spocitame hranice kotenu:
A =max{3,0,1} =3
B =max{1,3,0} =3
7 Sl <143
1<l <4
Spocitdme derivaci polynomu: P'(x) = 3z% + 6z.
Pozn. Pro lepsi informaci o korfenech, bychom pomoci Sturmovy véty mohli urcit intervaly, v
kterych jednotlivé koreny lezi.
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