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Uvod

Tento vyukovy text vznikl po obsahové strance na zdklad€ autorovych pfednasek tohoto predmétu
ve druhé poloviné devadesatych let. Do findlniho stavu (nebo stavu blizkému k findlnimu) by se
mél dostat v priibéhu jarntho semestru 2012. Jakékoliv naimeéty na vylepSeni textu jsou vitany.

Ke studiu Linedrni funkciondlni analyzy (ddle LFA) je zapotiebi znalost zakladl linearni algebry a
geometrie a zdkladni znalosti z matematické analyzy, zejména z teorie metrickych prostord. Déle
je uzite¢né mit alesponi zakladni znalosti z teorie funkci komlexni proménné, teorie Lebesgueova
integralu a linearnich diferencidlnich rovnic, ale neni to nevyhnutelné. Tyto znalosti poméhaji
snaz$imu pochopeni nékterych konkrétnich piriklada.

Zacneme motivanimi piiklady souvisejicimi s teorii diferencidlnich a diferen¢nich rovnic. Moti-
vacni piiklad z teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic 1ze nalézt v [14].

Necht” X, Y jsou (nekonecnédimenziondlni) linedrni prostory nad n&jakym télesem skaldrd K
(v nasem pripadé se bude vyhradné jednat bud’ o redlna ¢isla R nebo komplexni ¢isla C) s néjakou
topologickou strukturou (napiiklad X, Y jsou metrické prostory) a necht’ 7' : X — Y je linearni
zobrazeni (v LFA se pouZiva termin linedrni operdtor), to jest, T spliiuje podminku

T (o + fy) = oT(x) + ST (y)

pro vSechna o, 5 € Kax,y € X.

Objektem studia LFA jsou vlastnosti prostort X, Y a operatord T, napiiklad, zda T je spojity (to
jest, jsou-li z,y ,blizké“ v X, pak jsou i ,.blizké“ v Y obrazy T'(z) a T'(y)), zda k T existuje i
inverzni operdtor 7! a jaké md vlastnosti, napiiklad, zda je spojity, atd.

Jako konkrétni ptiklady uved me:
1. Necht X = C?[0,1], Y = CJ0,1] (prostor funkci se spojitou druhou derivaci resp. prostor
spojitych funkci) s metrikou

2

_ < 1FD () — g
Qx(f,g)—izotrgﬁl]lf (t) — g (1)
oy (f,9) = max |f(t) —g(t)]

anecht p € Y. Definujme 7" : X; — Y predpisem
T _n
z(t) — " (t) + p(t)x(t),

kde X; = {x € X : x(0) = (1) = 0}. Pak k T existuje inverzni operdtor, je-li T prosté, tj.,
rovnice z”(t) + p(t)x(t) = 0 mé pouze trividlni feSeni © = 0 v X;. Dile, rovnice

2"(t) +pt)x(t) = f(t), f€C[0,1]



2 Kapitola 0.

s okrajovou podminkou z(0) = 0 = z(1) je fesitelnd pravé tehdy, kdyz f € R(T') (pouzivame
oznaceni D(T') pro defini¢ni obor a R(T") pro obor hodnot), tj. dileZité je umét charakterizovat
obor hodnot operatoru 7. Jednim z cilii LFA je vybudovat obecnou teorii, v jejimz rdmci by bylo
mozné studovat predchozi specidlni pfipad.

2. Necht’

X={anhpls: 220}, V= {{yn}?f’l D sup [yn| < OO},
n
ana X aY definujeme metriku

o{zn}, {yn}) = sup |Zn — Ynl-

Dile necht’ Az, = x,, 11 —x, a A%z, = A(Ax,) je obvykly operitor druhé diference a uvazujme
operator
T:X-=Y, x, HEAN A%z, + PpTp1-

Zde miiZzeme vyslovit podobné otizky jako v ,diferencidlnim* piipadé 1.

Ptedchozi dva priklady ukazuji, Ze typickymi prostory, se kterymi budeme pracovat, jsou prostory
funkecf a posloupnosti a typickymi linedrnimi operatory jsou zobrazeni spojend néjakym zptisobem
s derivovanim a integrovanim (respektive jejich diskrétnimi analogiemi).

Termin ,.funkciondlni* analyza je historicky spojen s pojmem ,.funkciondl“, coZ je v naSem pojeti
zobrazeni z normovaného (resp. topologického) linearniho prosotru X do prostoru skalarta K.
Typickym piikladem jsou funkciondly ve variacnim poctu

b
F(z) = / £t 2(t), 2/ (1)) dt,

kde f je (dostate¢n& hladk4) funkce z [a,b] x R? — R. Toto zobrazeni chdpeme jako zobrazeni
prostoru diferencovatelnych funkci C'|[a, b] do redlnych &isel. Pravé studium téchto funkcionald,
zejména jejich extrémi, stdlo historicky u zrodu funkciondlni analyzy. P€kny tvodni text v tomto
smyslu Ize nalézt v knize [?].



Kapitola 1

Prostory funkci a posloupnosti

V této kapitole si fekneme néco o prostorech, ve kterych funguji studované linedrni operétory.
Obecné plati i inkluze:

Topologické linedrni prostory D Metrické linedrni prostory D Normované linedrni prostory D
Unitarni linedrni prostory. Z matematického hlediska by bylo spravné zacit vyklad nejobecnéjsi
strukturou, tj. topologickymi linedrnimi prostory. Z diivodu srozumitelnosti vykladu je vSak vy-
hodnéjsi za¢it normovanymi linedrnimi prosotry.

1.1 Normovany linearni prostor

Necht' X je linearni (tj. vektorovy) prostor nad télesem skalart K.
Definice 1.1. Necht || - || : X — R je funkce na X s témito vlastnostni:
(i) ||z|| > 0proVz € X, pficem? ||z|| =0 < z =0,
() ||ox| = |af||z|| pro Va € K, Vz € X,
Gii) [} + yll < llall + lyll pro Ve, y € X.
Pak || - || se nazyvd normana X a (X, || - ||) normovany linedrni prostor.

Snadno lze ovéfit, o(x,y) = ||z — y|| ma vSechny vlastnosti metriky, 1ze tedy do X pienést
veskerou terminologii z teorie metrickych prostorti — konvergence, otevienost/uzavienost mnoziny,
uplnost, kompaktnost, ziplnéni metrickych prostort atd.

Definice 1.2. Normovany linearni prostor, ktery je tiplny se nazyva Banachiiv prostor (tj. Ba-
nachilv prostor = iplny normovany linearni prostor). Pfipomenime, Ze prostor je tplny, pokud v
ném ma kazda cauchyovska posloupnost svoji limitu.

Piiklady NLP:
1. C([a,b],K) - spojité funkce z [a, b] — K (uvazujme ptipad K = R nebo K = C), s normou

= t)l.
] = mac [z(0)

Prostor C'([a, b], K) je dplny a z,, — z v C([a,b],K) & z,(t) = =(t) ve smyslu stej-
nomérné konvergence. Uplnost si ukdZzeme v nékterém z pozdgjsich priklada.



2. Prostor
1
] S P
P = {x ={zn}pli Y |zal’ < oo} ozl = (Z |xn|p> .
n=1 n=1
Pak || - ||, je norma na [P. Platnost (i) a (ii) je trividlni, platnost (iii) plyne z tzv. Minkowského

nerovnosti
1 1 1
p n p n I3
D P
<|D2o2k) +|Dw
k=1 k=1

aplikované na &dste¢né soudty fad ve vztahu ||z + yll, < ||=|, + ||lyll,- Uplnost tohoto
prostoru si rovnéz ukazeme pozdéji.

[Z(l’k + yi)?

k=1

3. Prostor £P(a,b) — funkce integrovatelné (v Lebesguové smyslu) v p-té mocniné na (a, b),
presnéji — tiidy ekvivalentnich funkci (f = g < f(t) = g(t) skoro vSude (zkracenén s. v.)
na (a, b) ve smyslu Lebesqueovy miry) s normou

, .
1l = / ror|

kterd je opravdu normou na £P(a,b). Platnost (i) a (ii) plyne z vlastnosti Lebesgueovych
integralt a (iii) z Minkowského nerovnosti v integralu tvaru

(o)< {Foon) ([

kterou dostaneme aplikaci klasické Minkowského nerovnosti na integralni soucty.

4. Oznaéme

1> = {{xn}zo:p T, € K:sup ]a:n| < oo} ,
n
c = {{zn} €1, x, je konvergentni} ,

co = {{zn} €1*°, x,, — 0}.

Tyto prostory s normou ||z|| = sup,, |z,| jsou normované linedrni prostory, a lze ukdzat, Ze
jsou tplné, tj. tvori Banachovy prostory.

5. Necht' f : [a,b] — K (opét K = R nebo K = C) a necht’ pro déleni D = {z1,...,z,}
intevalu [a, b]

b n
\a/(f) = ; |f(zk) — flae)l,

kde D([a,b]) mnozina vSech déleni intervalu [a, b, je tzv. (totdlni) variace funkce f na
intervalu [a, b]. Oznalme

b
BVla,b] = {x Ha, b = K:\/(2) < oo}

a

2



a definujme
b

2]l = Ja(a)] + \/ (2).

a

Pak BV [a, b] (pfesnéji, prostor, jehoZ prvky sjou jisté tfidy ekvivalentnich funkci, viz poz-
d&ji) je normovany (dokonce Banachiiv) linearni prostor. Uplnost tohoto prostoru dostaneme
pozdéji jako dusledek obecného tvrzeni o tzv. dudinich prostorech.

Véta 1.3. Norma prvku je spojité zobrazeni 7 NLP X do R.

Diikaz. Staci ukdzat implikaci x,, — z¢ (§j. ||zn, — zo|| = 0) = ||zy|| — [|zo]|. Plati

el = llz —y +yll < llz =yl + llyl = [zl = llyll < llz =yl
astejnym obratem ||y|| < ||z—y||+||z|| = ||ly|]|—I|z] < ||x—y]|. Spojenim nerovnosti dostdvame
ezl = Tlyll| < ll= =y,
coZ dokazuje poZadovanou implikaci. [

Definice 1.4. Necht ||-||1, ||- |2 jsou normy v NLP X . Rekneme, Ze tyto normy jsou ekvivalentni,
jestlize existuji m, M > 0 takovd, Ze

m||z||1 < ||zl < M||z||1 pro Vz € X. (1.1)

Poznamka 1.5. Vsiméme si, Ze vztah (1.1) je opravdu ekvivalence, nebot’ z prvni nerovnosti
|z]1 < L||z|2 azdruhé [|z]j1 > 2||z]2, tj. celkem

1 1
2 1% l2 = Dzl < —llzl2. (1.2)

Véta 1.6. Je-li X konecné dimenziondlni linedrni prostor, pak jsou v§echny normy na tomto pros-
toru ekvivalentni.

Diikaz. Z lineédrni algebry je znamo, Ze kazdy n-rozmérny linearni prostor je izomorfni s R", tj.

staci ukdzat, Ze normy na R™ jsou ekvivalnetni. Pro x = (z1,...,2,) € R" ozname ||z|; =
n

> |zil anecht || - || je libovolnd norma na R™. Oznaéme ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), kde 1 je na

i=1

i-tém misté, 7 = 1,...,n. Pak

]| =

n n n
S| < D lalledd < (s el ) 3 ol = Ml
i1 i=1 == i1

kde M = maxi<i<y, ||le;||. K dikazu druhé nerovnosti v (1.1) (v niZ

[ ll2 = | ||) ozna¢me

S(0;1) ={&=(&,.--,&) € R" €]l =1}

jednotkovou sféru v R™ v metrice || ||;. Je to ohranicend a uzaviend mnozina, tedy je kompaktni a
uvazujme funkci
n
E &ie
i=1

fAR"=R: f(&) =&l =

I




ktera je evidentné spojitd (nebot’ norma je spojité zobrazeni podle predchozi véty) a necht’ m =
min f(§). Pak pro vSechna = € R" je

£eS(0;1)
xXr I In
= e € 5(0;1)
/|1 <Hﬂ?\|1 ||fCH1>
a tedy
T X X
‘:4():””zm:mMMSWL
ll]l1 [E4IR (4R

Vsiméme si, Zze m > 0, kdyby m = 0, pak podle Weierstrassovy véty (spojitd funkce nabyvé na
kompaktni mnoziné nejmensi a nejvétsi hodnoty) existuje £ = (&4, ...,§,) € S(0; 1) takové, ze

n
D&
i=1

0=f(§) =

Tedy podle prvni podminky z definice normy Yoy &,e; = 0atedy £ = 0 protoZe vektory e; jsou
linedrné nezdvislé. Pak ale { ¢ S(0;1). |

Véta 1.7. Normy || ||1, || [|2 v NLP X jsou ekvivalentni prdvé tehdy, kdyZ pro libovolnou posloup-

nost x, € X plati
Il

Tn T <= T, ”—'LQ x. (1.3)
Diikaz. ,,=:* Tato implikace plyne z nerovnosti m||z, — z|1 < ||z, — x|z < M|z, — |1 jim
ekvivalentnim nerovnostem (1.2).
»<=:“ Necht’ plati (1.3). Potfebujeme najit konstanty m, M z (1.1). Bez Gjmy na obecnosti lze
predpokladat, ze v (1.3) x = 0 (jinak oznalime y,, = x, — ). Necht' tedy z, je libovolnd
posloupnost, pro niZ ||z, ||1 — 0. Pak i ||| — 0. Tedy identické zobrazeni I : (X, || ||1) —
(X, |l2) je spojité v = = 0. To znamend, Ze k € = 1 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé ||z||; < ¢
plati ||I(x)|l2 = ||z]]2 < 1. Necht 0 # = € X je libovolné, pak T = ﬁx splije ||Z|1 < 4,
tedy

@l = | 2

]

1
= Nl < 5llelh.
2

Tim jsme nalezli konstantu M z definice ekvivalence norem. Cislo m se najde podobné ze skutec-
nosti, ze konvergence v normé || ||2 implikuje konvergenci v normé || ||1. |

Piiklad 1.8. (i) Necht X = C'[0, ] s normami

il = mac(0)] + maxc [/ (1)), o]z = max fa(0).
Pak || ||1, || ||2 nejsou ekvivalentni, nebot’ pro posloupnost z;,(t) = % plati ||z,|2 — 0 a (pro
n dostate¢nd velkd)||z, |1 = 1 + n — oo.
(i) Necht’
X = {x € C'0,7], z(0) = z(r) = 0}
S normami

2l = (/le’Q(t) dt)é + (/01x2(t) dt)é, lz]la = (/Olm’Q(t) dt>;.

4



Pak ob& normy jsou ekvivalentni. Vskutku, trividlné ||z|2 < ||z||1 pro Vx € X.Z druhé strany,
pro libovolné x € X plati nerovnost

T

[l -2 wiar =0,

0

nebot’ rovnice y” 4+ y = 0 je diskonjugovand na intervalu (0, 7), viz [11, kap. VIII]. To znamen4,

ze
™ iy

/ 2" (t)dt > / 22 (t)dt,
0 0
atedy
1 1 1
s 3 1 2 T 3
— 2 2 2 _
lz|1 = /x (t)ydt | + /x (tydt| <2 /:c )y dt | =2|z|s.
0 0 0

Definice 1.9. Necht’ X7, X, s normami || |1, || ||2 jsou NLP. Rekneme, Ze (X1, || [|1), (X2, || ||l2)
jsou:

a) linedrné izometrické, jestlize existuje linedrni bijektivni zobrazeni 7' : X; — X5 takové, Ze
|Tx||2 = ||x||1 pro Vz € X},

b) linedrné homeomorfni, jestlize existuje linearni bijekce 7" : X; — Xy a konstanty m, M > 0
tak, ze m||x||1 < ||Tx|2 < M||z|/1 pro Vx € X;.

Poznamka 1.10. Vztah z definice linearniho homeomorfismu je opravdu ekvivalenci, zejména je
symetricky. Vskutku, oprator inverzni k 7' (existuje, nebot’ 7" je bijekce) je linedrni (nebot’

Tﬁl(yl + yQ) = Tﬁl(TfL‘l + T$2) = TTfl(im + Jrz) =2 +x9 = T71y1 + T71y27

— podobné T~ (ay) = aT~(y)) a pro libovolné y € X, existuje x € X takové, Ze T'(z) =
y, T71(y) = z, a tedy

_ 1 .
mlzly <T@l < Mzl < 1T @)l < —lyll2, vl < MIT™ ()]s

odtud 1 ]
— < |77t < |yl
lyllz < 1771wl < gl

Piiklad 1.11. (i) Prostory £?(—m, ) a [? jsou linedrn& izometrické. Necht f € L%(—7,7) a
ag, ai, - -.,b1,ba,...jsou jeji Fourierovy koeﬁcienty vzhledem k funkcim

1 1
cosnt, sin nt,

\/ﬂf v

Fourierovy koeficienty, viz [3, str. 96],
1 T 1 7 )

= — / f(t) COoS ntdtv bn = - / f(t) sin ntdt.
™ 7T

fer(-mm < laol +> (lanl* + [bal*) < 00

n=1

76

tj. an, by, jsou ,,standardni

Plati



a Parsevalova rovnost (viz [3, str. 94] dava

T |a0|2 co
FA(t)dt = 5 + ) (lanl? + 1ba]?)
- n=1

a linearni izometrie je f KN (ao/2,a1,b1,...) € [2, kterd funkci pfifadi posloupnost jejich
Fourierovych koeficientt.

(ii) Prostory (R™, || ||) s libovolnou dvojici norem jsou vzdjemné linedrné homeomorfni podle
Véty 1.6.

Véta 1.12. Necht’ X,Y jsou linedrné homeomorfni NLP. Prostor (X, || ||1) je Banachiiv (4. iiplny),
pravé kdyZ (Y, || ||2) je Banachiiv.

Diikaz. Necht' y, € Y je cauchyovskd posloupnost v Y, tj. plati ||y, — ykll2 — 0, pro
min{n, k} — oo. Oznaéme z,, = T (y,), kde T : X — Y je linedrni homeomorfismus.
Pak ||z, — zklli = 1T (Wn — wi) |1 < Zlyn — yrll2 = 0, tedy 2, je cauchyovskd posloupnost.
Je-li X uplny, pak z,, — xo a oznaéme yo = T'(zo). Plati ||y — voll2 = [|T(xn — z0)|l2 <
M||zy — x0ll1 — 0, tedy y, — yo a Y je proto dplny. Dikaz, Ze z dplnosti Y plyne dplnost X je
analogicky. [

Pri diikazu ekvivalence norem na kone¢né dimenziondlnim prostoru byl dilezity fakt, Ze v tomto
prostoru je mnoZina kompaktni, pravé kdyz je uzaviend a ohranicend. Nyni sméfujeme k tvrzeni,
které ukazuje, Ze toto je charakterizace kone¢né dimenzionalnich normovanych prostort. Zacneme
tvrzenim, které byva v literatufe (viz napt. [13, str. 101] citovano jako Rieszovo lemma. Nakreslete
si obrazek v R?, ten pomtize vidét tverzeni a diikaz geometricky.

Lemma 1.13. Necht’ X je viastni uzavieny podprostor NLP X. Pak ke kaZdému ¢ € (0,1)
existuje xy € X, ||zyg|| = 1, takové, Ze o(xy, Xo) > 0.

Diikaz. Protoze Xo = Xo # X, 3z € X takové, Ze d := o(z, Xp) > 0. Protoze % > d, existuje
y € X takové, Ze o(z,y) < %. Polozme xy = ”;y Pak ||zy|| = 1 a pro v8echna z € X plati:

4
z—yll”

_ _ 2=y || _ lzllz =yl = =+l
o(x,z9) = ||v — 2o = ||z - =
Iz =yl Iz =yl
€Xo
—~
“yllx) —2|| _ d

MGl el d

Iz =yl g
Odtud plyne o(X, zy) > 9. |

Poznamka 1.14. (i) Zdiraznéme, Ze na rozdil od podprostori prostorti kone¢né dimenze, podpros-
tor prostoru nekone&né dimenze nemusi byt uzavieny. Uvazujme napf. prostor [? a jeho podprostor

M = {z = {z,} : pouze kone¢né mnoho z,, # 0}.

Pak evidentné M je viastni linearni podprostor v 2, ten ale neni uzavieny protoze M = [°.
Vskutku. Necht' z = {z,,} € (> ae > 0 jsou libovolnd. Z konvergence fady > 22 plyne, Ze k

€ > 0 existuje ng € N takové, Ze
oo

D faa? <2

n=ng



Definujme posloupnost y = {y,, } € M ptedpisem

T, n < no,
y =
" 0 n > ng.

o 1/2
o -yl = (Z W) <e.

n=ng

Pak

Tedy mnoZina M je hustd v [°.
(i1) Ponékud komplikovanéj$i neuzavieny linearni podprostor je popsan v nasledujici konstrukei.
Necht X =1%a

o0

M= {o={x}p2; 0 > ap =0}

k=1
Pak (trividlng) ]\;fl% a plati M = 2, tedy M je podprostor {2, ktery neni uzavieny (a je husty v [?).
Vskutku, Necht e > 0ay = {yp}32, € 12 jsou libovolnd. Sestrojime prvek = € M takovy, Ze

|z — yll;2 < € nasledujicim zpisobem.
Protoze y € 12 a také {%} € 12, existuje N € N takové, Ze

2, g2 =1 g2
§:M<§a §:ﬁ<5
k=N+1 k=N+1

Necht’ C := 211\7:1 Y. Bez Gjmy na obecnosti mizZeme predpokladat, Zze C' > 0, v piipadé C < 0
postupujeme analogicky, pfipad C' = 0 je trividlni, jak bude vidét z dal$i konstrukce. Necht

z v

m € N je nejmensi pfirozené Cislo s vlastnosti, Ze

N+m

Z %::D>C,

k=N+1

Definujeme = = {z}} ndsledujicim zpGsobem.

Yk, kIl,...,N,
) -3 k=N+1,...,N+m,
"TY\D-C k=N4+m+1,
0, k>N+m+ 1.

Poznamenejme, Ze &fslo m s poZzadovanou vlastnost{ existuje, nebot’ > 32 | + = oo. Pak

o0 oo oo 1
lz—ylp =D (mr—m)® < D> zp+ Y, ==
k=1 k=N+1 k=N+1
-2 2

Dilezitym disledkem je nasledujici tvrzeni o kompaktnich mnozindch v normovanych linedrnich
prostorech.

Véta 1.15. V NLP je kaZdd ohranicend a uzaviend mnoZina kompakini prdvé tehdy, kdyZ prostor
X md konecnou dimenzi.



Diikaz. ,,<"“: Tato implikace plati trivialn€ z teorie metrickych prostort, viz [1, str. 35] (viz také
Bolzano Weierstrassova véta: Z kazdé ohrani¢ené posloupnosti 1ze vybrat konvergentni podpos-
loupnost.)

=1 Je-1i kazd4 ohranicend a uzaviend mnoZina kompaktni, je zejména kompaktni jednotkova
sféra S(0;1) = {z € X;||z|| = 1}. Pfedpoklddejme, Ze X je nekone¢né dimenziondlni. Zvolme
x1 € X anecht

Xy =Linzy ={r € X: v =ax;, a € R}.

Podle Riesova lemmatu k ¥ = 3 existuje 22 € S(0; 1) takové, Ze o(x2, X1) > [|za — 21| > 3.

Necht' X5 = Lin {21, z2}. Pak existuje x5 € S(0;1) takové, Ze o(x3, X2) > 1. 4. ||lzg — 21| >

3. |lws — 22| > 3. Ddle X3 = Lin {z1,72,23},.... ProtoZe X je nekonetn& dimenzionlni,

sestrojime nekonecnou posloupnost
1
xn € S(0;1) ¢ ||zn — || > 5 pron # m.

Odtud plyne, Ze z;,, neobsahuje konvergentni podposloupnost, tedy S(0; 1) neni kompaktni, coz je
ovSem Spor. [

Poznamka 1.16. (i) Vlastné jsme dokazali trochu silngjsi tvrzeni: X je konecné dimenziondlni,
pravé kdyz jednotkova sféra S(0; 1) je kompaktni.

(i1) V kapitole o linedrnich operatorech uvidime, Ze tato véta ma zasadni vliv na to, Ze linedrni ope-
ratory na nekonecné dimenziondlnich prostorech se chovaji jinak neZ na konecné dimenzionalnich
prostorech.

Priklad 1.17. (i) Dokazte, Ze prostor ohrani¢enych funkci Bla,b] = {f : [a,b] — R} s normou
If[l = sup |2(t)] je dplny.
t€la,b]

Reseni. Necht' f, € B[0,1] je cauchyovska posloupnost funkci, pak

lfn — fmll = Sl[lpb] |fn(t) = fm(t)] = 0, pro min{m,n} — oc.
te|a,

To znamend, Ze pro vSechna ¢ € [a, b] je Ciselnd posloupnost f,(t) cauchyovskd, oznatme
f(t) = nl;n;o fn(t)

bodovou limitu posloupnosti f,. Nejprve ukdzeme, Ze f, — f v normé Bla,b|, tj., fn = f
na [a,b]. Necht’ ¢ > 0 je libovolné, pak k § existuje ng € N takové, Ze Vm,n > nq plati
|fn = fmll < §. tj. pro Vt € [a, b] plati

€
’fn(t) - fm(t)’ < 5
Limitnim pfechodem m — oo v pfedchozi nerovnost pro kazdé t € [a, ] je
€
Inlt) = FO < 5 <,

atedy || fn, — f]| < € pron > ng. Zbyvé dokézat, ze f € Bla, b]. Protoze { f,,} je cauchyovska, je
ohrani¢end (viz nasledujici piiklad), tj. existuje M > 0 takové, Ze || f,,|| < M. Pak

<AL = Full + 1 fnll < M+ M =2M

pro n dostate¢né velké. To znamena, Ze f € Bla, b] a prostor je tedy dplny. A
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(ii) Dokazte, ze C'[a, b] je uzavieny v Bla, b].

Reseni. Diikaz je totozny s diikazem tvrzeni, 7e stejnomernd limita spojitych funkci je spojita
funkce, viz také [3, str. 49]. Necht’ z,,(t) = x(t), to € [a,b], tx — to je libovolna. Pak oviem

|z(tk) — x(to) =|z(tk) — zn(tr) + zn(t) — zn(to) + (o) — z(to)| <

n,k— o0

<|zn(tr) = 2(te)] + |2n () — 2nlto)| + |2a(to) — 2(to)] "= 0.

Tn =T —0 (zn, je spojitd) Tn =T

Dokazali jsme tedy, Ze kazda konvergentni posloupnost prvki z C'[a, b] ma v Ca, b] i svoji limitu,
coz znamend uzavienost C[a, b] v Ba, b], viz [1, str. 20]. A

Poznamka 1.18. Jako bezprostiedni disledek pfedchozich dvou piikladd dostdvame, Ze Cla, b] je
uplny (tedy Banachiiv) NLP. To plyne z tvrzeni, Ze je-li A uzaviend mnoZina v dplném metrickém
prostoru (P, o), pak (A, p) je tGplny prostor. Toto je také jedna z obecnych metod, jak dokézat
uplnost néjakého prostoru. Dokéze se iplnost néjakého jeho nadprostoru a pak se ukdze, Ze dany
prostor je uzavieny v uplném nadprostoru.

Priklad 1.19. (i) Necht' z,, € X je cauchyovska posloupnost. Dokazte, Ze x,, je omezend.

Reseni. Dikaz zalozime na skute¢nosti, e kazd4 konvergentni posloupnost je omezend. Toto
tvrzeni se dokdze v NLP stejné jako pro posloupnosti redlnych Cisel. Necht' Y je dplny obal X, tj.
X =Y alz|ly = ||z|]lx pro Vz € X. Posloupnost x,, — x € Y, tedy z,, je omezend v Y, pak
lznlly = ||znllx < M pro néjaké M > 0.

A

(ii) Dokazte, Ze [P je tGplny prostor.

Reseni. Necht z" = {z7,2%,...,2},...} € IP je cauchyovskd, tj.

o
|z" — 2™||P = Z |zp — 2P — 0, min{m,n} — oo,

k=0
to zejména znamend, 7e kazdy s¢itanec — 0 pro min{n,m} — oo. Pak pro kazdé pevné k €
N je &iselnd posloupnost {z}'}>° | = {xp,x{,... 2}, ...} cauchyovskd, tedy konvergentni, t;.
limy,, 00 ] =: ). UvaZujme takto sestrojenou posloupnost z ={xy},- ={z1,22,..., T, ...}.
Ukazeme, 7e ||z" — || "= 0 a Ze 2 € IP. Necht' k € N je libovolné. Pak pro dostatetn& velké
m, n plati:
1
P
€

< fla" - 2™ <13,

k
[z p——
=1

kde € > 0 je libovolné. Limitnim prechodem pro m — co dostdvame

; L
[Z|x?_$i|p] §§a
i=1

pro Vk € N. Limitnim pfechodem k — oo dostdvdme ||2" —z|| < e pro n dostate¢né velkd. Zbyva
dokazat, Ze x € [P. Posloupnost {||z"||} je omezena v [” (nebot’ je konvergentni), tj. ||z"|| < M,
tedy pro Vk € N je

K 7
(Z Iwz‘lp) < Jla"|| < M.
=1

9



ProtoZe x' — x;, pro n — oo, plati

k k
DRI fal,
i=1 i=1

pak tedy
K v
Z|xi|p < M pro Vk € N.
i=1
Pak pro k — oo je ||z|| < M, tj., x € IP. A

(iii) Dokazte, Ze [*° je tiplny.
Reseni. Necht' 2" = {at, x5, ..., 2}, ...} je cauchyovska posloupnost prvkii (= posloupnosti) z
[°°, tj. pro vSechna k € N je {z} 20:1 = {x,lf, xi, .. } cauchyovskd posloupnost redlnych Cisel.

Pak 7 "% 2. Necht ¢ > 0ak € N je libovolné. Existuje ng € N tak, Ze Vn,m > ng je
|z} — a}'| < e/2. Odtud

lim |z} — 2| = |2} — x| <e/2 <e.

m—0o0
Tedy

sup |zp — x| = ||z —xkl| <e/2 <e.

keN
Zbyva dokézat, Ze © € [°°. Posloupnost " je omezend v [*°, tedy ||z"| < M pro Vn € N.
Pak pro vSechna k € N je [2}}| < M aodtud lim |z}| = |zx| < M, tedy celkem dostdvame

n—oo

sup x| = ||z < M. A
keN

(iv) Rozhodnéte, zda prostory ¢, cg jsou uzaviené v [*°.

ReSeni. Necht z" € ¢, 2" = {a},2%,...},aa™ — x = {x1,29,...}, pak ||z" — z|| — 0, 4.
sup |z} — x| — 0. Tedy

keN

|:ck—a;l\ §]a:k—xz+x2—x?+x?—xl| S

—0 —0, k,l—00 —0
— — ——
< ok — @]+ |2k — 7| ol | <e
N—— N——

a2, arec, pak je cauchyovskd  on" 20y,

jsou-li k, I, n dostate¢né velkd, tj. {x1,x2,...} = x je cauchyovska, tedy i konvergentni a tedy
T Eec.
Uzavienost prostoru ¢y se dokaze analogicky. Vyuzije se toho, pro limitni posloupnost x = {x}

plati || < |2}| + |z — 2}| a oba s¢itanci jsou < § pro k,n dostatecné velka. A
(v) Necht’
X =co={x={x1,22,...}, xn > 0}, |z|| = sup |zl
keN
a

o0
1
X1=0=qz={x1,29,...}, Z|xk| < 00
k=1
Rozhodnéte, zda X je uzavieny v X. Pokud ne, uréete uzavér X;.
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Reseni. Piedeviim X; C X vzhledem k nutné podmince konvergence. Posloupnost

1)1
,0,...,0,...}—).1‘:{} ¢X1,
n

1 1
={l,=,...,—
2 n ne=1

tedy X neni uzavieny podprostor. Necht y = {y,} € X = ¢y je libovolnd posloupnost. Pak
”:{yl,...,yn,O,...,O,...}€X1a

ly" — y|| = sup|yx] = 0 pron — oco.
k>n

Tedy X; = X. A

Niésledujici véta ukazuje, Ze v Banachovych prostorech plati obdoba tvrzeni, Ze z absolutni konver-
gence fady redlnych ¢isel plyne jeji neabsolutni konvergence, viz [3, str. 25]. Diikaz je zcela stejny
jako v R a je zaloZen na Cauchy-Bolzanové kriteriu konvergence (nekonecnd fada je konvergentni,
pravé kdyz je posloupnost jejich ¢asteCnych souctl cauchyovskad).

Véta 1.20. Necht’ X je Banachiiv prostor a x,, € X je takovd, Ze Z |zn || < oo, pak nekonecnd
oo n=l n
fada Z xy, konverguje v X tj. existuje limita posloupnosti jejich édstecnych souctii y, = Y, T,
k=1
a tato llmlta definuje jisty prvek x € X. Pak definujeme

oo
S w=u
k=1

Diikaz. Ukazeme, Ze y,, je cauchyovska: Protoze ) ||z,|| < oo, podle Cauchy Bolzanova kritéria
konvergence ke kazdému € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro vSechna k € N an > ng, je
msall + zmsall + ..+ [zasl] < 2. Tedy

e > [[onsill + -+ [#nakll 2 lZn1 + -+ Tl = Yntr — ynll-
o0
To znamend, Ze {y,,} je cauchyovskd, a tedy celkem y,, — = > x. |
n=1

Definice 1.21. Rekneme, e prostor (obecné topologicky) je separabilni, jestlize existuje nejvyse
spocetnd mnoZina Y C X takovd, Ze Y = X.

Priklad 1.22. (i) Prostor [P je separabilni. Dokazte.
Reseni. Vskutku, necht’

Y ={y = {yn}r2; € I? : pouze kone¢né mnoho y,, # 0
a pro tato y,, € Q}.

Pak Y = [P. Vskutku, necht ¢ > 0 az = {x,}°°, € [? je libovolné. ProtoZe

o0 7
(Z |xn|p> < o0,
n=1

pak existuje ng € N takové, Ze



Dile, protoze Q = R, k 5= > 0 existwji y1, ..., yn, € Q tak, Ze [z, — yn| < —=—. Pak pro

(2no)P
Yy =1{Y1,---1Yno,0,...} €Y plati
no 0 P P
lo—ylP =3 o=l + 3 bl < o na+ S =
k=1 k=no+1 0
Tedy odtud plyne ||z — y|| < e. R

(i) Prostor {*° neni separabilni. DokaZte.

Reseni. Necht' Y = {m[n] = {xL"}}Zozl, neN } je libovolnd spocetnd mnoZzina v [*°. Pak prvky

této mnoziny miZeme oindexovat pfirozenymi Cisly

A= (gl
2 = mQQ],x[Zz],...,xLQ],...
2l = {x[ln],zgn},...,:pkn},...}

Definujme & = {&1,&2, ..., &, - . .} takto:

[k

e -0 jeeli 2] > 1,
21, jeddi |2l < 1

Pak o(£,Y) > 1, coZ je spor s hustotou mnoziny Y. A

(iii) Prostor C/a, b] je separabilni.

Reseni. Spojité funkce jsou polynomy s redlnymi koeficienty. Vezmeme-li polynomy s racional-
nimi koeficienty, tak to je jisté spocetnd hustd podmnoZina v mnoZiné vSech polynomd. Tvrzeni
pak plyne z véty, Ze kazdou spojitou funkci na kompaktnim intervalu 1ze s libovolnou pfes-
nosti aproximovat (v normé prostoru Cfa, b]) tzv. Bernsteinovym polynomem. Pfipomenime, Ze
Bersteinovy polynomy jsou polynomy tvaru

zmmwzifQﬁmm, (14)
v=0

bym(z) = <”) 2 (1—-2)"", v=0,...n (1.5)

14

jsou tzv. zdkladni Bernsteinovy polynomy. Hlavni tvrzeni fik4, Ze

lim B, (f)(z) = f(z)

n—oo
stejnomérné na [a, b]. A

Na zdver tohoto odstavce se budeme vénovat pojmu faktorovy prostor, pomoci kterého definujeme
tzv. kodimenzi linearniho podprostoru v normovaném linedrnim prostoru.
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Definice 1.23. Necht' X je linearni prostor, M C X je linearni podprostor a definujeme na X ek-
vivalenci 1 = xo(mod M) pokud x1 — xo € M. Oznalme [z] tFidu ekvivalenci uréenou prvkem
x. Pak tfidy ekvivalenci tvoii opét linedrni prostor, znaceny X /M, ktery se nazyva faktorovy pros-
tor prostoru X podle modulu M. Dimenze prostoru X /M se nazyva kodimenze podprostoru M.

Poznamka 1.24. (i) Je-li dim X = n, dim M = m, je samoziejmé dim X/M =n — m.
(ii) Prostor X = LP(a, b) je vlastné faktorovy prostor X /M, kde

M ={f € LP(a,b) : f(t) = 0 skoro vSude na (a,b)}.
Véta 1.25. Necht’ M je uzavieny linedrni podprostor NLP X. Pro [x] € X /M definujeme
I[z]l] = inf [ly].
y€lz]
Pak || || je norma na X /M. Je-li X Banachiv, je i X /M Banachiiv.
Diikaz. Plati

=]+ [ylll = inf llu+oll < inf {[lull + ol]} < i[g]fHUH +i[fyl]f||UH = =l + Nyll-
vely] vely]
Podobné ||a[z]|| = |«|||[z]]]. Zbyva ukazat, Ze ||[z]|| = 0 pouze pro [z] = 0, tj. [z] = M. Protoze
M je uzavieny a pro kazdou [z] € X/M je [z] linedrné homeomorfni M, nebot’ [z] = {y €
X : y=xz+m, m € M}, (4. [z] je vlastné ,,posunuty* prostor M, tedy afinni podprostor
se zam&fenim M). Necht' ||[z]]] = 0 = iél[f] |lul|. Pak Jy, € [z] takova, Ze ||y,| — O, tj.
ue|xr

yn — 0 € [x], nebot’ [z] je uzavieny podprostor. Tedy [z] = 0 v X/M. Pfi dikazu tplnosti X /M
postupujeme zhruba takto: Necht' [z],, je cauchyovskd v X /M, tj.

[zl = [lmll = 0,  min{m,n} — oo,
tj. Ve > 0 dng takové, Ze Vm, n > ng plati

el — lehnll = inf Jlu o] <e.
vE[Ylm

Odtud Jy, € [z], tak, Ze ||yn — ym| < e, tedy {y,} je cauchyovska, odtud plyne, Ze plati
Il[x]n — [vo]ll — 0, tedy celkem dostdvame, ze X /M je tplny. |

Priklad 1.26. (i) Necht X = C0, 1] s normou ||z| = max |z(t)| a podprostor M je definovdn

1
predpisem M = {f eX: [ft)dt= O}.
0
a) Rozhodnéte, zda M je uzavieny.

b) Urcete codimM .

Reseni. a) Necht' f, € M, f, = f.Pak oviem plati
1 1

/1 (o) da = / Tim_ fu(x) dz = lim / fol@) dz =0,
0 0 0

tedy f € M a odtud plyne, 7e M = M.
| L

b) Necht' f € X, [ f(t)dt = c. Pak f(t) = ¢+ [f(t) — c|. Odtud plyne, Ze v kazdé tiid& [f]
0

1
existuje konstantni funkce g(t) = [ f(¢)dt, tedy X/M ~ R, a tedy codimM = 1. A
0
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Cviceni

1. Rozhodnéte, zda Ca, b] s normou || - ||2 z nésledujl’cﬂlo piikladu je tplny.
2. X = Cla,b], ||z = Iglsz{]a;( l, |zl = f\x (t)|dt. Rozhodnéte, zda || ||1, || ||2 jsou
ekvivalentni. ’

3. X = 1" = {{za)i X fenl < 00}, | = il || I = sup|a]. Rozhodndte, zda
(e
4. Necht X = C[0,1], M ={f: f(0)= f(1) =0}.
1. Rozhodnéte, zda M je uzavieny,
2. Urcete codimM.

|2 jsou ekvivalentni.

1.2 Prostory se skalarnim soucinem
Definice 1.27. Necht' X je linedrn{ prostor nad C a necht’ (,) : X x X — C spliuje:
(i) (r,z) >0proVr € Xa(z,x) =02 =0,
(i) (2,y) = (y,z) proVa,y € X,
(i) (ax + By, z) = alx,z) + By, z) proVa, B € CaVz, y, z € X.
)

Pak (, ) nazyvame skaldrni souc¢in na X a prostor se skalarnim soucinem nazyvame unitdrni pros-
tor.

Poznamka 1.28. Z podminek (ii) a (iii) plyne

(z,ay + Bz) = (ay + Bz,z) = aly, z) + B({z,2) = @(z,y) + B({z, 2).

Z tohoto diivodu se nékdy skaldrni soucin nazyva ,sesquilinear form* (termin pochdzi z fran-

P13

couzstiny a lze jej zhruba preloZit jako ,,jeden a ptl linedrni* forma).

Piiklad 1.29. (i) Necht X = L?(a,b) se skaldrnim soucinem (f, g) f f(t)g(t)dt. Pak (f,g)

je skalarni sou¢in. Viiméme si jesté, Ze jsou-li f, g € £2, pak integrl deﬁnuycl skaldrn{ soucin je
opravdu kone¢ny, nebot’ plati

|[f()g(t)] dt < /() !2dt% bg(ff)|2dté
[ ([nora)” ([ ar)

Tuto nerovnost dostaneme aplikaci Cauchyovy nerovnosti (viz nasledujici pfiklad) na integralni
soudty definujici integraly. Znovu zdtraznéme, Ze prvky prostorti £2 jsou t#idy navzijem ekviva-
lentnich funkci, tj. funkcf lisicich se pouze na mnozin€ nulové Lebesqueovy miry (jinak by nebyla
splnéna prvni podminka z definic skaldrniho soucinu).
(ii) Necht' X = I? se skaldarnim sou¢inem pro z = {,}%,, v = {yn}>>, kde z,,, yn, € C
definovanym predpisem
oo
y> = Z TnYnp,
n=1
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Vsimnéme si, Ze nekonecna fada v jeho definici je absolutné konvergentni, nebot’ plati (pro Vn €
N)

S oz < (z mw?) (zw) |
k=1 k=1 k=1

Cauchyova nerovnost.

€13

coz je ,klasicka

Véta 1.30. Necht’ x,, — x, Yy, — y. Pak (xy,,yn) — (x,y), tedy skaldrni soucin je spojitd funkce
zX x XdoK

Diuikaz. Plati

(@ yn) = (@, 9)] = (@0, yn) = (Ensy) + (20, 9) = (2,9)| <
<@, yn = o) + {20 = 2, 9)| < [lzallllyn =yl + [lzn — 2|yl

ProtoZe ||z, je ohrani¢ena (je konvergentni), dostdvame pozadované tvrzeni. |

Véta 1.31. Necht’ X je unitdrni prostor. Pak proNx, y € X plati Schwarzova (resp. Cauchyova,
resp. Cauchy-Buriakovského) nerovnost

[z, 9)] < V{z,2) -/ {y,9).

Diikaz. Tvrzeni se dokazuje tplné stejné jako v R™. Prot € Ra o € C plati

0 < (tx + ay, tz + ay) = t2(z, x) + ta(z,y) + taly, z) + aaly,y).

Volme o = |§x’y§| je-li (z,y) # 0aa = 1, je-li (x,y) = 0. Pak @ = 1 a dostdvame 0 <
t2(x, z) + 2t|{z,y)| + (y,y) a vypoctem diskriminantu dostdvdme tvrzeni. u
Véta 1.32. Funkce ||z|| = +/{(x,x) md vSechny vlastnosti normy. Ddle plati rovnobéZnikové

pravidlo
o+ yl* + [z — yl* = 2||=* + 2/ly|” (1.6)

a identita
A, y) = o +yll* = o =yl + i (lz + iyl = |z —iyl]*) (1.7)

specielné, je-li X redlny unitdrni prostor, plati

Az,y) = llz +yl* —llz — y]I*. (1.8)

vvvvv

Oznacme P pravou stranu dokazovan{ rovnosti. Pak

P=&+yx+y) —(x—y,x—y)+i[{x+iy,z+iy) — (x —iy,x —iy)] =
=(z,2) + (z,y) + (v, 2) + (v, y) — (z,2) + (2, ¥) + (y,2) — (¥, )+
+i[(z,2) — iz, y) + iy, ) + (y,y) — (2, 2) —i(z,y) + iy, z) — (y,y)] =
=2z, y) + 2{y, z) + 1 [2i(x,y) + 2i(y, x)] = 4(z, ).

Z vypoctu je také vidét, Ze v piipadé (z,y) = (y,z), coZ plati v redlném unitdrnim prostoru,
dostavame vztah (1.8). [ |

Pfedchozi véta ddva také odpovéd’ na otdzku, kdy je norma v n€jakém normovaném prostoru
vytvorena skalarnim soucinem. Je tomu tak praveé kdyz plati rovnobéZnikové pravidlo (1.6).
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Véta 1.33. Necht’ X je NLP s normou || - ||. Tato norma je vytvorena skaldrnim soucinem (ktery je
ddn vztahem (1.7), v pripadé redlného prostoru (1.8)), prdvé kdyz? plati rovnobéZnikové pravidlo
(1.6).

Diikaz. Necht' plati rovnobéznikové pravidlo
lz +yl* + o — yll* = 2 (l=[* + lly]1*) -
Pro jednoduchost ovéfime vlastnosti skaldrniho souéinu v redlném piipadé (1.8), tj. (z,y) =
U +yll”—llr—y|"). tud dostavame (z,x) = 74||z||” = U < x = 0. Evidentne (x,y) =
1 2 ?). Odtud dostava M|zl =0 0. Evidentng
(y, x). Secteni obdélnikového pravidla (1.6) dostdvame
1
() =5 [lz+ull* = lal* — yl*]

Vypocteme

<.’E1 +1)2,y> - <.’1§'1,y> - <£U2,y> =

1

=5 [z + 22+ yll* = or + 22 = [yl = lor + y[*+
+ 2l + 1yl = llzz + yl? + llz2l* + llyl*] =

=g lllox 2o+ gl 4 a2+ ool — o+ 2l — llan + 2l — flzz + g + ) =
=5 [l @2yl = 3 [loa 2 4+ 251 + o + ) + 2| =
= 2 [l + 22+ 9 — llan + 22+ 9l = Iyl + J917) = 0
Dale
(,2) = 1w+ ol ~ 2 — 9% = 3z — o>~ 2 +911%) = ~(z.9),

tedy (x1 — z2,y) = (z1,y) — (x2,y). Odtud indukci pro p € Z plati (px,y) = p(z,y). Necht
m € N. Polozme & = £.Pak (z,y) = (m&,y) = m(Z,y), tedy = (z,y) = (Z,y) = (Laz,y).
Toto ve spojeni s pfedchozim ddva

(ax,y) = afz,y)

pro Va € Q. Kone¢né, necht’ o € R a o, € Q, oy, — . Ze spojitosti skalarniho soucinu plyne
(azx,y) = alx,y) pro Va € R. |

Definice 1.34. Uplny prostor se skaldrnim sou¢inem se nazyva Hilbertiiv prostor.

Poznamka 1.35. Mezi prostory P, LP(a, b) jsou Hilbertovymi prostory pouze I? a £2(a, b). Pro
p # 2 nenf obtiZné najit prvky, pro néZ je poruseno rovnobéznikové pravidlo (1.6).

Definice 1.36. Necht' X je prostor se skaldrnim sou¢inem, S C X. Rekneme, mnoZina S je:

(a) linedrné nezdvisld, jestlize pro kazdé navzdjem rizna xp,...,z, € S jsou tyto prvky
linearn€ nezavislé,

(b) ortonormdilni, jestlize (x,y) = 0,t.z LyproVz, y € S,x #ya||z||=1proVz € S.

Véta 1.37. Necht’ X je separabilni, S C X je ortonormdlni. Pak S je nejvyse spocetnd.
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Diikaz. Necht' Y = {y,, n € N} je spoCetnd hustd podmnozina v X . UkdZeme, Ze existuje prosté
zobrazeni S — Y, tedy card S < card Y. Necht’ x1, xo € S, x1 # x2, pak

w1 — z2||? = (1 — 29,21 — 22) = (2,2) + (y,y) = 2,

tedy ||z — y|| = V2. Necht’ z € S. Z hustoty Y plyne, Ze k ¢ = % existuje y € Y takové, Ze

|2 —yl| <e Necht ue S, usuwt. " YazeY jetakové, Ze ||z — z|| < ? Pak

V2=z—ul=lle—y+y—z+z—ull <llz -yl +lly -2l + ]z —ull =

2/2
=2V 4y — 2.
2y =l
Tedy ||y — 2| > ? Celkem tedy miZeme definovat prosté zobrazeni S — Y, coZ bylo tieba
dokéazat. [

Véta 1.38. Necht' Y = {y,} je nejvySe spocCetnd linedrné nezdvisld mnoZina v prostoru X se
skaldrnim soucinem. Pak existuje ortonormdini mnoZina S = {s,} C X takovd, Ze

n n
LinY = {x:Zakyk, Yk EY} =LinS = {mzZaksk, S € S}.

k=1 k=1

Diikaz. Provede se obvylky Gram-Schmidtiiv ortogonalizacni proces a dostivame poZadované
tvrzeni. [ ]

Definice 1.39. Rekneme, 7e ortonormélni mnoZina S C X je
(a) dplnd, jestlize pro néjaké y € X je yLx proVz € S, pak y = 0,
(b) uzaviend, jestlize X = Lin S.
Véta 1.40. (Véta o projekci na uzavieny podprostor). Necht’ H je Hilbertiiv prostor a L je uza-

vieny podprostor v H. Pak vSechna x € H lze vyjddrit ve tvaru x = y + 2, kdey € L a zL L.
Toto vyjddreni je jednoznacné. Je-li L = Lin{uy, ..., u,} a {uy, ..., uy,} jsou ortonormdlni, pak
n

y= > (x,up)u.

k=1
Diikaz. Je-liz € L,pak z = 0, y = x atvrzeni je trividlni. Je-liz ¢ L = L, pakd = o(x,L) > 0.
Protoze dist (0, z—L) = dist (x, L), sta¢i v mnoziné C' := x— L nalézt prvek s nejmensi normou.
Necht' y,, € C, ||yn|| — d. UkdZeme, Ze y,, je cauchyovskd. Vyuzitim rovnob&Zznikového pravidla
a ze skutecnosti, Ze %(ym + yn + yi) € C dostdvame

2
2(1wnll? + lgml)) ™ = llyn + ymll* <
< 2([ly_n[* + [lym|*) — 4d* = 0, min{m,n} — oc.

Hyn - ymH2

Prostor H je tplny, pak y, — y € L (L je uzavieny) a o(x, L) = ||x — y||. PoloZme z = y — x
a predpoklddejme, Ze (z,7y) # 0 pro néjaké § € L. Mizeme predpoklddat, Ze (z,y) < 0, jinak
nahradime § prvkem —g € L (pfipomindme, Ze L je linedrni podprostor). Pak pro vS§echna o € R
plati

ly—z+aj|> =y —z+aj,y —z+af) =
=lly — z|* + 2a(z,§) + *||§|]* = d+ o (2(7, 2) + a||F]*) < d
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pro0 < a < — ﬁ’%ﬁ@ Je-li L = Lin{uq,...,uy}, hledejme y ve tvaru y = cyuq + . .. + cpuy,. Pak
c1, - - -, Cy je feSenim tlohy

|z — (crus + ... + cnun)H2 — min,

tedy

8802- <£L' — chuk,m — chuk> =0,

tedy ¢, = (x, uy). ProtoZe minimalizovana funkci je kvadratickd, je jasné, Ze nalezeny stationdrn{
bod je minimum. [

Poznamka 1.41. (i) Podobné jako na uzavieny linearni podprostor 1ze v Hilbertové prostoru
promitat na uzaviené konvexni podmnoZziny. Pfesnéni, je-1i C libovolna uzaviend konvexni (z,y €
C,A€[0,1] = Az + (1 - Xy € C)podmnozinav H ax € H, existuje pravé jedno zp € C
takové, Ze ||z — xo|| = dist (z, C).
(i) V Banachovych prostorech na konvexni podmnoZiny obecné promitat nelze. Staci uvaZovat
mnoZinu M C R? danou nerovnosti |z| + |y| < 1 abod A = [1,1]. Pak projekci A na M je
celadseCka z +y = 1, =,y > 0 (tedy je poruSena jednoznacnost). Existence je napf porusena v
piipadé, kdy X =cp a
o0

k9
k=0 k
a:r:—{ - }. Pak dist (z, M) = L a ||z — z[|;= > § proVz € M.

(iii) v Jisté tfidé Banachovych prostor, tzv. uniformé konvexnich prostorech na konvexni mnoziny
promitat 1ze. Definici tohoto pojmu uvedeme pozd¢ji v souvislosti s reflexivnimi prostory.

M ={x={zr} €cp:

Véta 1.42. Necht’ X je Hilbertitv prostor a S C X je ortonormdlni mnoZina.

(i) Pro libovolné n € Na uy,...,u, € S navzdjem ruzné, plati pro Vx € X tzv. Besselova
nerovnost
n
2 2
> K w)® < [l
k=1

(ii) Pro libovolné = € X existuje nejvySe spocetné mnoho u € S takovych, Ze (x,u) # 0, coZ

spolu s (1) ddavd
D K w)? < [l
u€esS

(iii) Mnozina S je tiplnd, prdavé kdyZ S je uzaviend.
(iv) MnoZina S je vplnd, pravé kdy? plati Parsevalova rovnost

>z w)? =|lz)

u€es

Diikaz. (i) Oznatme &; = (z, ;). Plati

0< <l’ - Z;fiui,l‘ - 2€zuz> = ||| — Z;ﬁi@,ui) - z; i(ui, ) + Z&é}
=lz)® =D l&l*.
i=1
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(ii) Necht 2 € X an € N jsou libovolnd. Pak existuje nejvyse n?||z||? riiznych u € S, pro néz
[(z,u)| > L. Vskutku, je-li vice neZ n?||z||> + 1, pak

n2|la]|2+1]

1 1
2 2 2 _ 2
S w2 el + 1) =5 = ) +

=1

coz je vSak spor s (i). V horni mezi pfedchoziho sumaéniho znaku [-] znaéi celoiselnou &dst

daného Cisla. Tedy pro vSechna n € N je mnozina u € S, [(z,u)| > % konec¢na a spocetné sjed-

noceni konecnych mnoZin je nejvyse spocetnd mnozina. Tedy v sumé v (ii) je nejvyse spocetné
o0

mnoho nenulovych s¢itanct, tj. > (z,u)u = Y (z, u;)u; a tvrzeni plyne z (i) limitnim pfecho-

u€esS =1
dem pro n — oo.

(iii) Je-li S Gpln4 a nenf uzaviend, tj. Lin S # X, tj. 3z € X takové, Ze ¢ (z,Lin S), podle Véty

140z =y + 2,kdey € Lin S, z € (Lin S)*, 2z # 0, atedy i LS, coZ je spor. Je-li S uzaviend

a nenf dpln4, tj. existuje = # 0, z L S, pak také = | Lin S, tedy | Lin S a odtud Lin S # X,

COZ je spor.

(iv) Plati-li Parsevalova rovnost a S neni dplnd, tj. 3z # 0, L S, pak ||z|> = > [{z,u)|?> =0,
ues

tedy « = 0, coZ je spor. Naopak, predpokladejme, Ze S je Gplnd a
>l w)? < |z
u€esS

pro néjaké x € X. ProtoZe existuje nejvyse spocetné mnoho u,, € S takovych, Ze (x,u,) # 0,

pak
oo
Z(x,u)u = Z(w,un>un
ues n=1
PoloZzme z,, = (x, up )y, ProtoZe || (x, un)un|| = [(z,un)], 3 |75 |* < oo, pak podle Véty 1.20
je konvergentni fada
o0
Z<xaun>un = Z(w,u>u =y # .
n=1 ucsS
Podle Véty 1.40 je z :==y — x L S, tedy S nenf tpln4, coZ je spor. [ ]

Poznamka 1.43. V parcidlnich diferencidlnich rovnicich jsou mimoradné dileZité ortonormaln{
systémy funkci v prostorech £2(a,b), —0o < a < b < oo.

1. Funkce

1 1 ‘) 1 ;
" cosn sinn
Var' r NG
jsou ortonormdlni na (—m, 7).

2. Tzv. Hermiteovy polynomy

d"” 2
H,(t) = _1nt277t
() = (~1)"e e

. P B R PR o ey
jsou ortogondlni na (—o0o, 00) s vahou et tj. pfi skaldrnim soucinu (v redlném pripadg)

(fig) = /OO e F(t)g(t) dt.

—0o0
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3. Jsou-li @1, 9, ... vlastni funkce Sturm-Lionvilleova problému (se spojitymi funkcemi p, r
ar(t) > 0na[a,b])
y' +p(t)y = Ar(t)y,
Ay(a) + By'(a) =0, Cyb)+ Dy () =0, A +B>>0, C?*+D?>0.

plati, Ze vlastni funkce jsou ortogondlni na (a, b) s vahou r(t).

Cviceni
1. Dokazte, Ze pro A, # A, jsou vlastni funkce Sturm-Liouvilleovy okrajové tlohy opravdu
ortogonalni.

2. Necht H = I?,
o
M= {x ={xn}nl;: an = O} .
n=1

Dokaite, 7e M je podprostor, ktery neni uzavieny a ze M = H.
3. X =C0,1], z(t) =t, M = {z(t) = konst.}. UrCete o.(x, M).
4. X = L£2(0,7),
M = {x € L£*: 2 je absolutné spojitd =’ € L*(a,b), 2(0) =0 = z(r)}.

Rozhodnéte, zda plati:

™

2 s
reM <= Y Kb} <oo, kdeby= /x(t) sin ktdt.
0

1.3 Topologické linarni prostory

Nejprve pfipomenme, Ze topologicky prostor je mnozina X, kde je definovan systém podmnozin
T C 2% (systém viech podmnoZzin mnoZiny X, tuto mnoZinu budeme také nékdy znacit P(X)) s
vlastnosti

i 0,XeT,;

(ii) Jestlize X1,..., X, € T,pak (i, X; € T;

(iii) Je-li X; € T, 4 € Z, libovolny systém mnozin (indexovd mnoZina Z je libovolnd), pak
Uz’eI X, eT.

Systém mnozin 7 se nayva topologie na X. MnoZiny A € T se nazyvaji oteviené a jejich kom-
plementy v X se nazyvaji uzaviené. Okolim bodu x € X je libovolna oteviend mnozina A € T,
pro niZ x € A. Posloupnost z,, € X konverguje k x v topologii 7, piSeme z,, — =z, jestlize ke
kazdému okoli O(x) bodu z existuje ny € N takové, ze pro kazdé n > ng plati z,, € O(x).
Uzavér mnoziny B C X definujeme jako mnoZinu hromadnych bodi posloupnosti z B, t;.

B={beX: Jz,€B: x, — b}

Zobrazeni F' : X — Y mezi topologickymi prostory X, Y je spojité, pokud pokud pro Vx € X a
kazdé okoli O(y) boduy = F(z) v Y existuje okoli O(z) bodu x takové, ze F(O(x)) C O(y).
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Necht” X,Y jsou topologické prostory s topologiemi Tx, 7y . Pak kartézsky soutin X x Y je
topologicky prostor s topologii tvofenou mnozinami A x B, A € Tx, B € Ty.

Necht' X je linedrni prostor (nad télesem KK), ktery je sou¢asné topologickym prostorem. Rekne-
me, Ze X je topologicky linedrni prostor, je-li s¢itani a nasobeni skaldrem v topologii topolog-
ického prostoru spojité zobrazeni X? — X, resp. X x K — X. Samoziejmé, kaZzdy normovany
linearni prostor je automaticky topologicky linearni prostor, opak neplati, jak uvidime pozdé;ji.

Definice 1.44. MnoZina Y v linedrnim topologickém prostoru X se nazyva konvexni, jestlize
yi, 2 €Y, A€ [0,1]] = A+ (1 =Ny €Y.

Topologicky linedrn{ prostor se nazyva lokdlné konvexni, jestlize ke kazdému x € X a okoli O(x)
existuje U € T konvexni takovd, ze x € U C O(x).

Vzhledem ke spojitosti s¢itdni, se staci pii konstrukci topologie v linedrnim prostoru omezit na
okoli bodu 0 € X, nebot’ je-li U okoli bodu 0 azp € X, je xo + U = {z|xr =z +u, u € U}
okoli bodu z(. VEtsina tivah, které budeme provadéet v dalSich kapitoldch pro normované linedrni
prostory 1ze s uréitymi modifikacemi ptenést i do lokdlné konvexnich topologickych prostort. Pri
konstrukci lokédlné konvexnich topologii je klicovym pojmem termin pseudonormy.

Definice 1.45. Necht' X je linedrni prostor. Funkce p : X — [0,00) se nazyvé pseudonorma,
jestliZe plati:

() p(z +y) < p(z) +ply) poVe,y € X

(i) p(az) = |a|p(x) proVe € X aVa € K.
Z podminky (i) dosazenim x = y = 0 plyne, Ze p(0) = 0. Na rozdil od normy v§ak muze byt
p(z) = 0iprox # 0. Piimo z (i) a (i) p(z1 — x2) > |p(x1) — p(a2)|.

(z
Priklad 1.46. (i) Necht X = Cl|a, b], to € [a, b]. Pak p(z) = \
(ii) Necht X = C[0, 00) a pr(f) = max,c(o.1) | f(t)|. Pak
remna X.

(to)| je pseudonorma na X.
7, T € (0,00) je systém pseudono-

Véta 1.47. Necht’ X je linedrni prostor, p — pseudonorma na X, ¢ > 0. Pak mnoZina M, = {x €
X : p(x) < ¢} spliiuje podminky:

1. 0 € M,

2. M, je konvexni;

3. M, je vyvazend, tj. je-lix € M., |a| < 1, pak ax € M,
4. M. je pohlcujici: ke Vo € X 3a > 0 tak, Ze o 'ow € M
5

. p(x) = 11;% ac.
a_?zENIC

Diikaz. (i) Protoze p(0) =0 =0 € M,;
(i) Pro A € [0,1] az,y € X plati

PO + (1= N)y) < [Alp(2) + (1 - Nlp(y) < e

(i) a (iv). Tyto vztahy plynou z p(ax) = |a|p(z)
(V)Proa > Oplatia™lz € M < p(a~'z) <c < p(z) < ac. Tedy

p(z) < inf{ac; a >0, o'z € M.}

a sporem lze ukazat, Ze nemuiZe nastat ostra nerovnost. [
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Véta 1.48. Necht' {p;; i € I} je systém pseudonorem na linedrnim prostoru X a plati: ke Vx €
X, z # 0, Jig € T takové, Ze p;,(x) # 0. Vyberme konecny systém pseudonorem p;,, ...,p;, a
€1,-..,En > 0apoloZme

U={zeX;pi(x)<er,....,pi,(x) <en}

Pak U je vyvdZend, konvexni a pohlcujici. UvaZujme nyni U — tiidu vSech mnoZin U a definujme
systém podmnoZin T v X takto:

GeT < keVee GAU elU tak, Zex + U C G.

Pak T je lokdlné konvexni topologie na X a je splnén Hausdorffitv axiom oddélitelnosti, tj., pro
Ve,y € X, x #y, 30(x),O(y) € T takovd, Ze O(x) N O(y) = .

Diikaz. Dikaz, 7e T je topologie se provede piimo: Napiiklad je-li G1, Go € T axz € G1 N Gy
je libovolny. Existuji U; € U takové, Ze x + Uy C G1 a Us € U takové, Ze © + Uy C Go a
definujeme

Uy = {ph(x) < €1y 7pin(x) < En}v Uy = {pjl(fl,’) <Eé1,.-. 7pjm(x) < gm}-

Polozme

U= {pll (.%') <E€&1... 7pin(x) < 6n7pj1(aj) <Ely--- 7p_]m('r) < gTVL}
(jsou-li nékteré indexy i, = j;, bereme mensize, ). Pak U C U1NUs, U € U ax+U C G1NGo.
K dikazu oddélitelnosti staci ukdzat oddélitelnost bodli x = 0 a y # 0. Existuje 9 € Z tak, Ze
pio(y) =t a > 0aU = {z; pi,(x) <5}, y+ U jsou hledand disjunktni okoli bodii z = 0 a

y # 0. |
Definice 1.49. Topologie z predchozi véty se nazyva topologie vytvorend systémem pseudonorem
{pi; 1€ Z}.

Poznamka 1.50. Typickym piikladem lokdlné konvexniho TP je prostor spojitych funkci s topolo-
gii indukujici bodovou konvergenci. Lze ukazat, Ze tato topologie je vytvorena systémem pseudo-
norem z Uvodniho piikladu. Lze také ukazat, Ze tato topologie neni vytvorena Zddnou normou.

Poznamka 1.51. Priklad metrického prostoru, kde metrika neni vytvofena normou je

- Yn|
P (o= ok} oo = Y 5
n:12 1+‘$n Ynl)
Pak o(z,0) = Z_: |1T|!»c j @ obecné
- 2|y |
2 = 2
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Kapitola 2

Linearni operatory

2.1 Prostory linearnich operatora

Definice 2.1. Necht” X, Y jsou normované (topologické) linedrni prostory. Rekneme, Ze zo-
brazeni T : X — Y je spojité v bodé xo € D(T), jestlize pro kazdou x,, — x¢ plati T'(x,) —
T(zp). Zobrazeni T je spojité na X, je-1i spojité v kazdém bodé x € X.

Poznamka 2.2. Neni obtizné dokdzat, Ze tato definice je v souladu s definici spojitého zobrazeni
mezi topologickymi prostory pomoci okoli, viz [1]. V dal$im textu budeme casto pro linedrni
operatory psat T« misto T'(z). Tato konvence pochdzi (mimo jiné) z linedrni algebry, kde linearn{
zobrazeni je vZdy reprezentovdno ndsobenim néjakou matici.

Véta 2.3. Necht' T : X — Y je linedrni. Pak T je spojité na X prdvé tehdy, kdyZ T je spojité
v bodé r = 0.

Diikaz. ,,=: Trivialni.

»<=“: Necht' 2y € X je libovolné, x,, — x¢, pak z, — zg — 0, tedy T(x,, — xo) = T(xy,) —
T(xo) — 0, tedy celkem T'(zy,) — T'(zo). |

Definice 2.4. Rekneme, Ze operdtor T : X — Y je ohrani¢eny (omezeny), jestlize pro kazdou
ohrani¢enou A C D(T) je jeji obraz

T(A)={yeY;y=T(z), x € A}
také ohrani¢end mnoZina.
Véta 2.5. Necht' T : X — Y je linedrni. Pak T je spojity prdvé kdyZ je ohraniceny.

Diikaz. ,,=“: Necht' T, je spojity v x = 0, tedy plati: k ¢ = 1 existuje § > 0 takové, Ze pro:
lz|| < 0 plati ||T'(x)|| < 1.Necht 0 # = € X je libovolné, pak T = ﬁx spliiyje ||Z|| < 0 a tedy

o ()] e

]

1
<1=|T@) < 5l

Tedy T zobrazi kouli s polomérem R na kouli s polomérem %, atedy 7' je omezené.
»<="“Je-li T omezené, zobrazi jednotkovou kouli ||z|| < 1 na omezenou mnoZinu, existuje tedy

M := sup ||T(x)|, ., pro z # 0je ||T(x)|| < M||z||, coz znamend, Ze T je spojité v x = 0,
[[zll<1
tedy 7' je spojité. [
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Véta 2.6. Necht' T : X — 'Y je linedrni. Je-li Tx = 0 pouze pro x = 0, pak existuje T, které
je také linedrni. JestliZe existuje m > 0 tak, Ze

m||z|| < ||T(z)|| proVxe X (2.1)
je T~' navic spojité.

Diikaz. Implikace Tx = 0 = x = 0 zarucuje, Ze T je prosté (I'(x1) — T'(x2) = T(z1 — x2) =0
= 21 = x9). Pfedpoklddejme, Ze plati (2.1), a necht’ & = T~ (y). Pak pro y = T'(x)

_ _ 1
m[TH )l <yl = 1T Wl < —lyll
a T~ je spojité. [
Poznamka 2.7. V nekonecné dimenziondlnim prostoru linedrni zobrazeni nemusi byt spojité. U-

vazujme X = C'[a,b] a normou ||z|| = sup |z(¢)|, Y = Cla, b] a

[a.b]
T:X —=Y; x(t) > 2(t).

Pro
sin n%t

xn(t) = — 0, T(xn) =ncosnt 4 0="T(0).

n

Definice 2.8. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory. Definujme £[X, Y] jako mnoZinu
spojitych linearnich operatori z X — Y a necht’

17l = sup [T'(x)]. (2.2)
el <1

Je-li X =Y, piSeme L£[X] misto L[X, X].

Poznamka 2.9. Normu operatoru 7" je mozno ekvivalentné definovat vztahem

T
71 = sup 7)) = sup T @3

zl|=1 e#0 ||z

Je-li totiz ||z < Lay = 12, pak [ly[| = 1 a

i =z (%) = ppir@i>ire

To znamen4, Ze v definici normy operatoru staci brat supremum pies jednotkovou sféru. Podobné
se ukaze ekvivalence druhého vztahu v (2.3) se vztahem (2.2).

Véta 2.10. Mnozina L|X,Y] s vySe definovanou normou je normovany linedrni prostor. Je-li Y
uplny, je L|X,Y] také uplny.

Diikaz. Dukaz, Ze || || je skutené norma je trividlni (oveite si sami). Necht A, € L[X,Y] je
cauchyovskd posloupnost. Pro Vz € X je

[Anz — Ama| < [|An = Am||lz]| = 0,
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tedy {A,x} je cauchyovskd posloupnost prvki z Y, tedy A, x je konvergentni, oznalme Az jeji
limitu. Neni tézké ovéfit, Ze pritazeni x — Az je linedrni. ProtoZze A, je cauchyovskd, tedy
omezend, tj. || A, || < M, atedy ||A, x| < M|z|| = ||A| < M. Plati
[Anz — Apz|| < ellz||
pro dostate¢né velkd m, n, odtud plyne
lim [|[Apz — Apx|| = ||Anx — Az|| < g||z||,
m—r00
tedy celkem dostavame || A,, — A|| — 0 pro n — oo. |

Priklad 2.11. (i) Necht X, Y = Cla, b, K : [a, b] x [a,b] — R je spojitd a definujme

= /bK(t, s)z(s)ds

Rozhodnéte o spojitosti 1" v pifpadech, kdy bereme C|[a, b] a £2(a, b) normy na X, Y (4 pfipady).
Reseni. Uvazujme nejprve na X i Y normu C[a, b] stejnomérné konvergence a necht’

|xn|| = max |z, (t)| — 0.

te(a,b]
Pak

T (n)(8)] = /K(tvs)fﬂn(S)dS < Hﬂfn(t)l/\K(t,S)ldS < M(b - a)l[znl],

tedy je zobrazeni T' spojité. Konstanta M v pfedchozim vztahu je konstanta ohraniCujici spojitou
funkci K na kompaktni mnoziné [a, b] X [a, b].

Necht’ norma na X je £2 norma ana Y je obvykld C[a, b]. Plati (z Cauchyovy nerovnosti)

/Kts
1
2

2
< max /|Kts|ds /yx J2ds | < VI e,

tela,b]

T = T(z =
IT(@)] = ma [T()(0)] = mass

kde L je konstanta ohrani¢ujici na [a, b] spojitou funkci f; |K(t,s)|? ds. Tedy T je i zde spojité.
Spojitost 1" ve zbyvajicich dvou piipadech kombinaci £ normy a normy stejnomérné konvergence
se ukdZe analogicky a je ponechdna Ctenafi jako cviceni.

A

(ii) Necht X, Y = Cla, b],
t

T:x(t) — /x(s)ds

a

Najdéte normu || T°||.
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Reseni. Plati

t t

7] = sup [T(@)] = sup max / s(o)is| < s e [ oo
[|lz[|=1 |z||=1 t€lab] ||x||:1te[a,b]a

b

< sup /]a: )|ds < sup lz|| [ ds = (b—a),
llell=1 llell=

pfi¢emz pro x(t) = 1 nastdva rovnost, tedy ||T'|| = b — a. A
(iii) Necht X = C'[a, b], s normou

el = mace o/ (8)| + mase )

Y = Cla,b] s obvyklou normou, 7' : z(t) — 2'(t). Rozhodnéte, zda T je spojité, pokud ano,
urete |||

Reseni. Plati

IT(x)[|cr = sup |2'(t)] < sup [2'(t)| + sup |z(t)] = |lz]lc,
tela,b] t€[a,b] t€[a,b]

tedy 7" je spojité a pro jeho normu dostavame ||T|| < 1. Ukdzeme, Ze | T'|] = 1. UvaZujme
posloupnost funkef @, (t) = 22 Pak ||z, [|c1 = 1 + L a dosazenfm z/||z ¢ misto z v ndsle-
dujicim vztahu vidime, Ze opravdu ||| = 1.

1T = S, [Tz = tm[aX{lx ()]s max |2'(t)] + max |2(t)] = 1}.

A

Véta 2.12. Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory, A : X — Y a ||A|| < 1. Pak operdtor I — A
md ohranic¢enou inverzi (I — A)~! a plati

(I—A)~ ZA”—I+A+A2
n=0

pricem? ||(I — A)~Y| < 1= \|A||

o0
Diikaz. Protoze | Al < 1,je > ||A[|"™ < oo, tedy podle Véty 1.20 existuje B := > A". Dile

plati

(I—AB=(I-A)I+A+A%+.. )=T—-A+A+A> - A%+ . =B(I-A) =

Pfesnéji
n
(I—A)ZAk—I — 0 pron — oc.
k=0
Pro normu pak plati |(I — A)7L| < Y ||A|" = 1—ﬁAH' |
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Zde jsme pouzili konvence ,,ndsobeni‘ = ,,sklddani operatora“.
Priklad 2.13. (i) Necht’ X Y = (0, 1] s normou stejnomérné konvergence, operator 7" je defi-
novén predpisem T'(z fK (t,s)x(s)ds. UrCete || T|].

ReSeni. Plati

| T (x H—max /Kts s)ds <Hmeax/\Kts]ds
tela,b]

b
tedy ||7]] < max [ |K(t, s)|ds. Dokézeme, Ze plati rovnost. Necht' ¢y € [0, 1] je takové, Ze
a

1

1
/K(to,s)|ds: max/|K(t, 5)|ds
te(a,b]
0 0

aoznatme z(s) = sgnkK (to, s). Tato funkce je obecné nespojitd, ale necht’ x,,(s) € C|0, 1] takov4,
ze x,(s) = z(s) pro s € [0,1] \ M, kde mira mnoZiny

1
M) < —
m(Mn) < 2Ln’
a||lzn|| < 1.Na M, je [zn(s) — 2(s)| < |zn(s)] +|2(s)] < 2, atedy

1
/K(t,s ds—/ K(t,s)zy(s)ds
0
1

1 1 1 1
/ K (t,5)2(s)ds < / K(t,8)zn(s)ds + — < [Tl + ~ < |T] + 2.
0 0 n n n

L :=max |K(t,s)|
t,s

Sl

/ K (2, 8)][2n(s) — 2(5)] <

Odtud

Polozime-li t = ¢y, pak

1
max/|Kts]ds—/|Kt0, \ds—/th, ds<||TH+—
t€la,b]
b
ProtoZe n € N bylo libovolné, ||T'|| = rn[ax J K (t,s)|ds. A
t a,9] q

Kromé konvergence v normé prostoru £[X, Y] miZzeme uvazovat i tzv. bodovou nebo také slabou
konvergenci operatort.

Definice 2.14. Rekneme, 7e posloupnost operétorii A, € L[X,Y] konverguje bodové (alterna-
tivnni terminologie je slabd konvergence) k operatoru A : X — Y, jestliZze pro vSechna x € X

Y, ”
posloupnost A,z — Ax, a piSeme A,, — A.

Evidentné plati A, HXT Y pak A, — A, nebot’ |4,z — Azx| < ||A, — A]|||z]| — 0, pokud

I|A, — Al — 0.
Opacnd implikace neplati, jak ukazuje nasledujici priklad:
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Priklad 2.15. Necht H je Hilbertiv prostor, {ui,ug,..., Uy, ...} je jeho Gplnd ortonorméln{
mnoZzina, operator A, : H — H je definovén pfedpisem

n

A,z = Z(:c, ug )uy — projekce na Lin{uy, ..., up}.

k=1
Pak
o
nlgglo Apx = Z(x, ug)ug = x proVe € H,
k=1
nebot’ {uy,ua,...,un,...} je uplnd, tedy A,z — =z, tj. A, — I — identicky operétor. Z druhé

strany || Aptnt+1 — Aptktnt1 = ||unt1]| = 1 pro vSechna k > 1, tedy

”51”113 |An — Ansill > [[Antng1 — Angrtni| =1,
x||=1

tedy { A, } nenf ani cauchyovskd v normé L[X, Y].

Poznamka 2.16. Topologii vytvofenou slabou konvergenci, tzv. slabou topologii je kromé metody
pseudonorem mozné definovat také prostfednictvim uzdvérové operace nasledujicim zptisobem.
Je-li na X ddna konvergence — a M C X, ozna¢me

h(M) = {mnoZina vSech hromadnych bodi mnoZiny M }.

Pak h : P(z) — P(x) md viechny vlastnosti uzavéru. Je-li h(M) = M, nazveme M uzavienou
a definujeme topologii
T={YCX:h(X\Y)=X\Y}

Lze ukazat, Ze tato slabd topologie na L[ X, Y| neni indukovdina Zddnou normou.

Véta 2.17. Necht’ A : X — Y je linedrni omezeny operdtor s definicénim oborem D(A), ktery je
husty v X a necht’ Y je tiplny (tedy Banachiiv). Pak existuje B € L[ X, Y] takovy, Ze:

BIp(A)y=A a |Blx=IAlpw),
zde

[Allp(ay = sup, [Az]|, [[Bllx = sup [|Bz|.

llzl|=1
z€D(A)

Diikaz. Necht L := D(X), pak L = X.Je-li zop € X \ L, pak existuje z,, € L, z,, — .
Posloupnost Az, je cauchyovska, vskutku

|Azy, — Az || < [|AllL]|zn — 2] — 0, pron,m — oo,

tedy existuje lim Ax,, =: Bx. Pfimo lze ukdzat, Ze B je linedrn{ a déle plati
tedy limitnim pfechodem pro n — co

Azn| < [[AllLllzall,

Jim = || Bal] < [JA]z ],

B|lx < ||A||L- Opa¢nd nerovnost plati trividlné (supremum v definice normy se bere pres

g, |
vetsi mnozinu), tedy celkem ||A||L = || B||x- |
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Cviceni

L X =02 T:{21,22,23,...,Tn,...} — {%,%,%,...,%,...}.Uréete IIT]].
2. X =18 T : {2y, 29,23,...,Tn,...} — {x, -arctgn} € I'. Je T spojity? Pokud ano,
urcete || T|.

3. Necht X =Y = (0, 1]. Definujeme

1
= / (Z k'> x(s)ds.
0 \k=0
Urcete lim A,, v normé L[ X].

4. X =Y = C[0,1]. Apa(t) =z (tH%)
a) Dokazte, Ze A, je spojity pro vSechna n,
b) UrCete lim A,, v normé L.

5.X =12 2 = {21,m0,...,2n,...}, Apz = {0,...,0,2p41,Tns2,...}. Urlete slabou
limitu, rozhodnéte, zda je i stejnomérnou.

2.2 Princip stejnomérné omezenosti, Banach-Steinhausova véta

Véta 2.18. (Banach-Steinhausova véta, princip stejnomérné omezenosti).

Necht’ XY jsou Banachovy prostory, A, € L[X,Y], pFicem? pro Vx € X je posloupnost
Apx =: yp ohranicend, tj. |lyn|| < K(z) (konstanta K obecné zdvisi na x). Pak posloupnost
norem {|| Ay ||} je ohranicend, tj. 3K takové, Ze | A, || < K pro¥n € N.

Diikaz. Sporem. Pfedpoklddejme, Ze || A, || — oo. Pak pro libovolné zy € X a Vr > 0 mnozina
Yo ={y = Anz, v € B(xo;7)}

neni ohrani¢end. PouZivdme obvyklé oznaleni B(xg;7r) = {z : ||z — zo|| < r} Vskutku, kdyby
existovalo ¢ € R takové, ze ||Anz| < ¢, pak pro libovolné z € X je prvek & = rHi—” +x9 €

B(xg;r), tedy || An€]| < ¢, atedy
ran)| <o
H ( [lz]|

H (II ||””)H "y Anall = Aol

|| Az — || Azol| < c,

a soucasné

Celkem
"l

tedy

Vo € X.

¢+ || Anzol|
[Anz| < +\|$|l

ProtoZe posloupnost { A,,z¢} je podle pfedpokladu ohraniend, je || A, zo|| < ¢, pro n&jaké ¢ > 0,
tedy

el < E5Ee])
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coZ je spor s tim, ze || Ay | — oo.
Necht’ nyni g € X (Ize vzit xg = 0) ar; > 0 jsou libovolna. Posloupnost || A,z || neni ohrani¢end
v B(xo;7), to znamend, Ze dx1 € B(zo;7r09) any € N takové, Ze ||A,,x1|| > 1. Podobné, A,
je spojity, pak exstuje ro > 0, takové, Ze ||Ap, x| > 1Vx € By := B(z1;7r2). Na By je ||Anx||
neohraniCend, tedy existuje zo € Bi, ng > ny takovd, Ze || A,,x2|| > 2 a opét existuje r3 takové,
7e ||An,z|| > 2 pro x € B(za;rs),.... Vysledkem konstrukce je posloupnost By O By D
., vzhledem k dplnosti 3z € (;2, B; a plati ||A,, x| > k, coz vede ke sporu s omezenosti
{A,z}. |

Poznamka 2.19. (Dusledky Banach-Steinbausova véty).

(i)Je-li A, € L]X,Y],kde X, Y jsou Banachovy prostory a A,, — A, pak A je také ohranicend, tj
mnozina spojitych operdtora L[ X, Y] je uzaviend v mnoziné vsech linearnich (obecné nespojitych)
ve slabé topologii. Tato skute¢nost se dokdze nasledovné. Je-li A,, — A, pak A, = konverguje pro
Vz, tedy je vskutku ohranicen4.

(ii) Posloupnost 4,, € L[X,Y], kde X, Y jsou Banachovy prostory, je bodové (slab&) konver-
gentni, tj., A, — A pravé kdyz:

1. Posloupnost norem {||A,||} je ohrani¢end,
2. dM C X takovd, 7Ze LinM = X (j., Mje hustdv X) A,x — Az proVzr € M.

Diikaz. ,,=“: Plyne z Banach-Steinhausova véty (Véta 2.18).
»<="“:Ozname K = sup |Ar||. Z linearity A,, a A plyne, Ze A,z — Az pro Va € LinM. Necht’

¢ € X\ LinM, pak ke kazdému ¢ > 0 3z € Lin M takové, Ze ||£ — z|| < 4%, tedy pro n
dostateCné velké (takové, Ze |,z — Az| < §)

[An€ — A€l < || An& — Anz|| + IIAnfc — Az|| + || Az — AL
3e

< |[|Anll- Hé—wHJr A flz =€l < 7 <e.

To znamen4, ze A,, — A. [

2.3 Duadlni prostor a Hahn-Banachova véta

Definice 2.20. Necht' X je normovany linedrni prostor. Prostor £[X, K], tj. prostor vSech spo-
jitych zobrazeni z X do K se nazyva dudlni prostor k X a zna¢i se X'. V nékteré literatuie, napf.
[8], se dudlni prostor znaci X*. V tomto textu se drzime oznaceni z [13], kde X* znadi tzv. al-
gebraicky dudlni prostor, tj. prostor vSech linearnich zobrazeni z X do K (tj., bez predpokladu
spojitosti).

Poznamka 2.21. (i) V kone¢né dimenzi, tj. X = R", plati, Ze dudlni prostor, tj. prostor vSech
linedrnich forem na R™, Ize ztotoZnit s pivodnim prostorem X = R", tedy (X’)’ = X v kone¢né
dimenzi. V nekone¢né dimenzi obecné neplati, Ze X je dudlni prostor k X' je ,,zpatky* dudlni k
X. (jako je tomu v R™). Pfiklady ukdZeme pozdé;ji.

(ii) Ve vét€ 2.18 nemusi byt { A,,z} omezena pro viechna z € X, sta¢i uvazovat ,,mensi* mnoZinu
Xo C X, kterd ,,normuje* prostor £[X, Y'|. Podrobnosti lze nalézt napft. v [13].

Definice 2.22. Zobrazeni z X — K se nazyva funkciondl.

Véta 2.23. Dudlni prostor X' k libovolnému normovanému linedrnimu prostoru je vdy je tiplny.
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Diikaz. Tvrzeni je zfejmé, nebot’ R i C jsou uplné, viz Véta 2.10. |

Véta 2.24. Necht’ X je iplny NLP. X' jeho dudl, N C X'. Jestlie pro vSechna v € X je
sup | f(z)| < oo, pak sup || f|| < oo, tj. N je ohranicend.
feN feEN

Diikaz. Plyne z Véty 2.18. Pokud N neni ohranicend, existuje f/ € N takovd, Ze || f,,|| — oo, ale
to je spor s disledkem z Pozndmky 2.21, nebot’ f(x) je ohrani¢end pro Vz € X. [ ]

Véta 2.25. Necht’ X je NLP a X' je jeho dudlni prostor, M C X. Jestlie pro Vf € X' je
sup | f(z)| < oo, pak sup ||z|| < oo, tj. M je ohranicend.

zeM zeM

Diikaz. Misto presného diikazu (ten je velmi podobny ditkazu Banach-Steinbausova véty) objas-
nime geometrickou interpretaci véty. Je-li pro néj funkciondl f € X’ : |2/(x)| < a pro Va € M,
pak M lezi uvnitf pasu |f(x)| = «, tj., —f(x) = £a — dvojice nadrovin. Pokud toto plati pro
vechna f € X', tj. pro kazdou nadrovinu, je mnozina M omezen4. [

Véta 2.26. (Hahn — Banachova véta o rozSivent spojitého linedrniho funkciondlu).
Necht’ X je NLP, L jeho vlastni linedrni podprostor a f : L — R je spojity linedrni funkciondl na
L. Pak existuje linedrni funkciondl F' : X — R s vlastnosti:
(i)
Flo=f, 4. F(@)=f(z) provael,
(ii) Platt
|Fllx = sup |F(z)| = |flz = sup [f(z)].
[[=]]=1 =)=
Diikaz. Necht o € X \ La L; = Lin{L,zo}. Je-liy € Ly, existuji jedindz € Laa € R
takova, Ze y = x + axg. Kdyby y = 21 + a129 = x2 + agxg byla dvé riizna vyjadreni, pak
a1 # ag (pokud o = ag pak i 1 = xo a vyjadieni nejsou rdznd), pak xg = ﬁ(xl — x32),
tedy xg € L, coZ je spor.
Necht’ x1, 3 € L jsou libovoln4, pak

f(z1) = f(x2) = fo1 — x2) < || fllx1 — 22l < (I f (|71 + 2ol + [[z2 + 20]]),

tedy f(z1) = [lfllz1 + zoll < f(x2) + [If[llz2 + 2oll, coZ ddva

sup {f(z1) — [If[l[lx1 + zoll} < inf {f(z2) + [ f][llz2 + zol]},
T1EL zo€L

tedy existuje ¢ € R tak, Ze

sup {f (x1) = |[fllllzr + 2ol[} < ¢ < inf {f(22) + [|f][llz2 + zol },
r1€L xo€L

tedy

F@) = Iflllz + 2ol < ¢ Vo e L= fla)—c<||fllz+ o]

F@) + [ flllz + 20l > ¢ Vo eL=c— f(z)<|fllllz+ o]
Nyni necht’ u € L; je libovolné. VySe jsem ukdézali, Ze existuji (jedind) x € L, o € R takovd, Ze
u =z + azg. Definujme ¢ : Ly — R : ¢(u) = f(z) + ac, tedy ¢|L = [ a ¢ je linedrni. Je-li
a >0, pak % cLlLa

X

] =a|f () = < 17| +aol| = 11l + azoll = |11l

a
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Podobné pro a < 0 je [¢(u)| < || f|l||u||, protoze

S T T e e e A [

|l a

tedy
o) =alf(2) ~d <a- sl = 171l

vyménou u — —u dostavime —p(u) < [|f[[[|ul], tedy |[@(u)] < [[f[|[lu]). Celkem [lp[|L, <
[[f1 . Trividng (L1 2 L) |lllL, = [ f]lz, tedy [l@l[z, = [|f]|z. Nyni vezmeme 2y ¢ Ly, Ly =
Lin{Ly,x1} a cely postup opakujeme. Je-li X separabilni, je posloupnost g, z1, x2 nejvyse
spocetnd a vse je splnéno. Pro neseparabilni prostory musime pouZit Zornovo lemma: Je-li v us-
poradané mnoziné¢ kazda linedrné usporddand podmnoZina (fetézec) shora ohranicend, pak ma
mnozina alespon jeden maximalni prvek. Uvazujme F jako mnoZinu vSech rozsifeni f s normou
| f]| s uspofddanim

fi =< f2 & D(f1) € D(f2), fo|D(f1) = fr-
Necht f, je libovolnd uspofddand podmnoZina J. Tato mnoZina ma hornf hranici f — funkcional
definovany na L = |JLa, Lo = D(fa) s hodnotami f(z) = fu,(x), kde ag je takové, ze

[e%
x € Lg,. Jsou tedy splnény podminky Zornova lemmatu, tedy existuje alesponl jeden maximdln{
prvek, jehoz defini¢ni obor je celé X, jinak by Sel jesté dal rozsifit. [

Dusledek 2.27. (i) Necht’ X je NLP, xo € X. Pak existuje linedrni funkciondl f € X' takovy,
Ze |[fll = 1a f(zo) = ||@ol|- (V konecné dimenzi R f(x) = (a,z) = |la|]| = 1, (a,z0) =
llallllzoll = ||xol| = a, zo linedrné zdvislé a = ”i—gu).

Diikaz. Polozme L = Lin{xz(} a definujme pro x = auxg funkciondl ¢ predpisem p(z) = a|zg|.
Pak o (z0) = |[zol| a [|¢]l = 1, nebot’

o 1 ol
lolle = sup ol = [ (200 )| = orloteol = 220 <1
|z]|=1,2€L [[zol| [0l [zl
Funkciondl f pak dostaneme jako rozsifeni ¢ na celé X. [

(ii) (Silngjsi tvrzeni nez (i)). Necht' Y C X je vlastni podprostor, xo € Y, d = o(x0,Y) > 0. Pak
existuje [ € X' takovy, Ze f(Y) =0, f(zo) =dal f]] = 1.

Diikaz. Libovolné x € Lin{Y, z¢} je tvaru z = y + axg, y € Y (viz dikaz). Definujme f(z) =
ad.Pak f(Y) =0, f(zo) =da

adllz| _ |aldllz| _ dz]]
lzll -y +awoll = || £ + x|

[f ()] = |ald =

| < ll=[l,
nebot’ d = in}f/ ly — zol|, tedy || f|| < 1.Z druhé strany, 3y, takové, Ze ||y, — zo|| — d. Odtud
ye

[f(yn = zo)| < |[fllllyn = 2oll = d < | flld = [l f]| = 1.

Opakovanim této konstrukce dostdvame f stejné jako v dikazu Véty 2.26. [
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Poznamka 2.28. (i) Tvrzeni plati i v tomto je$té obecnéj$im tvaru: Necht' X je linedrni prostor
M C X je linedrni podprostor a ¢ : X — R spliuje: ¢(z + y) < q(z) + q(y), qlazx) =
aq(z), a > 0.Je-li f: M — R spojity linedrni funkcional na M spliiujici f(z) < ¢(z) Va € M,

e

pak f lze rozsitit na X pri zachovani této nerovnosti.

(ii) Z ¢asti (ii) pfedchoziho diisledku plyne, Ze libovolnym bodem zy € S(0; ) 1ze vést uzavienou
opérnou nadrovinu k B(0; ), tj. existuje linedrn{ spojity funkciondl f € X’ takovy, Ze f(xg) =7
a f(z) < f(xo) pro Vo € B(0;r). Prvni rovnost plyne z faktu, Ze f(xo) = ||zo|| = r a druha
z |f(@)] < Ifllzll = llzl, tedy pro z € B(0;7) je [f(x)| < [[zf| < r = f(zo), tedy bud
f(z) < f(=zo),je-li f(xzo) > 0 nebo naopak.

(iii) Jesté obecnéji, je-li 0 € M C X konvexni, pak p(z) = inf0 {a, © € aM} je pseudonorma

a>

na X.Jeli zgp € OM, existuje f € X' tak, Ze f(z) = f(xo) je opérnd nadrovina M v x, tj.
f(z) < f(zo) nebo f(x) > f(xg) pro Va € M. Takto byva n€kdy v jiné literatuie formulovana
Hahn — Banachova véta.

(vi) Hahn — Banachova véta také iikd, Ze prostor X’ md vidy ,.dostate¢né mnoho prvki“, pro
libovolnd z1 # x9 existuje f € X' : f(x1) # f(x2).

2.4 Véta o otevieném zobrazeni a uzavireném grafu

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, kdy je inverzni zobrazeni ke spojitému (linedrnimu) zobrazeni
spojité. Nejdiive pfipomenme dvé tvrzeni z teorie metrickych prostort:

Lemma 2.29. Necht’ X,Y jsou metrické propstory (ve skutecnosti staci i topologické prostory).
Zobrazeni F : X — 'Y je spojité na D(F') prdavé kdyZ pro M C'Y otevienou je

F Y M)={zeX: F(z) € M}
otevrend.

Diikaz. ,=*: Necht M C Y je oteviend a x € F~1(M) je libovolné, pak F(x) € M, tady
existuje F'(x) € V. C M a ze spojitosti existuje U-okoli x takové, ze F(U) C V, tedy celkem
UCM.

<" Necht = € X jelibovolné a V' je okoli F(z),tj. F(x) € V je oteviend. F'~1(V') je otevien4,
tedy k z € F~1(V) existuje okoli U C F~}(V) = F(U) C V, tedy F je spojitd v z. |

Lemma 2.30. Upiny metricky prostor je mnoZina 2. kategorie (v Bairové smyslu), tj. iiplny met-
ricky prostor nelze vyjddrit jako spocetné sjednoceni uzavienych mnoZin, z nichZ kaZdd md prdazdny
vnitiek.

0 _
Diikaz. Piedpokladejme, Ze existuji X, Xo,... takové, ze |, pfiCemZz X; = X, a )%i = 0.

n=1
(@)
Necht’ z¢ € X je libovolné a polozme M; := B(xg; 1). Protoze X; = (), existuje 0 < r1 < % a
]
x1 € M takové, ze My := B(z1;71) € Mya My N Xy = 0. Déle, Xo = ) = 3z, 0 <79 < 1
takové, 7e M3 := B(xq;12) C My, M3 N Xy = (). Timto postupem sestrojime posloupnost
uzavienych mnozin M;, pro néz M;; C M;, diam(M;) — 0, pfi¢emZ mnoZina M,, neobsahuje

oo
Zadny prvek mnozin Xi,..., X,. ProtoZe prostor X je tplny existuje a = (| M; a soucasné
Y
oo 1
a ¢ |J X; = X, coZje spor. |
i=1
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V dikazu hlavniho tvrzeni tohoto odstavce,véty o otevieném zobrazeni, hraje kli¢ovou roli nasle-
dujici pomocné tvrzeni.

Lemma 2.31. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory aT € L[X,Y] je surjektivni. Pak ke Ve > 0
30 > 0 takové, Zepro A. = {x € X, ||z| < e} plati Bs :=={y € Y : |ly|| <0} C T(A:).
Diikaz. Rozdélime do diléich krokd:

1. T je surjektivni a prostor lze vyjadiit X = U Ap, Ap = {z: ||z|| < r}. Odtud

r=1

= J T =JT(4,)
n=1 r=1

ProtoZze Y je dplny, existuje alesponl jeden index n € N takovy, Ze T( n) # 0, tj. existuje
yo € T(Ap), r > 0 takové, ze K(yo;r) € T(Ay). Je-li |ly|| < r,pak yo +y, yo —y €
K(yo;r) € T(A,), tedy

1

51w +w0) = (y = o)l € T(An),

y:

nebot’ A je koule. Déle, a, b € T'(A) = Jan, b, € T(A), §. an, = T(x4), by = T(yyn), takova,
Zea, — a, b, — b, x,.ProtoZe y, € A, plati, %(aﬁn—i—yn) €A, —y, € A, odtud %(xn—yn) €A,
atedy 3(a, —b,) € T(A) = L(a—0b) € T(A), paki K, = {y; |ly|| < r} C T(A,). Tedy nejen
koule se stfedem o, ale i koule se stfedem v pocatku je podmnozinou T'(A,,).

2. Dokédzeme Ze plati: Ke Ve > 0 35 > 0 takové, ze Bs = {y : |ly| < 6} C T(A.), kde
A :={x: ||z|| < e}. Vskutku, je-li n € N to, pro né&jz B, C T'(A,,), necht’ ¢ = an. Pak

Bur = aB, CaT(A,) =T(aA,) =T (Aan),

§j. hledané 6 = ar, kde a = .

3. Ukazeme, Ze plati: Je-li B(; C T(A.), pro n&jaka d, € > 0, pak Bjs C T(As). Necht' y € Bs
je libovolné. Protoze Bs C T(A.), Jy1 € T(A:) tak, Ze |ly — w1 < 3. 6. 12(v1 — )| < 6 =
2(y —y1) € Bs (kdyby takové y; neexistovalo, pak by platilo o(y, T'(A:)) > %, tedy y € T'(A:)).
K prvku 2(y — y1) € Bj exstuje ya € T'(A.) tak, Ze ||2(y — y1) — v2| < %, tedy

4(y —y1) — 2y2 € Bs

a Hy Yy — ‘ <29 7-Kprvku 4(y —y1) —2y2 € Bs existuje y3 € T'(A.) takové, Ze ||4(y —y1) —

2ys — ys|| < 2, tj. Hy y— % — %H < %. Pokracovanim konstrukce dostaneme posloupnost

Yi spliujici
n

Yk J
vy= Z 9k—1 < ok’
k=1
tedy y = > 5t
k=1
« &0 o)
yr € T(Ac)). Rada ) 5%; je konvergentnf a oznatme z := srir. ProVn € N je
k=1 k=1

"z "1
T (Z 2) = i),

k=1 k=1
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tedy ze spojitosti plyne Tx = y a

S|
=] < ZWH%H < 2,
k=1

tedy y € T'(Asc), coz celkem davd By C T'(Asz.).
Diikaz je proveden, k § najdeme § takové, ze B; C T(A%) podle 2. a 3. kroku diikazu By C
T(A.). |

Véta 2.32. (Véta o otevieném zobrazeni). Necht' X,Y jsou Banachovy prostory aT € L[X,Y]
je surjektivni. Pak T je oteviené zobrazeni, tj. zobrayuje oteviené mnoZziny na oteviené mnoziny.

Diikaz. Necht C' C X je oteviend a yo € T'(C), tj. existuje xg € C takové, ze T'(zg) = yo.
Mnozina C je oteviend, tedy existuje U oteviend, takovd, ze xg € U aU C C. Mnozina U — xg
je okoli bodu 0 v X = Je > 0tak, Ze A. C U — x¢. Podle predeslého lemmatu existuje § > 0
takové, Ze

Bs CT(A:) CT(U —x0) =T(U) —yo € T(C) + yo-

Odtud yp + Bs C T'(C), tj., yo je vnitini, tedy celkem 7'(C) je oteviend. |
Dusledek 2.33. (i) (Banachova véta): Jsou-li X, Y Banachovy prostoryaT € L[X,Y] je bijekce,
pak T~ je také spojité.

(ii) Jsou-li || ||1, || ||2 dvé normy na X a v obou normdch je X uplny, tj. || ||1, || ||2 jsou tzv.
Banachovy normy a AM > 0 takové, Ze ||x||1 < M||x||2, pak || ||1, || ||2 jsou ekvivalentni.

Diikaz. (i) Existence 7! plyne z bijektivity, podle pfedchozi véty T' zobrazi oteviené mnoZiny
na oteviené mnoziny a tedy pfi 7! je vzorem oteviené mnoZiny oteviend mnoZina a z Lemmatu
2.29 plyne, ze T~ je spojité.

(ii) Vezmeme T' = Id — identita. Podle Véty 7' : (X, || ||1) — (X, ]| ||2) je na, podle pfedpokladu
llz|l1 < M||z|2 je spojité, tedy Im > 0 : ||z||2 < %||:U||1 [ ]

Definice 2.34. Necht' X,Y jsou NLP (pfipadné TLP), T' : X — Y. MnoZina
Gr = {[z,G(a)], = € D(T)}

se nazyvé grafem zobrazeni T. Rekneme, 7e zobrazeni T je uzaviené, je-li jeho graf uzavieny
v X XY (snormou |[(z, y)| = [z + [[y]D-

Trividlné plati nasledujici tvrzeni.

Véta 2.35. Necht’ X,Y jsou NLP, T : X — Y. Pak T je uzaviené prdvé tehdy, kdy? z podminek
Tn = &, Txn = y (4. [2n, Ton] — [2,y]) plyne € D(T) a Tx = y (1j. [z, y] € Gp).

Véta 2.36. Necht’ X,Y jsou NLP, T € L[X,Y]. Je-li D(T') uzaviend v X, pak T je uzaviené.

Diikaz. Necht x, — x a Tz, — y. Pak x € D(T) protoze D(T) je uzaviend mnoZina a platnost
rovnosti T'(x) = y zaruCuje spojitost operdtoru 7. |

Priklad 2.37. (i) Dfive jsme ukazali, Zze T' = % neni spojity na X = C'[0, 1]. Je v8ak uzavieny.
Necht' z,, — z, Tz, — y, to znamend, 7e x,,(t) = z(t), ,,(t) = y(t), tedy podle véty z analyzy
y € C'az’ =y implikuje 7T je uzaviené.

Véta 2.38. (Véta o uzavieném grafu). Necht’ X,Y jsou tplné NLP, T : X — Y je linedrni
uzavieny operdtor s D(T) = X. Pak T € L]|X,Y], tj. T je spojity.
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Diikaz. Kartézsky souCin X x Y je dplny a G C X X Y je uzaviend, tedy je to uplny prostor se
zdédénou normou z X x Y. Definujeme A : Gr — X takto: A(x,T(z)) = x (projekce grafu na
X). Plati
[AG@, ()] = =l < =l + 1T (@) = [I(z, T'(2))]],

tj. [|4|| < 1, tedy A je omezeny. Snadno se ovéii, Ze A je linedrni a G je linedrni podprostor
X x Y. Obor hodnot A je cely prostor X (nebot’ D(T") = X). Operétor A je prosty, tedy existuje
A~1apodle véty o otevieném zobrazeni je A~ : z > (z, T(x)) spojity, tj. ,, — = = T(z,) —
T(z), tedy T je spojity. |

Véta 2.39. Je-1i T : X — Y uzavieny a existuje T~Y, pak T je také uzavieny.
Diikaz. Dikaz je ve svétle predchozi véty a jejiho diikazu trividlni. |

Poznamka 2.40. Véta 2.38 se pouziva pri dikazu spojitosti nékterych linedrnich zobrazeni. Staci
ukdzat uzavienost a ze D(T') je cely prostor.

Piiklad 2.41. Necht X = {z € C?[a,b]; z(a) = 2'(a) =0}, Y = C[a,b], p, ¢ € Cla, b],
T:a(t) — a"(t) + p(t)2'(t) + a(t)2(t).

2 . .
Oprtétor 1" uzavieny (z, Gre ng) (t) = z® (t)). Tedy T je spojity a obor hodnot je celé Y.
Pak podle véty o otevieném zobrazeni je 7! také spojity, tj. o spojitosti 7~ miizeme rozhodnout
aniz jej explicitné spocitdme (coZ je samoziejmé mozné pomoci Cauchyovy funkce pocatecni
tlohy).

Cviceni
1. Necht X = C10,1], L = {z € C; 2(0) = 0}. Ax(t) = 2'(t) + a(t)z(t), a € C[0,1].
Rozhodnéte, zda existuje A~'. Pokud ano, rozhodnéte zda je spojity.
2. Necht A : X — Y je uzavfeny linedrni operétor, R(A) = Y a existuje A~!. Dokate, 7e
A~1je spojity.
3. Necht A, B : X — Y jsou linedrni, A je uzavieny, B je ohrani¢eny a D(A) C D(B).
Dokazte, ze A + B je uzavieny.
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Kapitola 3

Dualni prostory a operatory

3.1 Dualni prostor k prostoru funkci a posloupnosti
Nejdfive za¢neme jednim obecnym tvrzenim.
Véta 3.1. Je-li prostor X' separabilni, je i piivodni prostor X separabilni.

Diikaz. Necht' f,, € X’ je spoCetnd hustd podmnoZina na jednotkové sféte

{fex|fl=1}.
Vybereme z,, € X tak, Ze ||z,|| = 1 a |fo(zn)| > % (takové x,, existuje, nebot’ || f,| =
sup |fn(x)] = 1). Oznacme
lzll=1

n
M = Ling{z1,z2,...,2p,...} = {Zaja:j :neN, a5 € Q}.
j=1

Kdyby X \ M # 0, pak existuje 2o € X \ M a podle disledku Hahn — Banachovy véty (Dusledek
2.27) existuje F' € X' takovy, ze |F|| = 1, F(M) = 0a F(x¢) = ||xo|| > 0. Pak F(xy) = 0 pro
VneNa

2 < Unlen)| < Unlen) = Floa)| + ()],
odtud
2 < Wfa = FU- all = I~ I,
coz dava spor s hustotou f;, na jednotkové sféfe, tedy X = M a Ling{xi,z2,...} je hustd
v X. [

Poznamka 3.2. Pozdéji ukazeme, Ze opacné tvrzeni (tj, Ze ze separability X plyne separabilita
dualniho prostoru X’) neplati! Prostor [! je separabilni a jeho dudl [°° nenf separabilni.

A) Dudlnf prostor k prostoru [P, 1 < p < 0.
n 00
Necht’ e, = {0,...,0, 17 ,0,. Jax = {x}2, € IP. Pak x lze vyjadfit ve tvarux = ) zpe,

n=1
(prostor [P je uplny, tedy mtiZzeme scitat nekonecné fady prvka v Banachové prostoru, viz Véta

1.20) aje-li f € (IP)’, pak
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=f (Z $k€k> =f (nlgrgOZxkek> = ’fje spojity
k=1 k=1

n n
= nh_}n(}of (Z Trer | = ‘fje linedrni | = T}Lngonkf(ek) =
k=1 k=1
o
= Z Tnf(en).
n=1
o
Oznacne ¢, = f(ey). Pak f(x) = > cpay. Z Holderovy nerovnosti plyne [1]
k=1
1 1 1
[e%e] [e’e] q o) p 0 q
13l = (Sta) () = () et
k=1 k=1 k=1 k=1

kde ¢ je konjugovany exponent k p. tj., l =1, tedy

1
Ty

Q=

el = (ZI%W) > || £]- 3.1)

k=1
Nyni ukaZeme, Ze plati rovnost || f|| = ||¢[|;«. PoloZme
2 ={at b, 2ty = {|e|f T sgney, .. fen]|T Ssgne,, 0,0, .. )

Pak |f(zy)| = > |cx|?. Soucasné
k=1

D=

Z!%\q [f(@n)| < AN - lznllp = £ (Z\Ckl v ) = [I7l <Z|0k!q> )
k=1

k=1
.,
n n %
Sl < 1] (Zw) |
k=1 k=1
atedy

1
.
(Z\cm) <A1 ™22 el < |11
k=1

To spolu s (3.1) davd || f|| = ||c||4- Celkem (IP)" ~ 19, kde ztotoznéni (linedrni izometrie) je takova,

ze funkcionalu

ey — {flen} elr.

B) Dudln{ prostor k /1.
Oznaéme ey, , ¢, stejné jako vySe. Pak

o0 [e.e]

[f(@)] <) lenr] < maX{|Ck!}Z k| = lclliee |2l
k=1 P
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odtud || f|| < ||¢[[zee. Nyni vhodné vezmeme x, abychom dokdzali opatnou nerovnost. PoloZzme

" ={z, 2y, ...,xf,...} ={0,...,0,sgnc, ,0,...}.

Pak | f(x,)| = cnsgne, = |cp| a soucasné
[f @)l < ANl lfe = 11

tedy || f|| > |en| pro ¥n. Odtud || f|| > sup |e,| = ||¢||i. Celkem, || f|| = ||¢||;>. Podobné jako v
n
piipadé 1 < p < oo,

fe — {f(ep)} €l™.

Poznamka 3.3. Prostor /! neni dudlni k prostoru [°°, plati pouze vlastni inkluze (I*°) D [,
tj. kromé funkciondld tvaru z +— > wgcy, kde ¢ = {cx} € I' jsou mozné jesté obecn&jsi
funkciondly (napf. tzv. Banachovy limity, viz [12]). Diivod je ten, Ze I! je separabilni a I°° neni
separabilni. Kdybychom chtéli zopakovat konstrukci z pfedchozich dvou pripadd, ,,ztroskotame
na skute¢nosti, Ze v normé prostoru [*° neni mnozina Lin {e1, ..., ey, ... } hustd v I* (uvaZite, Ze
proz ={1,1,...,1,...} je pro Vn € N vzdélenost o(x, Lin {ej,...,e,}) = 1).

C) Dudlni prostor k £P(0, 1). Provedeme ,,spojitou* modifikaci postupu pouZzitého pro IP. Necht’
f € (LP) apro libovolné ¢ € [0, 1] ozan¢me

1, 0<s<t,
ur=us) =9 0 2 o

apolozme g(t) = f(u;). UkdZeme, Ze g je absolutné sp0]1ta funkce (tj. Ve > 036 > 0 tak, Ze pro
kazdy po dvou disjunktni systém (¢;, t;+h; ) takovy, Ze Z h; < 6 plati Z lg(ti+hi)—g(t:)| < e).
Pro libovolny systém (t;, t; + h;) v intervalu [0, 1] ozancme g; = sgn(yg (tz +h;) —g(t;)). Pak plati

Z lg(ti + hi) — g(t:)| = Zfi[g(fi + hi) = g(ti)] =
i=1 i=1

= Zgif(uti—i-hi — flu,) =
i=1

=f (Z iU, +h; — Ut,)) <

=1

'(uti+hi - uti)

- (/
<1 (2; /+h ds>; -

171 (; hz-);
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t
Tedy g je opravdu absolutng spojitd, tj. existuje skoro vSude ¢’ (t) = a(t) a g(t)—g(0) = [ a(s)ds,
0

t
viz [10]. Evidentng& g(0) = f(up) = 0, tedy g(t) = [ a(s)ds. Odtud
0

t 1
fluy) = g(t) :/0 a(s)ds :/0 ug(s)a(s)ds.

Je-li z libovolnd schodovita funkce (nabyva pouze kone¢né mnoha hodnot, alternativni terminolo-
gie je jednoducha funkce) pak z lze vyjadrit jako linearni kombinaci funkei u; a pak

f(z) = /z(s)a(s)ds.
0
Dile, libovolnou omezenou a méfitelnou funkci Ize vyjadfit (skoro vSude na daném intervalu)
jako limitu schodovitych funkci ([6]), tedy existuje posloupnost schodovitych funkci z, — =z
skoro vSude na [0, 1], pak

1 v
/|zn(s) —z(s)|Pds| —0,
0
pak i z, =% z. Odtud
1 1 1
f(z) =lim f(z,) = lim/zn(s)a(s)ds = /lim zZn(s)a(s)ds = /x(s)a(s)ds.
0 0 0

Nakonec, je-li z(s) € LP libovolné, pak existuje posloupnost x,,(s), jeZ je omezend a méfitelnd
takovd, Ze x,(s) £ z(s), 4. } |z (s) — x(s)|Pds — 0. Tedy stejné jako pfedtim, pro vSechna
x e LP " .

f(z) = /0 z(s)a(s)ds.

Necht’ x € LP, z Holderovy nerovnosti v integralnim tvaru

INMISKTM@WM@Wss<AH@@W);<A1M$P>;=<Almwﬂﬁ;!ﬂkp

1 P

plyne || ]| < (f a|q> . Tedy, je-li w € L9, je f € (LP)". Ukdzeme, Ze || f|| > ||c||sa-
0

Uvazujme posloupnost funkci

_ [ la@)| sgna(t),  je-li[a(t)] < n,
za(t) = { 0, e-li [a(t)] > n.

Pak z,, jsou omezené, méfitelné a

0
1 1
=/umwﬂﬁ=/mﬁWﬁ
0 0



Odtud

1 1 7
[l ar < isilaallo < 111 { [leapa )
0 0
tedy
1 -3 1 ‘
[lear) = [1wr] <
0 0
Limitnim pfechodem n — oo
1 7 1 7
Jlaevrae| = [lar] <17
0 0
Celkem tedy || f]| = |la(t)||;a, coZ znamend (L£P)" = L. Funkciondlu f € (LP)’ je pfifazena

funkce g(t) = f(u), pro niZ plati a(t) = ¢'(¢) skoro vSude na [0, 1] a funkcionél je pak tvaru

1
f(m):/o z(s)a(s) ds.

D) Dual k £1(0,1) je £(0, 1) (ale ne naopak — separabilita). Konstrukce se provede podobné
jako v piipadé prostoru L7, 1 < p < oc.

Poznamka 3.4. Poznamenejme zde néco malo o Riemannové-Stieltjesové integralu, které vyuzi-
jeme v nasledujicim piikladu.

Riemanntv-Stieltjesiv integral: Necht’ ¢ je funkce s ohranicenou variaci a f je ohrani¢end, D =
{to=a < t1 <...<t, =1} jed8leniintervalu [0, 1], & € [t;, t;—1]. Utvofme soucty:

s(f;9,D Zmz, g(ti-1)), S(f;9.D ZM g(ti-1)),

kde
m; = inf f(t), M;= sup f(t)

[titi1] [tisti—1]

a integralni soucet

S(f39, D61, ,&) = > F(&)(g(ti) — g(ti—1)).

Daile postupujeme jako v Riemannové integralu. Je-li f spojitd, pak je integrovatelna v Rieman-
nové — Stieltjesové smyslu, dolni integrél je roven hornimu integrédlu a je roven limité integralnich
souctl (pro nulovou posloupnost déleni) nezavisle na vybéru reprezentantd. Konecna variace je
potieba, aby naptiklad pro konstani funkce f =1suma) (g(t;) — g(t;—1)) konvergovala, coZ je

zaruceno, kdyz > |g(t;) — g(ti—1)| < \/(g) < 00.Je-li g(t) = t, pak se samozfejmé Riemanniv—
0

Stieltjestv integral redukuje na Riemanntv integral.
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E) Dudlni prostor k prostoru C[0, 1].

Necht' f € (C[0,1]), u, g(t) jsou stejné jako u LP. Misto f vezmeme F — rozsifeni f na
BJ0, 1] — ohranicené funkce). UkdZeme, Ze g md ohrani¢enou variaci na [0, 1]. Necht' 0 = ¢, <
t1 < ... <t, =1 jelibovolné déleni. PoloZme ¢; = sgn[g(t;) — g(ti—1)]. Pak pro rozsifeni F
funkcionalu f na B0, 1] plati

D gt —gltin)| =D eilg(ts) — g(tia)] = D el Flur,) — Flur,_,)] =
i=1 i1 i—1
251 — Ut 1

tedy g € BV|[0, 1]. Necht’ nyni x € C]0, 1] libovolné, typ = a, t; = %, R ”T_l, t, = 1.
PoloZzme

=F < HFH < [I£1l;

utz 1

funkce z,, je schodovitd a tedy
—~ [k k k—1
F(z,) = — o
=2 () b))

x(t)dg(t)dt. Z druhé strany z,(t) = x(t), odtud

a lim F(z,) =

n—oQ

Ot

Flen) P Fa) = Pla) = / 2(8)dg(t)dt
0

Pro spojité funkce F' = f, tedy
1
f@) = [ eageyar

Naopak je ziejmé, Ze f definovano vyse je linedrni funkciondl na C'[0, 1] a pro jeho normu plati

1 1 1
91 <| [} 0doto)] < s 1601 [ 1000 = et V1o

1
tedy [|f]] < \O/(g)-

ProtoZe roz$ifeni F' neni jediné, ani reprezentujici funkce g, neni funkciondl f uren jednoznacné.
Lze dokazat, Ze mezi vSemi reprezentujicimi funkcemi existuje jedind, ktera je zprava spojitd, tj.
Vt € ]0,1] je g(t +0) = g(t) ag(0) = 0.

Shrnuti: Jestlize v BV[0, 1] ztotoZnime funkce, které se v bodech spojitosti 1i§i jen o konstantu,
pak mizeme psét (C[0,1]) = BV]0, 1].

F) Obecny tvar linedrniho funkcionalu na Hilbertové prostoru. Necht f € H’ je libovolny. Oz-
naéme L = {x € H; f(z) = 0}, tj. L je uzavieny linedrni podprostor v H. Necht L= je jeho
ortogonalni doplnék a necht’ z ¢ L a 29 € L' je projekce = na L*. Pak f(xg) = a # 0 (kdyby
a=0,pakzg € Lizg € Lt = 29 = 0 = x € L, coz davi spor). Polozme | = 0, tedy
f(z1) = 1. Necht nyni = € H je libovolné a f(z) = (. Pak

0= f(z) = Bf(z1) = f(x — Bz1) =2 —Pr1 €L
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odtud x = Bx1 + 2, kde x1 € L*, 2z € L. Tedy H = L ®Lin{z;}. Protoze 21 L L, pro Yz € X je

(@, 21) = (Bz1 + 2,21) = Bll21|* = f(2)]|21]%,

f(@) = (1) = <,>

112 |21

tedy

Oznaéime-li u = H;ﬁ’ je f(z) = (x,u) pro Vx € X. UkdZeme, Ze u je pfifazeno funkciondlu f
jednoznacné. Je-li f(z) = (x,v) Vo € X, pak 0 = (x,u—v) proVz € X, pakipror =u—v =
u = v. Podobné dokazeme, Ze || f|| = ||ul|, a to takto

[f (@) = (@, w)| <[] - ull
odtud || f|| < ||u|| pro x = u dostavame
[f(@)] = [lull* = llull - [lul] < FI- [lu]
odtud plyne opacna nerovnost || f|| > [|ul|. Celkem || f|| = ||u]|.

Poznamka 3.5. S pravé dokdzanym vysledkem je v souladu skuteénost, Ze (I12)" = I2, tj. kazdy

o0

= > xpyr = (x,y), nebot’ z rovno-
k=1

béznikového pravidla norma v I pochdzi ze skaldrniho soucinu.

prvek (12)’ miZeme reprezentovat pomoci y € 12, tj. f(z)

Cviceni
1. Rozhodnéte, zda plati: (co)’ = I*; (¢)' = I .
2. Rozhodnéte, zda cg, resp. c jsou separabilni.

3. Necht’ X je NLP, f € X’. UrCete Codim Ker(f), Ker(f) = {z € X : f(z) =0}.
1

4. Necht X = CI0,1], L = {m € X: fm(t)dt}.
0

1. Dokazte, Ze L je uzavieny podprostor a najdéte f € X' : L = Ker(f).
2. Ukaizte, Ze pro « ¢ L neexistujey € L : o(z,L) = ||z — y||.

3.2 Reflexivita a slaba konvergence

Definice 3.6. Necht' X je NLP, X' je jeho dudl a necht’ X” = (X’)’ je dudlni prostor k prostoru
X'. Prostor X" se nazyva druhy dudlni prostor k prostoru X .

Necht' z je pevny prvek z X a f € X' je libovolny. Pak tomuto funkciondlu piifadime &islo
f(z). Tim je definovéno linedrni zobrazeni z X’ do R. Plati |f(x)| < ||f]|||z||, tedy zobrazeni
f — f(x) je spojité linedrni zobrazeni z X’ do R, miizeme jej tedy chdpat jako prvek prostoru
X", tj. funkciondl na X’. Tento funciondl oznacime Jy, tj., J;(f) = f(z). Z nerovnosti

[T (D)] = [ @)] < [ f1l]]]
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plyne ||.Jz|| < ||x||. Z druhé strany, k libovolnému = € X existuje fo € X’ a || fo|| = 1 takové, Ze
| fo(z)| = ||=|| a pro tento funkciondl plati

| Te(fo)|= 1f (o)l = llz]l = =]l foll,

odtud || J|| > ||z||, celkem ||.J;|| = |z||. Zobrazeni J : X — X" je linedrni izometrie. Toto
zobrazeni se nazyva kanonické vnoieni prostoru X do prostoru X"

Definice 3.7. Jestlize plati J(X) = X", tj. zobrazeni J je surjekce, prostor X nazveme reflexivni.

Priklad 3.8. (i) Prostory [P, £P(a,b) pro 1 < p < oo jsou reflexivni, nebot’ (IP)" = 19, % + % =1
a (19)" = [P, tedy (IP)" = IP. Uplné stejné se dokéZe, Ze (LP(a,b))” = LP(a,b).

(i) Prostory I a L£'(a, b) nejsou reflexivni, nebot’ (')’ = [, ale (I°°)" D I'. Podobné& je tomu
pro prostor £(a, b).

(iii) Prostor C[0, 1] neni reflexivni. Toto tvrzeni dokdZeme takto. Pfedpoklddejme, sporem, Ze
(0, 1] je reflexivni. Pak libovolny spojity linedrni funkciondl na BV [a, b] je tvaru

1
Ff) = f@) = [ aagte)
kde g € BV [a, b]. Uvazujme nyni funkcional

F(f) = lim [f(to+h) = [(to = 1)),

kde ty € (0,1) je pevné zvoleny bod. Evidentné, F je aditivni a homogenni a

1
IF(f)| = 1£(to +0) = f(to = 0)] < \/(F) = Il £]
0

Zde jsme pouZili obvyklé oznaceni f (to £ 0) pro jednostranné limity funkce f v bodé ty. Protoze
F # 0, to plyne z toho, ze F'(f1) # 0 pro funkci f definovanou pfedpisem

Ault) = {0, 0<t<t,

1, to<t<l.

Podle naseho piedpokladu (C[0,1])” = C[0, 1], existuje xg € C[0, 1] takové, Ze

1
F(f) = /0 ro(t)df (1)

Uvazujme funkei fo(t) = fg xo(s) ds. Proto tuto funkci plati F'(fy) = 0, nebot’ fy je spojitd. Z
druhé strany, F' # 0 implikuje zo(t) # 0 a tedy

1 1
F(fo) :/0 xo(8)dfo(s) :/0 x2(s)ds > 0,

co? je spor, tedy funkciondl F neni tvaru F' = Ej,, pro 74dné zo € C[0,1], tj. C[0,1] je viastni
podprostor v (BV|a, b])/.

Definice 3.9. Necht' X je NLP a x,, € X. Rekneme, e posloupnost z,, konverguje slabé, pieme
Ty, — x, jestlize f(x,) — f(x) proVf € X' Necht f, € X', fekneme, Ze tato posloupnost
konverguje *-slabé k f € X', piSeme f,, — f, jestlize f,,(z) — f(z) proVz € X
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Poznamka 3.10. (i) V prostoru kone¢né dimeze slaba konvergence je totéZ co silnd konvergence,
nebot’ obé konvergence se redukuji na konvergenci po sloZkach posloupnosti prvki z R™.

(ii) V predchozi kapitole jsem definovali slabou (= bodovou) konvegenci posloupnosti operatord
A, € L[X,Y]. Tato konvergence aplikovand na piipad Y = R, tj. pro f,, € X’ tato konvergence
znamena x-slabou konvergenci.

(iii) Jeli f, — f v X', tj. pro VF € X" palti F(f,) — F(f). Pak vzhledem ke kanonickému
vnofeni X C X", plati f,, — f.

(iv) Plati x,, — x v normé¢ prostoru X, tj.,
funkciondl f € X’

xn —z|| = 0 = x, — x. Vskutku, pro libovolny

[f(@n) = f(2)| = |f(2n — 2)] < (| f]ll2n — 2] =0

pro n — oo.
(v) Ze slabé konvergence neplyne konvergence v normé. Uvazujme X = 2 a posloupnost prvki
,kanonické baze* e, = {0,...,0,1,0,...,} kde I je na n-tém misté. Protoze (1) = 12, kazdy

spojity funkciondl f na(? je tvaru f(z) = (x, a) pro n&jaké a = {a,} € I°. Plati
f(en):<en7a>:an_>0 pron — oo

nebot” >, a? < oo a z nutné podminky konvergence a,, — 0. Na druhé strané, pro libovolnou
dvojici n # m plati ||e,, — en|| = /2, tedy posloupnost e,, neni cauchyovskd proto nemize byt

konvergentni.

Jako disledky Banach-Steinhausovy a Hahn-Banachovy véty dostivame nasledujici vlastnosti
slabé konvergentnich posloupnosti.

Véta 3.11. (i) Kazdd slabé konvergentni posloupnost je ohranicend.

(ii) KaZdd posloupnost md nejvyse jednu slabou limitu.

(ii1) Jestlize v, — x, pak pro kaZdou vybranou podposloupnost x,, také x,, — x.
(iv) Posloupnost f, = fo € X' <=

(i) Posloupnost {|| f||} je ohranicend;
(i) Existuje mnoZina M C X s Lin M = X takovd, Ze f,(x) — fo(z) proVz € M.

Diikaz. (i) Necht' x,, — x. Prvky této posloupnosti miizeme povaZovat za prvky X", které prvku
f € X' pfifadi redlné &islo f(x,) a norma tohoto funkciondlu na X’ je rovna ||z,||. Kazdd
posloupnost f(x,,) je konvergentni a tedy ohrani¢end. Podle Véty 2.18 je ohrani¢end i posloupnost
norem operdtort, tj. v naSem piipadé posloupnost ||, ||.

(ii) Kdyby x,, — & ax,, — &, & # &, podle Véty 2.26 existuje f € X' takové, ze f(z) # f(Z).
Pak posloupnost redlnych ¢isel f(x,,) méa dvé rizné limity, coZ je spor.

(iii) Dokaze se stejné jako pro posloupnosti redlnych Cisel, viz [2, str. 23].

(iv) Plyne z Poznamky 2.19. [

Véta 3.12. Necht’ X,Y jsou NLP, A € L|X,Y]. JestliZe v — x¢, pak Az, — Ax.

Diikaz. Necht' ¢ € X' je libovolny. Pak funkciondl f definovany piedpisem f(z) = ¢(Ax) je
spojity, tj. f € X'. Protoze x,, — x, plati f(x,) — f(x0), ., p(Ax,) — @(Azp). Funkciondl
¢ € X' byl libovolny, tj. Ax,, — Axy. |

Nésledujici tvrzeni se Casto pouZiva ve variaCnim poctu a dalSich oblastech aplikaci funkciondlni
analyzy.
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Véta 3.13. Necht’ X je NLP. Pak norma je slabé zdola polospojity funciondl na X, tj.,
Tp, —x0 = liminf ||a,| > ||lzo.
n—oo

Diikaz. Sporem, je-li liminf ||z, || < [|zol|, pak existuje € > 0 takové, Ze stdle lim inf ||z, | <
||zo|| — €. To implikuje, Ze existuje podposloupnost x,, takovd, Ze

lim [z, || < [|lzof —e.
k—ro0
Z Hahn-Banachovy véty plyne, Ze existuje f € X' takovy, Ze || f|| = 1 a f(xo) = ||zo]|. Pak

F@@n) < AFI- l[zng] = llznll < llzoll —&
pro k dostate¢né velka. Soucasné ale f(x,, ) — f(xo) = ||| — spor. |
Nyni uvedeme bez diikazu dve tvrzeni, které vSak hraji dileZitou roli v aplikacich

Véta 3.14. (Milmanova-Pettisova véta). Banachiiv prostor X je reflexivni, pokud je jednotkovd
koule B(0;1) = {z € X : ||z|| < 1} je rovnonomérné konvexni, tj. ke Ve € (0,2) 36 > 0 takové,
ze pro

Yo,y € 9B(0;1) = S(0;1) ={z € X : |jz| =1}, [z —y| >0

plati
z+y
2

H<1—e

Diikaz. Viz [15, str. 127]. Nakreslete si obrazek v R? ilustrujici, Ze I' a [*° nejsou reflexivni a
naopak [P, 1 < p < oo jsou reflexivni. [

Véta 3.15. (Eberleinova-Smuljanova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor. Pak X je reflexivni,
pravé kdy? z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat slabé konvergentni podposloupnost, tj. kaZdd
uuzavrend a ohranicend mnozina je slabé kompaktni.

Diikaz. Viz [15, str. 127]. [
Na zavér tohoto odstavce uvedeme tvrzeni o slabé konvergenci v prostorech funkci a posloupnosti.

Véta 3.16. Posloupnost {z!"M} = {a:Ln]}zO:l €’ 1 < p < oo konverguje slabé k zl®) =

{x[lo],a:go], ...y }, prdvé kdy?

(i) Posloupnost {||z")||} je ohranicend;

(ii) Plati lim,, s x,[?} = :ELO} proVk € N.

[0]

Tedy posloupnost £ — z pravé kdyz je ohranicend a po slozkdch konverguje k !9,

Diikaz. Implikace = trividlné plyne z definice slabé konvergence a Casti (i) Véty 3.11. Implikace
< plyne z Pozndmky 2.19.
Predpoklad (ii) znamenad, Ze pro e = {0,...,0,1,0...} € 7 a odpovidajici funkcionély fy, tj.

1, =4
fj(ei):{o j#jj
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plati fi,(z[") = xL"} — fi(zly = x,[co]. Stadi tedy ukdzat, ze Lin {eg}reny = 9. Je-li x =
{z1,...,2,...} €171ibovolnd, pak

oo n
<Z|mk|q> -0 = Zazkek—x —0
k=n k=1 la
pro n — oo, tedy opravdu = € Lin {ey, }ren. |

O slabé konvergenci v ! vypovida ndsledujici tvrzeni, které byva v literatuie referovano jako
Schurova véta.

Véta 3.17. V prostoru ' jsou slabd konvergence a konvergence v normé ekvivalentni, tj. x,, — x
<~ ||zp — x| — 0.

Diikaz. Kdyby tvrzeni neplatilo, nasli bychom posloupnost {z"} € !, 2" = {7, 2% ... 27, ... }|]

a e > 0 takové, Ze
oo
lnll = |27] > 5e
j=1

a p(z™) — 0 pro Vo € (I,)" = 1°°. Uvazujme funkciondly ¢ € (I')', kterym odpovid4 posloup-

nost e, = {0,...,0,1,0,...}, kde 1 je na k-tém miste. Aplikaci téchto funciondli na posloup-
nost " dostdvame, Ze pro Vk € N lim,, ., zj, = 0. Déle sestrojime indukci dvé posloupnosti
l<ng <ng<...al<mp <myg <... takto: n; bude nejmensi ze vSech Cisel n > 1 amy

bude nejmensi ze vSech Cisel m > 1, pro néz
oo
ni ni
|zt <e a E |27t <e.
Jj=mi

Diéle, ng je nejmensi n > nq, pro néz
mi
n2
E lzj? <e
Jj=1

mg je nejmensi m > my, pro néz

o0
Z 272 <e.

Jj=ma
Takto pokracujeme dale. Nyni zvolime specidlni funciondl ¢ reprezentovny posloupnosti a =
{aj,az... a4k, ...} €1, ato tak, aby

n .
aj =sgna’ pro my_y < j < my,

Abychom dostali spor, sta¢i provést ndsledujici odhad. Pro Vk € N

fe'e) 00 mg—1 00
S| = (S| <23 42 3 < e
J=1 Jj=1 Jj=1 J=my
Vidime tedy, Ze
o
S| >
j=1
pro Vk € N, cozZ je ve sporu s ¢(zp, ) — 0. |
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Poznamka 3.18. Piedchozi véta muZe byt vyuZita k alternativnimu dikazu, Ze prostor ! nenf
reflexivni, tj. dual k [°° neni ['. Vskutku, pokud v reflexivnim prostoru splyva slaba konvergence s
konvergenci v normé&, podle Eberlejnovi-Smuljanovy véty musi byt jednotkové koule kompaktni,
tedy prostor je konecné dimenziondln{ - spor.

Spojitou analogii Véty 3.16 je ndsledujci tvrzeni.

Véta 3.19. Posloupnost z,, € LP(a,b), 1 < p < oo konverguje slabé k funkci zo € LP(a,b),
pravé kdyz

(i) Posloupnost norem ||z, || = (fg |n(t)|P dt) 1/ je ohranicend;

/Ot Zn(s)ds — /Ot xo(s) ds.

) 1, pro0 <t < T,
a =
! 0 proT <t <1

(ii) Pro kazdét € [0,1] plati

Diikaz. Uvazujme funkce

Funkce a, jsou stupiiovité a tyto funkce toho typu jsou husté v £%(0, 1), 1 < g < oo. Tvrzeni pak
plyne z Pozndmky 2.19. [

Cviceni
(i) Necht v NLP X plati z,, — x a posloupnost z,, obsahuje konvergentni podpoloupnost.
Rozhodnéte, zda z,, — x v normé prostoru X.

(ii) Necht' posloupnost spojitych funkei f,, konverguje na [a,b] bodové ke spojité funkci f.
Rozhodnnéte, zda f,, — f. Plati opac¢na implikace: f,, — f =— f, — f bodové na
[a, b]?

3.3 Dualni a adjungované operatory

Necht' X, Y jsou NLP, X’ Y jsou jejich dudly. Necht D(A) C X — Y je linedrni operdtor
(ne nutné spojity) s definiénim oborem D(A) hustym v X. Pro libovolné ¢ € Y’ je pfedpisem
x — @(Ax) definovan linedrni funciondl (ne nutné spojity) na X, ozna¢me jej f. Déle oznatme

D'={peY :poAec X'}

tj., D’ je mnoZina téch ¢, pro néz je funkcional f spojity. Tim je definovdno zobrazeni A’ : D’ C
Y’ — X', které nazyvame dudlni operdtor k operdtoru A. Tedy

A'o(z) = p(Az) proVx € D(A).

Poznamka 3.20. (i) ProtoZe defini¢ni obor D(A) je husty v X, je adjungovany operdtor A’ defi-
novén jednozna¢né. Vskutku, pfedpisem f = ¢ o A jsou definovany hodnoty f pro x € D(A).
Je-li soucasné funkciondl g definovan vztahem g(x) = p(Ax), pak f(x)—g(z) = (f—g)(z) =0
pro z € D(A). V bodech £ ¢ D(A) postupujeme takto. Existuje x,, € D(A) takova, Ze x,, — &
(pfipomenime, Ze D(A) je husty v X), pak definujeme f(&) := lim f(z,,). Pak pro takto defino-
vané rozsifeni funciondla f, g plati (f — ¢g)(§) = 0, nebot’

(f - g)(wn) =0,

lim
n—oo
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pak (f —g)(z) =0proVz € X, 4. f = g.

(i) Je-li X = R™, Y = R™, Zobrazeni A je definovdno m x n matici, kterou opét oznacime A, tj.
A: v+ Az, x € R" chdpeme jako sloupcovy vektor. Pak kazd4 linedrni forma ¢ € Y/ = R™
je tvaru p(y) = (y, b)m, funkciondl f € X’ = R™ je tvaru (x, a),. Pak z linedrn{ algebry

f(z) = (Az,b), = (z, ATD),,,

tj., dudlni operdtor je reprezentovan transponovonou matici (konjugovanou transponovanou A* =
AT v komplexnim piipadé).
(iii) Je-li A € L[X,Y], tj. A je spojity, pak D' = Y nebot’

[f (@) = lp(Ax)| < [lel - [|A]l - [l
proVyp € Y.
Véta 3.21. Je-li A € L[a,b], Pak plati || A]| = ||A'].

Diikaz. 7 definice operdtoru A’ plyne, ze Vo € Y a Vo € X plati

() ()] = le(Az) < Il - I A] - [l

odtud ||[A"e| < |lell - [|All, tj., [|A’|| < ||A]|. Necht z¢ € X je libovolné. Podle disledku Hahn-
Banachovy véty Jp € Y’ takové, Ze ||p|| = 1 a p(Axg) = ||Azol|. Odtud

|o(Azo)| = [(A'¢)(xo) < |4 @Il - llzoll < A - llell - lloll,
g. [ All < [|A7]|. Celkem [|A[| = [[A"]. m

V dalSim vykladu se zaméfime na specidlni piipad, kdy X = H je Hilbertiv prostor. Necht’
A : H — H je linedrni operdtor s D(A) = H.Pak A’ : H' — H'. ProtoZe prostor H' miZeme
ztotoZnit s H, lze se na dudlni operator divat jako na operdtor z H do H a vétSinou se tento opera-
tor znaci A* (misto A’) a nazyva se adjungovany operdtor. Tedy adjungovany operétor A* je defi-
novdn takto: Ozna¢me D* mnozinu viech y € H, pro néz je (linedrni) funkciondl = — (Ax, y)
spojity. Pak podle véty o reprezentaci spojitého linedrniho funciondlu na Hilbertové prostoru (&ist
E) nad Poznamkou 3.5) existuje z € H takové, Ze

(Az,y) = (z,z) proVz € D(A).
Klademe z = A*y a D(A*) = D*. Tedy
(Az,y) = (z, A*y) proVz € D(A),Vy € D(AY).
Nasledujici tvrzeni ukazije, Ze adjungovany operdtor ma ,,obvyklé* vlastnosti zndmé z linearnf al-
gebry (kde adjungovany operdtor je reprezentovin transponovanou resp. konjugovanou transpono-
vanou matici).
Véta 3.22. Predpoklddejme, Ze k operdtoru A existuje inverze A~ a definicni obory obou téchto

operdtorii D(A), D(A™Y) jsou husté v H. Pak existuje inverze k adjungovanému opertdtoru a
plati (A~1)* = (A")~L.
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Diikaz. Ptedeviim poznamenejme, 7e (A~1)* je dobfe definovan, nebot’ D(~!) = H. Necht
y € D((A™1)*). Pro V& € D(A) plati

(z,y) = (A" Az, y) = (Az, (A71)*y).

To znamend, ze (A~1)*y € D(A*) a A*(A~1)*y = y. Analogicky, pro € D(A™1Y), 5 € D(A¥)
plati
(#.9) = (AAd™"2,) = (A7'z, A"g) = (z,(A71)" A"p).
Odtud A*y € D((A™1)*) a (A~1)*A*y = y. Celkem jsem dokazali, Ze
A*(Afl)* — I, (Afl)*A* — 17
tedy (A~1)* = (A*)~L, |

Véta 3.23. Necht' H je Hilbertiiv prostor a A € L[H]|. Oznacme Ker A = {x € H : Az = 0}.
Pak plati

R(A) = (Ker A*)F, R(A*) = (Ker A)F =, (R(A))" = Ker 4%, (R(A*))" = Ker A.

Diikaz. Dokdzeme pouze prvni vztah, ostatni se dokdZou analogicky. Rovnost mnoZin dokdZzeme
tak, Ze dokdZeme dvé inkulze.
C: Necht' y € R(A). Pak existuje y, € R(A), yn — y ay, = Az,. Necht z € Ker A* je
libovolné, pak

(Yn, 2) = (Azp, 2) = (@, A%2) =0,

odtud lim(y,,, 2) = (y,2) = 0, tj. y € (Ker A*)*. Dokazali jsem Ze R(A) C (Ker A*)L.

D: Necht y € (Ker A*)* a predpokladejme, 7e y & R(A). Necht u € (R(A))*, ||jul| =
Pak (u,y) # 0 a (u, Az) = 0 pro Vo € H. Odtud (A*u,z) = 0 pro Vz € H. To znamend, Ze
A*u = 0, tj. u € Ker A*, coz znamen4, Ze (u,y) = 0, spor. Tedy (Ker A*)* C R(A). |

Poznamka 3.24. Je-li X = R” predchozi véta je zndmé tvrzeni z linedrn{ algebry, a to Ze neho-
mogenni systém Ax = y ma feSeni, pravé kdyz (y, u) = 0 pro vSechna feSeni u rovnice A*u = 0.

Cviceni

(i) Necht H = 2, A{x}.} = {x1,2%9,323,...,nTn, ... },

D(A) = {z = {zx} : Y _Kk’a} < oo}
k=1
a) Dokaite, 7e D(A) = 1%
b) Rozhodnéte, zda A je spojity;
c) UrCete D(A*) a A*.

(i) Necht J : H}[0,1] — £2(0,1) je definovdno predpisem Jz = , tj., vzhledem k inkluzi
H' C EQ ]e to operator vnofeni H' do £2. Urcete .J' : £? — Hi. Na H' bereme skaldrni
soudin ( fo 'y + zy| dt.

(iii) Urcete dudlni operdtor A’ k operatoru A : H'[0,1] — £2(0,1) definovanému predpisem
Az =12/
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Kapitola 4

Kompaktni operatory a zaklady
spektralni teorie

V této zavérecné kapitole textu se nejprve zaméfime na tzv. kompaktni operatory, které jsou v
jistém smyslu “spojnici ” mezi spojitymi linedrnimi operatory a operétory s kone¢né dimenziondal-
nim oborem hodnot (zejména, operdtory mezi prostory konecné dimenze). V druhém c¢4sti se za-

meéfime na spektrlni teorii, coZ je v jistém smyslu rozsifeni do nekonec¢né dimenze vlastnich
hodnot a vektorti matic.

4.1 Kompaktni mnoziny v Banachovych prostorech

V tomto odstavci uvedme nékterd kriteria kompaktnosti a relativni kompaktnosti v Banachovych
prostorech.

Definice 4.1. Necht’ X je Banachiiv prostor. Rekneme, e mnoZina M C X je relativné kompaktni
(alternativni terminologie je prekompakini), jestlize jeji uzéver je kompaktni mnozina, tj. z kazdé
posloupnosti bodti mnoziny M lze vybrat konvergentni podposloupnost s limitou v M.

Z teorie metrickych prostort (viz [1, str. 60, Véta 6.14]) je znamo toto tvrzeni.

Véta 4.2. Necht’ X je Banachiiv prostor, M C X. MnoZina M je relativné kompatni, prdavé kdy?
ke kaZdému € > 0 existuje konecnd c-ovd sit’, tj. konecné prvkovd mnoZina K C M takovd, Ze ke
kaZdému y € M existuje v € K takové, Ze ||y — z|| < e.

Daile pripomenime, Ze kompaktni mnoZina je vzdy uzaviena a ohranicend a opac¢nd implikace plati
pravé kdyZ prostor mad konecnou dimenzi.

Véta 4.3. (Ascoli-Arzeld). MnoZina M C Cla,b] je relativné kompakini, pravé kdyz je rovno-
mocné spojitd (tj. ke Ye > 0 3§ > 0 takové, Ze Vt1,t2 € [a,b], [ta — t1| < 6 aVx € M je
|z(t2) — z(t1)| < €) a ohranicend v normé C|a, b] (tj., 3L > 0 takové, Ze ||z|| < L proVz € M).

Diikaz. =: Ohranic¢enost M je ziejmd. Necht' ¢ > 0 je libovolné a x1, ...,z je konecnd § sit
v M. Kazd4 z funci z; je podle Heine-Cantorovy véty (viz [2, str. 186, Véta D.50]) stejnomérné
spojitd, tj. k § > 0 3d; > 0 takové, Ze
€
|t2 — t1| < 6; — |l‘i(7f2) — xi(t1)| < g
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Polozme § = min;<;<x d;. Je-li z € M libovolné, 3i € {1,..., k} takové, Ze ||z — z;|| < 5. Pak
|2 (t2) — x(t1)] < |2(t2) — 2ite)| + |zi(te) — zi(ta)] + [i(tr) — 2(01)] <,

protoZe z predchozich tvah plyne, Ze kazdy ze s¢itanci je < §.

«: Necht' € > 0 je libovolné. Z rovnomocné spojitosti systému funkci z mnoZiny M plyne, Ze
existuje 0 > 0 takové, Ze pro Vo € M je [to — t1] < 0 = |z(t2) — z(t1)| < e. Vezméme libo-
volné déleni intervalu [a, b] s normou < neZ J, oznaéme jeho délici body ¢;. Déle, z ohrani¢enosti
mnoziny M plyne existence konstanty L > 0 takové, ze |z(t)| < L pro Vx € M. Rozdélme
interval [—L, L] délicimi body y tak, aby norma tohoto déleni byla mensi nez . Sestrojme
vodorovné a svislé pifimky prochdzejici body ¢; a yg, tim ziskdme ,,opravdovou® sit’ v mnoZine
[a, b] X [—L, L]. Nyni uvazujme tiidu po ¢astech afinnich funkci, jejichz grafy prochaziji uzly této
sité a pfi pfechodu od ¢; k ;41 se funkéni hodnota zméni nejvyse o jeden dilek na svislé ose. Pak
neni obtizné ukazat, Ze takto sestrojend konecnd mnoZina funkci je e-ova sit’ v M. [

Vétad.d. MoZina M C IP, 1 < p < oo je kompaktni, prdavé kdy?
(i) MnoZina M je omezend, tj. existuje L > 0 tak, Ze ||z|| < L proVx € M;

(ii) Ke kaZdému ¢ > 0 existuje N € N takové, Ze proVx € M plati

oo
>l <e.
j=N+1
Diikaz. ,,=“: Ohranienost mnoZiny je zfejma. Necht' & > 0 je libovolné a necht’ zY), ... z[" je
vz 1 PR . v iz .. .
koneén4 (§) P ovasit v M, tj. ke kazdému = € M existuje k € {1,...,n} tak, Ze ||l —z¥||P <
5. ProtoZe kazd4 z poslopnosti dMer k=1,... nk 5 existuje ny, takové, ze
S 1 o €
k] \p
> < 5
Jj=ni+1
Ozname N = maxj<p<p 1. Pak
S S CISE e
k k k
Skt Y la—allre 3 P <o —atp s <e
j=N+1 j=N+1 j=N+1

»<=": Konecnou e-ovou sit’ najdeme takto. Necht' ¢ > 0 je libovolné. Pak podle (ii) existuje
N € N takové,

E |a:j|p<5 pro Vz € M.
J=N+1

Dile, podle (i) existuje L > 0 takové, Ze
o 1/p
ll| = | D |yl <L.
j=1

Odtud |z;| < L pro Vj € N. Nyni defunujeme mnoZzinu L C M tak, Ze prvky K jsou tvofeny
posloupnostmi, pro nézZ z; = 0 pro j > N + 1. Pokud jde o prvky z;, 7 = 1,..., N v této siti,
stalf vytvofit &--ovou sit’ pro N-tice &isel, z nichZ kazdé je v absolutni hodnoté < L. To je vak

2
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kompaktni mnozina v R, tedy takovi sit’ ur&itd existuje. Celkem tedy prvky z!¥! € K spliiuji pro
Vee M

N 3 o) P P
lo =P =3 la; — P+ D Jal <5+ 5 =<
Jj=1 j=N+1

Tim je ukdzéno, Ze K je e-ova sit’ v M. [
Podobné jako predchozi tvrzeni se dokaZe nasledujici véta.
Véta 4.5. Mnozina M C LP(a,b) je relativné kompaktni, pravé kdyz

(1) MnoZina M je omezend.

(ii)) KeVe > 036 > 0 tak,Ze proVh € (0,0) aVx € M plati
1
/ ot + h) — 2(t)] dt < e
0
V tomto vzorci je pro argumenty vné intevalu [0, 1] funkce rozSifena jako konstantni s hodnotou

x(1).

Priklad 4.6.

(i) Rozhodnéte, zda prostor ¢y posloupnosti konvergujicich k nule je kompaktni v [°°.
Reseni. Neni, nebot’ napiiklad posloupnost x["}] = {n,0,0,...} € co, ale neni ohrani¢end, tedy
z ni nelze vybrat konvergentni podposloupnost. Jiny piiklad (ohraniZené) posloupnosti, ze které
nelze vybrat konvergentni podposloupnost je zln = {1,...,1,0,...,0,...}, kde ¢islo 1 je na

prvnich n mistech. Pro tuto poloupnost plati ||zl — 2[™||;c = 1 pro m # n, tedy z ni nelze
vybrat konvergentni podposloupnost. A

(i) Rozhodnéte, kdy je ,.elipsoid*

E={ax={x}el*: Z)\—”
n=1""

Kompaktni mnoZina v 2.

Regeni. Hledanou podminkou je lim,, oo A, = 0. Vskutku, pfedpokladejme nejprve, Ze tato pod-
minka neplati, tj. existuje podposloupnost \,, — A # 0. Pfedpoklddejme, Ze A > 0, pfipad

A < 0 je analogicky. K € = é > 0 existuje K € Ntakové, Zeprok > Kje \,, > A —¢c= é.
Definujme posloupnost ¥/ = {x[lk],x[f], ..., } takto:

e =40,...,0,2,,0,...},

kde ¢islo Ay, je na ny-tém misté. Pak pro k,l € N, k # [ je

A A2 A
k l
o ol = 3, 40> [+ =

K] nelze vybrat konvergentni podposloupnost.

Tedy z poslopnosti =

53



Naopak, necht’ \,, — 0 pro n — oo. Pak pro libovolné = = {x}} € &€ plati

[ Z%—ZV k§r£§§<>\ i::%_ ,

kde A = maxgeny A < 00, nebot’ posloupnost A, je konvergentni, tedy ohranicend. Tedy £ je
ohrani¢end mnoZina. Nyni ukdZeme, Ze je splnéna i druhd podminka z Véty 4.4. Necht’ ¢ > 0 je
libovolné. Pro libovolné x € £ plati podobné jako v predchozi ¢asti diikazu

2

9] o 2 <
2 2 k k

E z7 < max\ E £ < E £ <
k=0sN 7k a2 = TN L =T

k=N+1 k=N+1"k k=1 "k

kde any = maxps )\i — 0 pro N — oo (jinak by neplatilo lim,, oo A\, = 0). Tedy ke > 0
existuje N € N takové Ze o, < € pron > N, tj. opravdu plati i druhd podminka z Véty 4.4.
A

Cviceni
(i) Necht X = C[0, 1]
M={zecX:zecCa,bl, ||lz|m <L}

Rozhodnéte, zda M je kompaktni v C|0, 1].
(i1)) Rozhodnéte, zda tzv. Hilbertova krychle

1

je kompaktni v 12,

4.2 Kompaktni operatory

Definice 4.7. Necht' X,Y jsou Banachovy prostory, 7' € L[X,y]. Rekneme, Ze operitor T je
kompaktni, pokud T' zobrazuje ohrani¢ené mnoZiny v X na relativné kompaktni mnoZiny v Y
(tj. mnoZiny, jejichZ uzaveér je kompaktni, alternativni terminologie je prekompakini mnozina).
Tedy pro libovolnou ohrani¢enou posloupnost prvkd x, € X posloupnost T'z,, v Y obsahuje
konvergentni podposloupnost.

Poznamka 4.8. (i) Je-li obor hodnot R(T") kone¢né dimenziondlni v Y, je spojity linearn{ operator
kompaktni.

(i) Je-li linedrn{ operator z X do Y kompaktni, je spojity.

(iii) Pro nelinedrni operatory z kompaktnosti spojitost obecné neplyne.

Priklad 4.9. Necht X = Y = (]0,1], K(¢,s) je spojitd funkce na [0, 1] x [0,1] Az(t) =
J. 01 K(t, s)z(s) ds. Rozhodnéte, zda A je kompaktni operator.

IN

Reseni. Necht K C €0, 1] je libovolnd omezend mnoZina, tj., existuje M > 0 takové, Ze ||z ||

M Vx € K. Pak
/Kts s)ds
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Tedy mnozina A(K) je omezend, nebot’ funkce fol |K(t, s)| ds je spojitd a tedy omezend na [a, b].
Ukédzeme nyni, Ze A(K) je rovhomecné spojity systém funkci. Necht' ¢ > 0 je libovolné. Funkce
K(t, s) je spojitd, tedy i stejnomerné spojitd na [0, 1] vzhledem k ¢ pro Vs € [0, 1]. To znamnd, Ze
k 77 > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze [t; — t2| < § = K(t1,s) — K(t2,5)| < 17, tedy

! €
|Ax(t1) — Ax(t2)| < /0 |K (t1,8) — K(t2,s)||z(s)|ds < MM =e.

A

Definice 4.10. Necht' Y je Banachtiv prostor s normou || ||y, X C Y je linearni podprostor v Y’
s normou || || x (typicky napt. X =P, 1 < p < 00, Y = [*). Rekneme, Ze prostor X je spojité
vnoren do prostoru Y, pokud identické zobrazeni I : X — Y je spojiité, tj. existuje L > 0 tak, Ze

lzlly < Lijzllx  pro Ve € X,

piSeme X — Y. Ddle, fekneme, Ze prostor X je kompaktné vnoren do prostoru Y, pokud identické
zobrazeni I : X — Y je kompaktni, piSeme X —— Y.

Priklad 4.11.
(i) Plati £2(0,1) < £(0,1). Z Cauchyovy nerovnosti plyne

feler = [ tetotar< ([ ar) 1/2 ([ #wa) " el

Tedy vnofeni je spojité.

(ii) Prostor X = C'[a,b] s normou || f|lx = maxyepqp |f(t)] + maxyepqp) |f/(¢)] je kompaktng
vnofen do Cla, b] s normou ||z]|c = maxye(qy | f(2)]. Vskutku, necht’ M je omezend v || ||
normé, tj. exituje L > 0 tak, Ze

If@)| <L a |f'(t)) <L proVze M. 4.1)

Druha podminka implikuje, Ze funkce z M jsou rovnomocné spojité. To se dokaze takto. Necht
e > 0 je libovolné a 0 = . Pak pro [tz — 1| < 0 z Lagrangeovy véty pro Vf € M

[f(t2) — f(t)| = (e)l[te — ta| < L % —e.

Omezenost mnoziny M plyne trividlné z prvni podminky v (4.1). Prekompaktnost M v Cla, ]
nyni plyne z Ascoli-Arzelaovy véty.

Véta 4.12. Necht’ A : X — Y je kompakini linedrni operdtor. Jestlize x, — x slabé v X, Pak
Ax, — AzvY.

Diikaz. Je-li z,, — x, pak podle principu stejnomérné omezenosti je {x,} ohraniend. To zna-
mend, 7e {Ax,} obsahuje konvergentni podposloupnost. Z druhé strany, z implikace x,, — =z
= Az, — Axo. Nyni neni tézZké ukazat Ze skuteCnost, Ze Az, obsahuje konvergentni pod-
posloupnost implikuje, ze Ax,, — Axq. |

Véta 4.13. Necht’ X je Banachiiv prostor, A, B € L[X] a B je navic kompaktni. Pak sloZené
operdtory AB a BA jsou kompaktni.
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Diikaz. Operator B pievede ohrani¢enou posloupnost x,, na poslounost, kterd obsahuje konver-
gentni podposloupnost Bz, a operdtor A zobrazi tuto konvergentni podposloupnost na konver-
gentni podposloupnost. Tim je dokdzdna kompaktnost slozeni AB. Kompaktnost BA se dokdze
analogicky. [

Dusledek 4.14. Necht’ X je nekonecné dimenziondlni prostor. Je-li A kompakini a existuje in-
verzni operdtor, pak tento operdtor neni spojity, jinak by byl kompaktni ideticky operdtor I =
AATL

Véta 4.15. Necht' X,Y jsou Banachovy prostory. Je-li A,, posloupnost kompaktnich operdtorii,
pro niz A, — A. Pak limitni operdtor A je také kompaktni. Jinymi slovy, prostor L.[X, Y| kom-
paktnich operdtorii je uzavieny v prostoru spojitych operdtorii L] X, Y].

Diikaz. Necht M C X je libovolnd ohrani¢end mnozina, tj. existuje r > 0 takové, Ze ||x|| < r pro
Va € M. Necht’ ¢ > 0 je libovolné. K o > 0 existuje NV € N takové, ze Vn > N je || A, — A| <
5. Oznatme A(M) = K, Ay(M) = Ko. Pak mnoZina Ko je §-ovd sit’ v K. Vskutku, necht’
y € K jelibovolné az € A~ {y}, . 2 € M a Az = y. PoloZme yy = Anz € K. Pak plati

€ €

ly —ynll = |4z — Anz|| < A = Anllll2ll < 5 -7 = 5.

Protoze Ay (M) = Ky je relativné kompaktni, existuje v ni kone¢nd 5-ovd sit’, ozname ji K.
Pak pro Vy € M existuje yo € Ko a g € K takové, Ze |ly — 9| < |ly — woll + o — 7| < e.
Tedy K je kone&na -ové sit v K = A(M), tj. K je relativnd kompaktni a tedy A je kompaktni
operator. [

Véta 4.16. Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory, A : X — Y je kompaktni. Pak obor hodnot
R(A) CY je separabilni (jako linedrni prostor pod'Y').

Diikaz. Necht’
B,={zeX: |z|<n, K,=A(B,)}

Pak K, je komplaktni a tedy separabilni. Vskutku, je-li M kompaktni a M, je jeji (koneéné)%
sit’, pak nejvyse spocetnd mnozina | J;- ; M, je hustd v M. Oznaéme T}, spocetnou hustou podm-
nozinuv K, aT = J02 | T,,. Pak T = K. [ ]

Véta 4.17. (Schauderova véta). Operdtor A : X — Y je kompakmi, prdvé kdy? adjungovany
operdtor A’ : Y' — X' je kompakini.

Diikaz. ,=*: UkdZeme, ze pro mnozinu K = {f € Y, || f|| < 1} je mnoZina A’(K’) kompaktni.
Ozna¢me B = {z € X : ||z|| = 1}. Pak A(B) C Y je relativné kompaktni a pro f € K a
Vy € A(B) plati

F@I <Ayl = 1A Az < [LATTAT ] = 1ALl

Tedy funkcionély f € K jsou stejnomérné ohrani¢ené na A(B). Déle, necht’ € > 0 je libovolné a
y1,y2 € A(B) jsou libovolnd spliiujici ||y1 — y2|| < . Pak proVf € K je

If(y1) = fy)l = |fyr —y2)| < I fI v — w2l <e.

Odtud stejné jako v ditkazu Ascoli-Arzelaovy véty (Véta 4.3) je K relativné kompaktni mnoZina
funkcina A(B) C Y. Nyni necht’ g, € A’(K) je libovolna posloupnost, tj. g, = A’ f,, pro néjaké
fn € K. Odtud existuje vybrand podposloupnost f,, takovd, Ze

SUp | fr,, (Az) — fr, (Az)| = 0
zeB
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pro j, k — oo. Odtud

SUp| fry, (Az) — fr; (Az)| = sup ||(fn, — fo;)(Az)| = sup || A" fr, — A fo || 2]l =
z€B z€eB z€eB
= ||A/fnk - A/fnj ” —0

pro j, k — oo. To znamend, Ze posloupnost {gy, } je cauychovskd, tedy konvergentni.

»<=*“: Necht' A’ je kompaktni. To znamend, 7e A” : X" — Y je také kompaktni. Oznalme B”
uzavienou jednotkovou kouli v X", pak A”(B") je kompaktni mnozina v Y. Protoze A”|x = A
a B" C B, plati A(B) C A"(B"), ptizemz A”(B") je relativné kompaktni, a tedy i A(B) je
relativné kompaktni. [

Odstavec zakonéime trojici tvrzeni, tzv. Fredholmovych vét, které tizce souviseji s nasledujicim
odstavcem vénovanym zdkladiim spektralni teorie. PouZijeme ozna¢ni motivované z Hilbertovych
prostord, pro mnoziny M C X a N C X’ definujeme

M+ ={feX: f(x)y=0proVz € M}, *N={zecX: f(x)=0proVfc N}.

Véta 4.18. Necht' K je kompakini operdtor na Banachové prostoru X, X # 0 a K' je adjungovany
operdtor ke K.

(i) Pak operdtor K — Ml je prosty, prdavé kdyZ je surjektivni.

(ii) Plati
R(K' — M) =Ker (K — M)t, R(K — M)+ = Ker (K' — \I).

Zejména obory hodnot R(K — \), R(K' — \) jsou uzaviené.
(iii) Plati
dim Ker (K — A\I) = dim Ker (K — \I) < 0.

Diuikaz. Viz [8, str. 54-55]. ]

4.3 Zaklady spektralni teorie

Necht' X je komplexni Banachlv prostor, T : X — X je linedrni (obecné ne nutné spojity)
operdtor s definiénim oborem D(7T') hustym v X. V dal§im vykladu budeme pro stru¢nost psat
A — T misto presnéjstho Al — T, kde I je identicky operator.

Definice 4.19. Necht' p(7') je mnoZzina téch A € C pro které plati:
(i) Existuje inverzni operdtor (A — T) "L, tj. A —T)z =0 = = = 0;
(ii) Operator (A — 1)~ je spojity, tj. existuje ¢ > 0 takové, Ze

I3 =T)" el < cllz]] Yz € DI(A-T)71;

(iii) Obor hodnot operdtoru (" — X) je husty v X, tj. R(T' — ) = X.

Mnozina p(7T") se nazyva rezolventni mnoZina operatoru T" a jeji prvKy se nazyvaji reguldrni hod-
noty operatoru 7. Mnozina o (T") = C\ p(T') se nazyva spektrum operdtoru T'. Podle toho, kterd z
podminek (i) — (iii) je narusena, délime spektrum na diskrémi op(T), spojité oc(T') a residudlni
or(T). Diskrétnimu spektru se také fikd vlastni hodnoty operatoru 7.
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Poznamka 4.20. (i) Je-li X = R” nebo C", jsou jedinymi prvky spektra vlastni hodnoty.
(i) Necht X = 2, A je operdtor na X, ktery posloupnosti {x,} pfifadi posloupnost {%’“ } Pak

A7 ({y}) = {ku}

tedy A~! nenf spojity, tj. A = 0 je prvkem spojitého spektra oo (A), A\, = % jsou prvky diskrét-
niho spektra.

(iii) Necht X = 12, T : {x1,29,...} > {0,21,79,...}. Pak Tx = 0 <= x =0
tedy existuje 77! : {y1,v2,¥3,...} — {¥2,93,...}. Pro prvek e; = {1,0,0,...,0,...} je
dist (e, R(T)) > 1, tedy A = 0 je prvkem residudlniho spektra o (7). Déle, necht A € C,
Al < 1 je libovolné. Rovnice (T' — A\)x = —e; md feSenf {1, 55,... } & %, je-li [A] < 1, tedy
op(T) C {\ € C: |\ < 1}. Pozdgji ukdzeme, Ze spektrum je uzaviend podmnoZina mnoZiny
{Ae C: A <||T']|. V naem pfipadé ||T'|| = 1, tedy

o(T)={ e C: [\ <1}

Poznamka 4.21. Situace se podstatné zjednodusuje, uvazujeme-li spaktra spojitych operatord z
X do X. Pak vzhledem k Banachové vété (Disledek 2.33), je-li A — T prosty a na, je inverzni
operator také spojity. Tedy, v tomto piipadé€ se urCeni spektra opratoru redukuje je na nalezeni
podminek, kdy operator A — T" bud’ neni prosty nebo neni na.

V dal$im vykladu pouZivame standardni oznaleni T = A — 7.

Véta 4.22. Necht' p € p(T). Pak pro \ € C, pro néZ

1
|)‘_M| < 1
[l

plati X € p(T). Specidlné, rezolventni mnoZina p(T) je oteviend a spektrum o(T') je uzaviend
mnoZina.

Diikaz. Necht x € D(T). Pak

The = (A~ The = (A= w + (u - Tha = (A - pa + Ta,

odtud
[T || = [Tyl — [A = pell]].
Soucasné
|| = 1T, T < T | T
Odtud

T T | 2 1T N Tzl = A = wlI T 2l > (2= X = pl 127D ]
a dal${ dpravou

— A=l
I

[Txz]| > [l]]-

To znamend, Ze operator T ! existuje a je spojity. Podobnymi Gvahami lze ukdzat, Ze z hustoty
R(T,) v X plyne hustota R(T)), tj. A € p(T'). Celkem tedy p(T’) je oteviend mnoZina a jejf

komplement je pak uzaviena mnozina. ]
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Nasledujici véta ukazuje, Ze pro uzaviené operatory se podminka piislusnosti do rezolventni
mnoziny R(7T)) = X realizuje silné&j$im zpisobem.

Véta 4.23. Necht’ X je Banachiiv prostor a T : X — X je uzavieny. Pak proV\ € p(T) je
D(AN-T))=R\-T)=X.

Diikaz. Necht' A € p(T). Pak R(A — T') = X aexistuje ¢ > 0 takové, ze ||(A — T)z|| > c||z]]
pro Vx € D(T'). Necht’ z,, € X a predpokladejme, Ze (A — T)x,, — y. Je-liy, = (A — T)zp, 4.
Yn — Y a ze spojitosti operdtoru (A — T')~! dostdvame

AT yp=2, > A-T)"y=2.

ProtoZe T je uzavfeny, je x € D(T') a (A — T))xz = y. Celkem jsem ukdzali, Ze y,, € R(A — T,
yn =y = y € R(T), tj. R(A — T) je uzavieny. Protoze R(A —T) = X (A € p(T)),
dostdvdme poZadované tvrzeni. [

Véta 4.24. Necht' A € p(T) a R(A —T) = X (tedy jsou napt. splnény predpoklady predchozi
véty). Oznaéme Ry = (X — T)~L. Pak pro kaZdé j € p(T) plati tzv. rezolventni identita

Ry— R, =(p—ANRyR,, R,R)=R\R,.

Diikaz. Necht y € X, x = R,y, tj. y = T,x. Odtud

T,x —The = pxr —Te+ (M —Tx),
t.,

y—Ta=p—Ne=(u—NRy.
Dalsi dpravou dostavdme

y—ThRuy = (n— N Ryuy.
Aplikaci operatoru ) na obé€ strany pfedchozi rovnosti
Ray — Ruy = (1 — A)RaRyy.

ProtoZe y € X bylo libovolné, dostdvdme prvni identita. Vztah o komutaci operatorii 7y a R,
obdrzime zdmenou A a p v predchozim vypoctu. [

Nésledujici tvrzeni je obdobou zdkladni véty algebry o tom, Ze kazdy polynom stupné > 1 ma v
C alespon jeden kofen.

Véta 4.25. Necht’ X je komplexni Banachiiv prostor, T € L[X]. Pak o(T') # (.

Diikaz. Kdyby p(T) = C, je funkce z C do L£[X] definovana piedpisem z > (A — 7)1
omezend a holomorfni v celé komplexni roviné C a podle modifikované Liouvilleovy véty [7,
str. 91] je konstantni'. Z druhé strany, pro |\| > ||T|| plati

IA =T)zl| = Mz = [[Tz| = (Al = T[]l

a odtud 1
1A =DM < =7
Al =T
co znamend, e (A — T)~! — 0 pro |A\| — oc. To vzhledem k tomu, Ze (A — T') ! je konstantnf,
7e (\—T)~1 =0 —spor. ]

"Lze ukézat, 7e tato véta plati nejen pro zobrazeni z C do C ale i pro zobrazeni, jejichZ obor hodnot je komplexni
Banachuv prostor.
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Véta 4.26. Necht' T € L[X]. Pak
o(T) C{zeC: |2 <|T|}-

Diikaz. Dikaz vyuZziva skute¢nosti uvedené ve Vété 1.20, Ze pokud ||T'|| < 1, je operdtor I — T
invertibilnf a ||(I — T) 7| < (1 — ||T||) 7% Pro |A| > ||T|| je

1
A=T=X(I--T
< A >
invertibilni a inverze je spojity operator. Skute¢nost, ze R(A — T') = X plyne z faktu, Ze
oo oo
| 1"
n=1 n=0

Posledni nekonecnd fada je konvergentni pro Vy € X, tj. pro Vy € X je definovdno R)y =
A —T)"1y. |

=1l =1 (15 ) 1=

Definice 4.27. Necht' T' € L] X]. Spektralni polomér operétoru je definovan vztahem

ro(T) = sup |\
Aeo(T)

Nasledujici véta ukazuje, Ze pro spektralni polomér plati podobny vzorec jako pro polomér kon-
vergence mocninné fady.

Véta 4.28. Plati vzorec )
ro(T) = Tim |77 42)

Diikaz. Podle Véty 1.20 pro A > [|T'|| je Ry = > .2 %_1 a pro polomér této mocninné fady v

n=1
proménné  plati R = limsup ||7™|| = . Dile Ize ukdzat, 7e pro polynom F'(\) = app A" +- - -+
plati
o(F(T)) = F(o(T))

ve smuslu, A € o(T), pravé kdyz F'(\) € o(F(T)). Tedy r,(T") = (r,(T))". Ddle plati
re(IM) < T = (re(]))" <177,

tedy
1 1
re(T) < || T"||» = 7,(T) <liminf||T"|=.

To spolu s pfedchozimi dvahami implikuje, Ze existuje lim ||7" ||% a tedy plati vztah (4.2). |

4.4 Spektrum kompaktnich operatoru

V tomto odstavci uvedeme nékolik tvrzeni tykajicich se spektralnich vlastnosti kompaktnich op-
eratord. Tato tvrzeni dopliiuji Vétu 4.18 z Odstavce 4.2.

Véta 4.29. Necht' T' € L[X] je kompaktni. Pak pro libovolné \ # 0 je

dimKer (7' — \) < oo.
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Ditkaz. Oznatme Y = {x € X : |z = 1} N KerT). Necht z € Y, tj. ||z,]| = laz, =
A"1Tx,, tj., z posloupnosti z,, 1ze vybrat konvergentni podposloupnost (nebot” A~'7" je kompak-
tni), coZ znamend, Ze jednotkovd sféra v Ker T) je kompaktni. To implikuje, Ze dim Ker T) <
Q. |

Véta 4.30. Necht' T' € L[X] je kompakini \ # 0. Pak obor hodnot R(Ty) je uzavieny podprostor.

Diikaz. Sporem, predpoklddejme, Ze R (7)) neni uzavieny, tj., existuje y, = Thz, € R(T)),
Yn — Y & R(T)y). Pak zfejmé y # 0 (nebot’ trividlné 0 € R(T))). To znamenad, Ze z,, & Ker T
pro n dostate¢né velkd. Pak je vzdalenost o(z,, KerT)) = d,, > 0, nebot’ obor hodnot Ker T’
je uzavieny podprostor podle predchozi véty. Vyberme posloupnost u,, € KerT) takovou, Ze
On = ||zn — uy| < 2d,. UkdZeme, Ze 6, — oo. Je-li #,, ohraniend, obsahuje posloupnost
T(x,, — uy)|| konvergentni podposloupnost. Soucasné ale

Tp — Up = )\_1 [T)\(xn - yn) + T(:En - Un)]
a tedy i ,, — u, obsahuje konvergentni podposloupnost konvergujici k néjakému = € X. Pak
posloupnost T (z, — uy,) konverguje k Thz i k y. Odtud Thx = y, tj. y € R(T\) — spor. Tj.

0, — oo.
Oznatme v, = 0, (2, — uy). Pak |lu,|| =1 a

1 1
Thvp = —Ta(xy, — up) = —Ti(x,) = 0,
On O
nebot’ Thx, = y, — vy je konvergentni a tedy omezend. Déle plati
1
A

ProtoZe ||v,|| = 1, obsahuje T'v,, konvergentni podposloupnost, oznaéim ji opét v, v, — v a
Thv = 0 (nebot’ Thv, — 0), tj. v € KerT) a proto i w,, := v, + Opv € KerT), coZ znamena
dp, < ||zy, — wy||. Soucasné

v = AN = Tvn + To,) = ~(Tov, + Toy,).

en(xn - un)

On

Ty — Wy = Ty — Uy, — Opv = — Opv = 0, (v, —v),

odtud

[0 = vnll < [Onlllvn = v]] < 2dnvn — vl],
nebot’ 0,, < 2d,,. Tim jsme dostali nerovnost 1 < ||v,, — v||, kterd odporuje tomu, Ze v,, — v. Tim
jsme vylou¢ili i pfipad 6,, —' oo. Celkem tedy obor hodnot R (7)) je uzavieny podprostor. [

Véta 4.31. Necht' T € L[X] je kompaktni. Pak bodové spektrum op(T) je nejvyse spocetnd
mnoZina s jedinym moZnym hromadnym bodem A\ = 0.

Diikaz. Necht' Ai jsou prvky bodového spektra operatoru 7', tj. 3z, # 0 takové, Ze Txp = A\pxg.
Je-lin € Na Ay, ..., \, jsou navzdjem riznd, pak x1, ..., x, jsou linedrné¢ nezavislé prvky. To se
dokaze sporem, necht’ x,, = ayx1 + - - - + p—_12p—1. Pak

Tz, — Ay =T(o1x1 + -+ ap_12p—1) — (o1 + ... ap_1Tp—1 =
:Oél()\l — )\n) + -+ an—l()\n—l — )\n) =0.

Jsou-li z1,...,x,_1 linearné nezavisld, nutné oy = 0 = - -+ = ay,_1, spor, nebot” x,, # 0. Tedy
Z1,...,Tp—1 jsou linedrné zavisld a konstrukci miZeme opakovat az ,sestoupime”“ nan = 2 a
dostanemem konecny spor.
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Nyni necht ¢ > 0 je libovolné, ukdZeme, Zze mnozina {A € op(T) : |\ > ¢} je konecna.
Predpoklddejme, Ze je nekone¢nd, tj existuje posloupnost A\, s |A,| > e a Tz, = A\px, s T # 0.
Pak {z,} je linedrné nezdvisld mnozina. Ozna¢me M,, = Lin{x1,...,z,}. Pak M;,_1 C M, je
uzavieny linedrni podprotor v M,, a podle Rieszova lemmatu (Lemma 1.13) existuje u,, € My,
||lun |l = 1 takové, Ze ||u, — x| > % Va € M, 1. Protoze Tx,, = \px, plati i Tz, € M,. Nyni,
jerliz e My, tj.x = gz + -+ - + apZy, je

(>\n - T)I = al()\n - Al)xl + -+ an—l(>\n - )\n—l)fEn—la

odtud (A, — T')(My,—1) C My_1. To implikuje (A, — T)uy, € M,—1, atedy z := (A — T)u,, +
Tuy, € Mp—1prol <m < n,tj.i %z € M,,_;. Celkem tedy

1

Tup, — Tupm = Aty — Aty — Ty, — Ttpy) = A (up — /\—z),
n
COZ znamena, ze )
€
[Tun = Tum|| = [An[lun — YnZH > bR
nebot’ |\, | > e a||u, — A, 12| > 3 protoze A, 'z € M,_1. Sestrojili jsme posloupnost [|uy || = 1
takovou, Ze T'u,, neosahuje konvergentni podposloupnost a to je spor. [

Véta 4.32. Necht’ X je Banachiiv prostor, T € L]|X] je kompakini operdtor. Pak pro A € R md
rovnice

A-Tz=y
FeSeni, pravé kdy? o(y) = 0 proVo € X', které je FeSenim rovnice (A — T")p = 0.
Diikaz. Rovnice ma feSeni prave kdyz
y € R(T\) = R(Ty) = *[Ker (A = T")],

tj. ¢(y) = 0 pro Vo € Ker (A = T"), tj. (A —T")p = 0. Zde jsme vyuZili znacni zavedeného pred
Vétou 4.18. [
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