Nékteré nezbytnosti z algebraické geometrie
Necht K je téleso.

Definice. n-rozmérnym afinnim prostorem nad K rozumime
kartézskou mocninu K. Budeme jej znadit A"(K), tj.

A"K) ={(x1,...,xn); X1,...,xn € K}

Definice. n-rozmérnym projektivnim prostorem nad K rozumime

rozklad na mnoziné K"+ — {(0,...,0)} pfisluiny ekvivalenci ~,
kterou definujeme takto: pro libovolné (n + 1)-tice (xi,. .., Xp+1),
(Y1, Yns1) € K" polozime (x1,. .., Xpt1) ~ (V1) Ynt1)

pravé tehdy, kdyz existuje A € K*, které pro kazdé
i€{l,...,n+ 1} spliiuje podminku x; = Ay;. Tento n-rozmérny
projektivni prostor nad K budeme znadit P"(K), tfidu rozkladu (tj.
bod projektivniho prostoru) obsahujici (n + 1)-tici (x1, ..., Xp+1)
budeme znadit [xi, ..., Xpt+1]-



Afinni ¢ast projektivniho prostoru

Necht xi, ..., Xp11 jsou z télesa K, pficemz alespon jedno z nich je
rizné od nuly.

Xpt1? ") X::-l’ ]’

) € A"(K).

Jestlize naopak xpt+1 = 0, uréuje [x1, ..., x,+1] jednoznaéné bod
[x1,...,x.] € P"71(K).

Lze tedy n-rozmérny projektivni prostor ,,rozdé€lit“ na n-rozmérny
afinni prostor, ktery povazujeme za mnozinu ,vlastnich bodid" a na
mnozinu ,nevlastnich bodd", kterd tvofi (n — 1)-rozmérny
projektivni prostor.

Jestlize x,+1 # 0, pak pIati [x1, .. x,,+1] = [
¢imz je pevné dan bod (-

+1""’X+1

MlZzeme si predstavovat, ze nevlastni body ,leZi v nekonec¢nu."
Toto rozdéleni vsak neni kanonické — lze to provést mnoha
zplsoby. Tedy to, zda je bod vlastni nebo ne, je véc nasi volby.



Nadplochy projektivniho prostoru

Mame-li homogenni polynom F(ti,...,th1) € K[t1,. .., thti]

o n+1 proménnych nad K stupné k a bod [x1,...,xs1+1] € P"(K),
ma smysl| se ptét, zda F(xi,...,Xxp+1) = 0. Je-li totiz

[x1,. ..y Xn+1] = 1, - - -, Ynt1], pak existuje A € K*, které pro
kazdé i € {1,...,n+ 1} spliiuje podminku x; = Ay;. Pak ovSem
F(x1,. . %n41) = FOW1, - Ang1) = A Fya, .o, Yaga), a
tedy F(x1,...,%p+1) =0, pravé kdyz F(y1,...,ynt1) = 0.

Definice. Necht F(ti,...,th+1) € K[t1, ..., ta+1] je homogenni
polynom stupné k. Mnozina

C=A{[x1,...,xnt1] € P"(K); F(x1,...,%Xn+1) = 0}

se nazyva nadplocha stupné k v P"(K). Je-li n = 2, hovofime také
o kiivce stupné k v projektivni roviné P?(K).



Singularni bod nadplochy projektivniho prostoru

Parcidlni derivaci homogenniho mnohodlenu je opét homogenni
mnohoclen. Ma proto smysl nasledujici definice.

Definice. Necht F(ti,...,th+1) € K[t1, ..., tht1] je homogenni
polynom stupné k a

C={[x1,....,xny1] € P"(K); F(x1,...,%n41) =0}

pFislusna nadplocha. Bod [x, ..., xs11] € C se nazyva singularni,
jestlize pro kazdé j € {1, ..., n+ 1} plati

OF

—(x1,...,X =0.

8X,'( 1, ’ n-‘rl)

Nadplocha C se nazyva singularni, existuje-li alespon jeden jeji
singularni bod.



Priklad

Uvazme redlnou projektivni rovinu P2(R).
Abychom se vyhnuli indexdim, budeme psat x, y, z misto t;, to, t3.

Kubicky mnohoélen Fi(x,y,z) = x3 + x?z — y?z nam definuje
kubickou kfivku Cy (tj. k¥ivku stupné 3)

1= {lx,y,2] € P*(R); Fi(x,y,2) = 0}.
Jisté [0,0,1] € C3. Tento bod je singularni, nebot

ok 2 ok ok 2 2
— =3x"+2 — =2 — =Xx" -y~
~ X Xz, Y yz, . X —y

Je tedy C; singuldrni kfivka.



Dalsi priklad

Opét pracujme s redlnou projektivni rovinu P?(RR).

UvaZme nyni mnohoclen F(x,y, z) = x3 + xz? — y2z a pfislu$nou
kubickou krivku

Co = {[x,y,z] € P?’(R); Fa(x,y,z) =0}.

Hledejme singularni body na C,. Plati

an 2 2 8,:2 8"—2 5
Ox X"+ z°, dy vz, 97 Xz — y
Z%’?ZoplyneXZOaz:O, pakalez—%iz =0 plyneiy =0.

Ale trojice nul nedava zadny bod projektivni roviny. Singuldrni bod
na Cy tedy neexistuje a proto C> neni singuldrni krivka.



Eliptické krivky
Definice. Eliptickad kfivka nad télesem K je usporadana dvojice
(€, 0), kde & je nesinguldrni kubicka kiivka v P2(K) a O € £.

Poznamka. Je mozné zavést pojem biracionalni ekvivalence dvou
kfivek, spocivajici v tom, Ze existuji transformace prostoru
prevadéjici jednu k¥ivku na druhou a obracené, pficemz tyto
transformace jsou ,,pékné" v tom smyslu, ze transformacni rovnice
jsou dany homogennimi polynomy téhoz stupné nad K.
Véta. Libovolna elipticka kfivka nad K je biraciondlné ekvivalentni
s néjakou eliptickou kfivkou (£, O) nasledujiciho tvaru (pficemz
transformace prevadéji vyznaceny bod jedné kfivky na vyznaceny
bod druhé kfivky)

€ ={lx.y,2] € PX(K): F(x.y,2) =0},

kde

F(x,y,z) = y?z 4 aixyz + aoyz® — x> — azx?z — agxz® — asz°,

ai,...,as € Ka0O=10,1,0].



Eliptické krivky dané Weierstrassovou rovnici

V projektivni roviné zvolme za afinni ¢ast mnozinu téch bod,
které maji nenulovou treti soufadnici, tedy bodu [x, y, 1].

Kazd3 eliptickd kfivka ve tvaru z predchozi véty ma jeden nevlastni
bod (totiz O = [0,1,0]) a v afinni &asti je dana rovnici

y2 + ai1xy + axy = x3 + a3x2 + agx + as.

Tato rovnice se nazyva Weierstrassova rovnice.

V dal$im textu budeme predpokladat, Ze charakteristika télesa K
neni ani 2 ani 3, tj. ze 2 i 3 jsou invertibilni prvky v K.
Davodem je to, ze pro nase tcely eliptické kfivky nad télesy
charakteristiky 2 a 3 nejsou zapottebi a Ze tento predpoklad dale
zjednodusuje Weierstrassovu rovnici.

Mdzeme pak totiz predpokladat, Ze a; = a» = a3 = 0, a tedy
Weierstrassova rovnice je tvaru y2 = x3 + agx + as.



Kdy Weierstrassova rovnice zadava eliptickou krivku?

Véta. Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a, b € K.
Rovnice y? = x3 4 ax + b je Weierstrassovou rovnici néjaké
eliptické krivky, pravé kdy? plati 4a3 + 27b% # 0.

Diikaz. Polozme F(x,y,z) = y?z — x3 — axz? — bz3. Plati

?9/; = —3x% — az?, gl; = 2yz, Z':
Predpokladejme, Ze [x,y, z] je singularni bod. Pak z = 0 implikuje
x =y =0, spor. Je tedy z # 0. Proto y = 0 a pro v = 7 plati
372 = —a, 2ay = —3b. Jestlize a = 0, pak také b = 0. Naopak pro
a=b=0 je bod [0,0,1] singulérni Zab)'/vejme se dale pfipadem
a#0.Platiy=—32 12 =—2 =95 + 453 +27b2 = 0. Naopak,
je-li 423 +27p% = 0, a # 0, ovéfme, ze pro v = —32 Je [v,0,1]

singuldrni bod, co? je snadné, naptiklad 72 = ?1’;2 = —%, dale

Y4+ay+b=(-3L)(-2)+a(-3L)+p=L-31p=0.

= y? — 2axz — 3bz°.



Elipticka krivka dand Weierstrassovou rovnici

Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a,b € K,
433 + 27b% +# 0. Pak Weierstrassova rovnice

yzz = x3 + axz? + b23

spolu s vyznaénym bodem O = [0,1, 0] zadava v projektivni roviné
P2(K) eliptickou kfivku &.

Tento vyznacny bod O je jedinym bodem na nevlastni pfimce

z = 0. Plati dokonce, Ze nevlastni pfimka z = 0 ma s eliptickou
kfivkou & trojnasobny bod dotyku O, nebot dosazenim z = 0 do
rovnice kfivky dostaneme x3 = 0.

Ostatni body eliptické kfivky jsou vlastni a jsou v afinni roviné
A%(K) = K2 uréeny rovnici y?> = x3 + ax + b.

Je-li A= [a,8,1] € €, paki B = [a,—f,1] € E. Piimka AB m4
v P2(K) rovnici x = az a obsahuje je$té tfeti bod na &, totiz O.



Eliptickd kFivka € : y?z = x> + axz> + bz3, O = [0, 1, 0]

Jsou-li A= o, 5,1 € €, B=1y,0,1] € &, pfi€emz o # 0, pfimka
, 2 - _ _ 5_ﬁ

AB ma v P%(K) rovnici y = Bz + (x — az)k, kde k = P

Hledejme priseciky prfimky AB s eliptickou kfivkou &.

Dosazenim této rovnice za y do rovnice y?z = x3 + axz? + bz3 a

vydélenim z3 dostaneme kubickou rovnici pro s koeficienty z K:

3 2
(2)"+aZ+b— (B+(2—a)k)"=0.
Jde o normovany kubicky polynom v 7, jehoz dva kofeny o a v uz
zname. Proto ma jesté treti kofen o € K a z Viétovych vztahi
zjistime, Ze plati o + v + 0 = k2.

Pfimka AB a eliptickd kfivka & maji tedy jesté treti prasecik
C=lo,7,1],kdec =k?> —a—~, 7= B+ k(c—a).

Nékdy mize bod C splynout s nékterym z bodi A, B, v tom
prépadé mluvime o dvojnasobném priseciku.



Eliptickd kFivka € : y?z = x> + axz> + bz3, O = [0, 1, 0]

Podobné se odvodi, ze pokud sestrojime kfivce £ v jejim bodé A
teCnu, protne tato tecna kfivku & jesté v jednom bodé. Mame tedy
operaci: pro libovolnou dvojici bodll A, B € £ je jejim vysledkem
treti prasecik, ktery nazveme A x B. Tato operace vsak neni
»P€kna“: nema neutralni prvek, neni asociativni.

Proto operaci jesté trochu pozménime pomoci pevné zvoleného
bodu O. Definujeme soudet bodii A, B € £ predpisem

A+B=(AxB)xO.

Tato operace s¢itani bodd je zfejmé komutativni, (€, +) ma
neutralni prvek O a libovolny bod A = [a, 3,1] € £ ma opaénd
bod —A = [a, —3,1] € £. Je mozné dokazat, ze operace s¢itani
bodu je také asociativni, je tedy (£, +) komutativni grupa.
Dikaz asociativity je mimo moznosti této prednasky.



Explicitni popis operace scitani bodil

Véta. Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a,b € K,
42% +27b° # 0. Necht & je eliptickd kfivka dand Weierstrassovou
rovnici y?z = x3 + axz® + bz3 s vyznaénym bodem O = [0, 1,0].
Operaci + na £ je mozZné popsat takto:

1. Pro libovolné A € £ klademe A+ O = 0+ A= A.

2. Pro libovolné A = o, 3,1] € € je také B = [a,, —f3,1] € € a
klademe A+ B = O. (Tento bod B pak oznacujeme —A.)

3. Pro libovolné A = [a, 3,1] € €, B = [v,0,1] € £ takové, Ze
B # —A, poloZzme

k= o je-li A+ B,
i? Jjelli A=B,

o= k2—a—'y,
T = —f+ k(o —0),

pak plati [o,7,1] € £ a klademe A+ B = [o,7,1] € €.



Véty o eliptickych krivkach nad konecnymi télesy

Projektivni rovina nad koneénym télesem ma koneéné mnoho bodi,
proto eliptickd kfivka nad konecnym télesem je konecna grupa.

Véta. (Hasse)

1. Necht p je prvocislo a (€, O) je elipticka kfivka nad F,. Pak
|E| = p+ 1 — ap, kde celé Cislo a, spliiuje |ap| < 2,/p.

2. Oznacme o, € C koren rovnice x2 — apx +p=20. Pro

libovolné n € N necht (€, O) je eliptickd kfivka nad IF pn

urcend stejnou Weierstrassovou rovnici jako (€, O) (to m3

smysl, nebot T, C Fpn). Pak plati |Ex| = p" +1 — 2R(ap),

kde R znali redlnou &ast komplexniho Cisla.



