Véty o eliptickych krivkach nad konecnymi télesy

Projektivni rovina nad kone¢nym télesem md kone¢né mnoho bodi,
proto eliptickd kfivka nad konecnym télesem je konecna grupa.

Véta. (Hasse)

1. Necht p je prvocislo a (€, O) je elipticka kfivka nad F,. Pak
|E| = p+ 1 — ap, kde celé Cislo ap, spliiuje |ap| < 2,/p.

2. Oznacme o, € C kofen rovnice x2 — apx +p=20. Pro

libovolné n € N necht (£,, O) je eliptickd krivka nad IF pn

uréend stejnou Weierstrassovou rovnici jako (£, 0) (to md

smysl, nebot F, C Fn ). Pak plati |E,| = p" + 1 — 2R(ay),

kde R znali redlnou &dst komplexniho ¢isla.

Véta. Necht (€, O) je elipticka kfivka nad konecnym télesem F,
kde q je mocnina prvocisla. Pak (£,+) je cyklickd grupa nebo
soucin dvou cyklickych grup. Navic, ve druhém pripadé, je-li (€,+)
izomorfni se soucinem cyklickych grup o di a d» prvcich, pficemz
di | da, pak platidi | g — 1.



Véty o eliptickych krivkach nad Q

Véta. (Mordell) Necht (€, O) je elipticka kfivka nad Q. Pak (€, O)
Je koneéné generovand grupa. Jinymi slovy: oznaéme (€', +)
podgrupu prvki kone¢ného radu v grupé (€,+) (tzv. torzni
podgrupa); pak existuje (jednoznacné urcené) nezaporné celé &islo
r tak, Ze (€,+) je izomorfni se soucinem (E£',+) x (Z,+)".

Véta. (Mazur) Necht (£, O) je elipticka kfivka nad Q. Pak jeji
torzni podgrupa je izomorfni s nékterou z nasledujicich 15 grup:

(Z/mZ,+) prol < m <10 nebo m = 12

(Z)2Z,+) x (Z/2mZ,+) prol<m<4

(a kazdd z uvedenych grup je torzni grupa nékteré eliptické kfivky
nad Q).



Proc¢ si poviddme o eliptickych krivkach?

Eliptické krivky se vyuZivaji v nékterych testech na prvociselnost i
v algoritmech hledani netrividlniho délitele.

Za tim (cCelem je tfeba pracovat také s ,eliptickymi kfivkami“ nad
okruhem Zp = Z/NZ zbytkovych tfid modulo N i v pfipadé, ze
prirozené Cislo N neni prvocislo. Ovéem projektivni prostor je
definovédn jen nad télesem, coz v tomto pfipadé Zy neni (proto ty
uvozovky).

Proto budeme definovat pojem projektivniho prostoru i nad
okruhem Zy pro libovolné prirozené Cislo N.



Projektivni prostor nad okruhem Zy

Definice. Necht N je pfirozené Cislo (ne nutné prvocislo). Pak
n-rozmérnym projektivnim prostorem nad okruhem Zp rozumime
rozklad na nasledujici mnoziné (n+1)-tic zbytkovych tfid modulo N

M = {([a1]n; - - -, [ans1]n); @1, -y ant1 € Z, (N, a1, ..., a041) = 1}

prislusny ekvivalenci ~, kterou definujeme takto: pro libovolné

(n -+ 1)-tice ([31]/\/, ey [an+1],v), ([bl]N; ey [bn+1]/\/) eM
polozime ([a1]n, - - -, [ant+1]n) ~ ([b1]ns - - -, [Bnt1]n) pravé tehdy,
kdyz existuje A € Z, (A, N) = 1, které pro kazdé i € {1,...,n+ 1}
spliuje podminku [a;]y = [Abi]n-

V tomto n-rozmérném projektivnim prostoru P"(Zy) nad Zy
budeme tfidu rozkladu (tj. bod projektivniho prostoru) obsahujici
(n+ 1)-tici ([a1]n, - - -, [ans1]n) znadit [[a1]w, - - -, [@nt1]n]-

Pozndmka. Pro libovolné d | N homomorfismus okruht Zy — Zg4
uréeny predpisem [a]y — [a]q pro kazdé a € Z indukuje zobrazeni
n-rozmérnych projektivnich prostord P"(Zy) — P"(Zq).



Test na prvociselnost
Déno ptirozené Cislo N > 1, o kterém jsme testem Millera a
Rabina zjistili, Ze N je asi prvocislo. MiZeme také predpokladat, ze
vime, Zze N neni délitelné malymi prvocisly. Test na prvodiselnost
ma dokazat, ze N skutecné prvoclislem je, anebo to vyvratit.

Zndme uz N — 1 test Pocklingtona a Lehmera. Ten pracuje dobfe,
pokud jsme schopni dostatecné rozlozit Cislo N — 1. Pokud vsak
neexistuje dost velky délitel F|N — 1, ktery jsme schopni rozlozit na
prvocinitele, tato metoda neuspéje. Pak miZeme jesté zkusit N + 1
test, ten vSak vyzaduje rozlozit dost velkého délitele ¢isla N + 1,
coz se vSak Casto také nemusi podafrit a skoncime nezdarem.

Regeni nabizi teorie eliptickych k¥ivek: je-li N skute¢né prvodislo,
mame spoustu eliptickych krivek nad Zy. Jejich rady jsou rovny
prirozenym Cislam v intervalu (N + 1 — 2\/N, N+1+ 2\/N) Je
pravdépodobné, Zze nezanedbatelnou ¢ast z téchto Cisel budeme
schopni rozlozit na prvocinitele.

Sila metody eliptickych kfivek je v jejich poctu: pokud nevyhovuje
nékolik konkrétnich krivek, nevadi, vezmeme dalsi.



Opakovani N — 1 testu Pocklingtona a Lehmera
Predpoklddame, Zze zname prvocislo p délici N — 1, pfitom p®» je
nejvyssi mocnina p délici N — 1.

Daéle oznac¢me d libovolné neznamé prvocislo délici N.

Mame homomorfismus okruhti f : Zy — Zg, kde f([a]n) = [a]4
pro kazdé a € Z. Homomorfismus f je dobfe definovan, nebot

d | N. Protoze je d prvodislo, je druhy okruh téleso Fy = Z.
Predpoklddame existenci a, € Z, které splfiuje

N—-1

aLVfl =1(modN) a (ap® —1,N)=1.

N—
Oznatme b = f([ap]n) € Fy. Pak bN-1 =1, b'% # 1, a tedy F4d
prvku b je délitelny p®», odkud p® | |F| = d — 1, tedy
d =1 (mod p®»). Ziskali jsme tim informaci o nezndmém d.

Kli¢em k aspéchu zde byl homomorfismus f : Zy — Zg.
Prestoze jsme neznali d, a tedy nebyli schopni v Z4 pracovat,
pocitali jsme ve zndmém okruhu Zy a vysledky vypoctl jsme do
Z.4 zobrazili homomorfismem f.



Test na prvociselnost pomoci eliptickych krivek

Prejdéme k eliptickym krfivkdm, opét d znadi libovolné neznamé
prvocislo délici dané N, (N,6) = 1. Zvolme libovolné a, b € Z
takovd, ze (4a® + 27b% N) = 1. Rovnice y?z = x3 + axz? + bz3
nam dava ,eliptickou kfivku“ £y, na niz mame definovanu
CasteCnou operaci, a eliptickou kfivku £y, coz je komutativni
grupa. Z Hasseho véty vime, e ||E4] — d — 1| < 2V/d.

Prestoze v £, nejsme schopni pocitat (vzdyt nezndme d), mame
¢asteény homomorfismus f : En — &y, kterym mizeme vypodlet
provedeny v Ey zobrazit do £4. Vime, ze f([[0]n, [1]n, [0]n]]) = O
a ze pro libovolny P = [[u]n, [V]n, [1]n]] € En plati f(P) # O.
Je-li g prvocislo a bod P = [[u]n, [V]n, [1]n]] € En takovy, ze
mame definované q- P =P+ P+ ---+ P = [[0]n, [1]n, [0]n]], pak
¥ad bodu f(P) v grupé &4 je q, a tedy (Vd +1)2 > [E4] > q.
Najdeme-li takovy bod P pro prvocislo g > (v/N + 1)?, plyne
odtud d > /N, a tedy N je prvodislo.

Problém je, jak volit ¢isla a, b a jak najit prvocislo g a bod P € &y
s potrebnymi vlastnostmi. ..



Goldwasser - Kilian, 1986

Redeni navrzené Goldwasserem a Kilianem ma spide teoreticky

vyznam; je mozné dokazat, ze plati-li jistd hypotéza o rozloZeni
prvocisel v kratkych intervalech, pak ocekdvany cas vypocltu je
O(In'? N), tedy polynomialni.

Existuje algoritmus Schoofa, ktery pro prvoéislo p poditd rad (tj.
poclet bodii) dané eliptické kiivky nad F,, v case O(In8 p).

Zvolime nahodné a, b € Z tak, aby (4a% + 27b% N) = 1. Pomoci
Schoofova algoritmu uréime pro kfivku (€, O) uréenou rovnici
y?2=x3+ax+ bapro p= N jeji Fdd m (jestlize N neni prvoéislo,
nema m zadny vyznam). Ziskané m zkousime délit malymi
prvolisly s nadéji, ze poté, co odstranime malé faktory, z(stane
nam q > (W+ 12, g< % o kterém test Millera a Rabina zjisti,
ze ¢ je asi prvocislo. Pokud se nam to nepodafi, zaCneme znovu

s jinymi a, b € Z.

Existuje algoritmus, ktery pro prvocislo p a celé Cislo e hleda v Case
O(In* p) tedeni kongruence x> = e (mod p) a to, e takové Fedeni
neexistuje, zjisti dokonce v ¢ase O(In? p).



Goldwasser - Kilian, 1986, pokracovani
Najdeme bod P na kfivce: ndhodné zvolime ¢ € Zy a hleddme
d € Zy tak, aby d? = c3 4 ac + b (jde o kongruenci modulo N;
d hleddme jako by bylo N prvodislo, pak udélame zkousku, pokud
nevyjde, nebylo N prvocislo a jsme zcela hotovi). Neexistuje-li
takové d, zkusime jiné c. Pak za P zvolime 7-ndsobek bodu
[c,d,1] v (€,+). Je-li P =0,1,0], zvolime jiné c atd. Je-li
P #10,1,0], pak plati P = [x,y, 1] pro néjaké x, y € Zy.
Spoditdme g-nasobek bodu P v (€, +). Neni-li definovan, nasli
jsme netrividlniho délitele ¢&isla N. Jestlize nedostaneme [0, 1, 0],
neni m rad kfivky (€, O), Schooftiv algoritmus tedy nedal spravny
vysledek a proto N neni prvodislo. Jestlize g-nasobek bodu P je
[0,1,0], pak je N prvocislo, pokud g je prvocislo. To zjistime
rekurzivné (No = N, Ny je g pro No, N je g pro Ny, ...).
S rekurzi skon¢ime v okamziku, kdy N; je dost malé na to,
abychom ové¥ili jeho prvociselnost pokusnym délenim (to nastane
v O(In N) krocich vzhledem k Niy1 < SN;). Je tieba si uvédomit,
Ze neni-li N; prvodislo, skon¢ime jen v pfipadé /i = 0, pro i < 0 je
treba se vratit k i — 1 a najit nové N;.



