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Tato metoda je zaloZena na teoretickych vysledcich, které bohuzel
notné prevysuji moznosti nasi prednasky. Nevoli kfivky nahodné,
ale voli specidlni pripad eliptickych krivek, tzv. eliptické k¥ivky

s komplexnim nasobenim. Vyhoda metody je v tom, Ze je mozné
snadnéji spocitat rad téchto kfivek (vyhne se Schoofové algoritmu,
ktery byl na predchozi metodé ¢asové nejndrocnéjsi).

Atkinlv test byl implementovan Atkinem a Morainem v roce 1990
a byl schopen dokazovat prvociselnost Cisel o zhruba 1000
dekadickych cifrach v fadové tydnech strojového ¢asu na Sparc
station (pfi tehdejsi rychlosti pocitaéd, nyni by $lo o hodiny).

| v tomto pfipadé je olekdvany cas vypoctu polynomidlni (pfesnéji
O(In® N)). Nejhor$i mozny &as vypoltu neni mozno stanovit,
protoZe jde o pravdépodobnostni algoritmus.

Deterministicky algoritmus AKS polynomialniho ¢asu objevili v
roce 2002 panové Agrawal, Kayal a Saxena z Kanpuru v Indii.
Jejich algoritmus je zaloZzen na pomérné jednoduché myslence a
nepracuje s eliptickymi kfivkami. Avsak ditkaz jeho polynomidlnosti
vyzaduje vysledky analytické teorie Cisel.



Funkce 7(x)

Pro libovolné kladné redlné ¢islo x ozna¢me m(x) pocet prvocisel
neprevysujicich x. Je tedy

7(x) =0 pro x € (0,2),

m(x) =1 pro x € [2,3),

m(x) =2 pro x € [3,5),

m(x) =3 pro x € [5,7), atd.

Nasledujici duilezitou, hlubokou a slavnou vétu uvedeme bez
dikazu. Jeji formulaci objevil Gauss v 18. stoleti, avSak dikaz
nenasel.

Byla dokéazana az na konci 19. stoleti (v roce 1896 objevili dikaz
nezdvisle na sobé Hadamard a de la Vallée Poussin).
PFripomerime, ze In x znadi pfirozeny logaritmus.

Véta.

lim ——=
X—>00

m(x) 1

In x



Cebysevova véta

Pro (cely dikazu polynomidlnosti algoritmu AKS bude stacit
nasledujici vysledek, ktery uz budeme schopni dokdzat.
Vétu tohoto typu dokéazal poprvé Cebysev v roce 1852.

Véta 1. Pro libovolné celé Cislo N > 2 plati

N 3N
-2 N .
<7w(N) < oz, N

logy, N

Pro redlné Cislo x znadi [x] jeho celou &ast, kterd je jednoznacéné
uréena podminkami [x] € Z, 0 < x — [x] < 1.

Déle pro libovolné pfirozené Cislo n a libovolné prvocislo p je vp(n)
pocet prvodiniteld v rozkladu &isla n, které jsou rovny p, neboli
plati p*»(") | na pttve(n) 4 p.

Je zfejmé, Ze pro libovolné m, n € N plati v,(mn) = vp(m) +vp(n).



Lemma 1. Pro libovolné prirozené Cislo n a libovolné prvocislo p

plati .
vp(nl) =3 {”}

k
k=1 P

Dikaz. Nejprve si vSimnéme, Ze suma na pravé strané je jen
n

formalné nekoneéna: je-li p¥ > n, plati [?] = 0.

Déle je tfeba si uvédomit, ze [p—”k] znadi pocet téch &isel z mnoziny
{1,2,...,n}, ktera jsou délitelna Cislem pk.

A odtud plyne i ditkaz: nejprve (pro k = 1) zapo¢itdme jednou
vsechny ty Cinitele v n! =1-2----. n, ktefi jsou délitelni p.

Pak (pro k = 2) zapocitdme podruhé viechny ty Cinitele, ktefi jsou
délitelni p2.

Poté (pro k = 3) zapoditame potfeti viechny ty Cinitele, ktefi jsou
délitelni p3 atd.

Libovolny Cinitel s sou¢inunl=1-2-.... n je tedy zapocitdn
pravé vp(s)krat a tedy prava strana dokazované rovnosti je rovna

2 e=1vp(s) = vp(nl).



Lemma 2. Pro libovolné prirozené Cislo n a libovolné prvocislo p
plati: je-li £ = vp((3")), pak p* < 2n.

Diikaz. Podle lemmatu 1 plati

(= V,,(Ei’!?;) — up((2n)1) = 20 ((n1)?) = i([z'k’] o [ﬂ )

1 \LP p

Pro libovolné redlné x takové, e x — [x] < 3, plati [2x] = 2[x].
Je-li naopak x — [x] > 1, plati [2x] = 2[x] + 1. Libovolny s&itanec
v predchozi sumé je tedy 0 nebo 1. Pfitom scitance pro k takové,
ze p¥ > 2n, jsou ziejmé& nulové. Je tedy £ < max{k € N; pk < 2n}
a proto p’ < 2n.

Lemma 3. Pro libovolna prirozend ¢&isla n, k takovd, Ze 1 < k < g
plati (") < ().
Dikaz. Plati

() (k=Din—k+1)! _n—k+1 _n/2+1

(¢7y)  K(n— k) n! B k ~ n/2

> 1.



Lemma 4. Pro libovolné prirozené Cislo n plati (2n") < (2n)7n),

Diikaz. Rozlozme uvazovany binomicky koeficient na prvocinitele
(2n") = Ei?)); = pfl ... pk. Libovolné prvodislo p;, které se zde
vyskytuje, déli (2n)! a je tedy mensi nez 2n. Proto r < 7(2n) a

podle lemmatu 2 kazdé p,{(" < 2n. Odtud plyne lemma.

R P o , 92n
Lemma 5. Pro libovolné prirozené€ Cislo n plati 22—,1 < (2n”) < 22n,

. . e e, . 2n 2m\ 2n _ 92
Dikaz. Z binomické véty vime, ze Y i ( ,.) =(1+1)"=2°",
odkud plyne prava nerovnost.

Ukazeme-li, Ze v tomto souctu je scitanec (Qn") nejvétsi, dostaneme

. , 22n . . s L o v N
i levou nerovnost, nebot = je aritmeticky primeér 2n Cisel

(20n) + @Z) =2, (21n)' (22n)' s (2321)'
Ale to je snadné: plati (2,212,) = (2i") a pro libovolné 1 < i < n plati

(,.2_”1) < (2i") podle lemmatu 3.



Dolni odhad z véty 1: i My —2 < w(N)

Z lemmat 4 a 5 plyne

2n\ _ 22"
2 7r(2n) > > -
(2n) - <n> ~ 2n’
odkud zlogaritmovanim a vydélenim log,(2n) dostaneme
2n
oy > " _
m(2n) 2 log,(2n)

a dolni odhad véty 1 je dokazan pro suda N = 2n.
Je-li naopak N =2n+ 1 liché, uzijeme odvozeny odhad pro 7(2n):

on on 2n+1
2n+1) > m(2n) > ———~—1> - ’
m(2n+1) > m(2n) > log,(2n) logy(2n + 1) logy(2n + 1)

coz je dolni odhad véty 1 pro N =2n+ 1.



Lemma 6. Pro libovolné prirozené Cislo N > 1 plati

[Tp<4""

p<N
kde v soucinu p probihd vsechna prvocisla neprevysujici N.

Dikaz. Pro prirozené Cislo m ozname
b = (2m+1) = CmELE@m)..(m2) e tedy by, délitelné viemi

prvocisly p spliujicimi m+2 < p <2m+ 1, nebot tato prvocisla
se vyskytuji v Citateli a nedéli jmenovatele.

Proto bm > [, 12<p<om1 P-
V souctu 377 (371) = 22m+1 _ 2 se stitanec

by, = (2m+1) = (2m+1) objevi dvakrat, proto b, < 2.

m m+1
Celkem tedy

H p < 22m.
m+2<p<2m+1




Dokazujeme: [, p < 4"!

fma- 2m
Vime: [, 0<p<omi1 P <277

Nyni mdzeme lemma dokazat indukci: lemma ziejmé plati pro

N = 2. Predpokladejme tedy, ze N > 3 a ze lemma bylo dokdzano
pro vSechna 2 < m < N. Je-li N sudé, neni N prvocislo a z
indukéniho predpokladu pro m = N — 1 plyne

Hp: H p < 4N=2 < 4N-1,

p<N p<N-1

Je-li naopak N =2m + 1 liché, uzijme indukéni predpoklad pro
m+1 (vzdyt 2 < m+1 < N) a odvozenou nerovnost

Hp: H p- H p < 4m.4m=4N-1

p<N p<m+1 m+2<p<2m-+1



Lemma 7. Necht p1 =2, pp =3, p3 =5, ... je rostouci
posloupnost vsech prvocisel. Pak pro kazdé k > 9 plati
P1-..Pk Z2k-k!.

Diikaz. Pfimym vypoctem lze ovérit, ze
pL...po=2-3-5---19-23 = 233092870 > 185794560 = 2° - 9!.
Pro k > 9 uzijeme indukci: predpokladejme, ze k > 9 a Ze pro k
lemma plati. Z¥ejmé pyxy1 > 2(k + 1), a tedy

P pre1 > 2Kkl 2(k 4+ 1) =251 (k + 1)1,

coz jsme méli dokazat.

Lemma 8. Pro libovolné prirozené &islo k plati k! > (k/e)k.

Dikaz. Vzpomenme si z analyzy na Tayloriv rozvoj funkce X v
Dukaz. Vzp yzy M )

nule:
o
-y
il
i=0

L, Lk i
Proto plati % <> 'I‘—, = ek, odkud plyne lemma.



Horni odhad z véty 1: 7(N) < |ozl2v,\,

Ukazeme nyni sporem, ze w(N) < 2N/In N. Pak totiz
3/logb N =3In2/InN >2,07/InN>2/InN > m(N)/N, coz
chceme ukazat. Predpokladejme, ze N > 27 (pfipad 2 < N < 26 se
rychle ovéfi vypoctem) a ze plati m(N) > 2N/ In N.
Necht k = w(N), pak p1, ..., pk jsou pravé viechna prvocisla
neprevysujici N. Lemmata 6, 7 a 8 davaji

4N> H p:pl...pk22k~k! >2k~(§)k.

p<N

Zlogaritmovanim
(2In2)- N> k-((Ink)+(In2) —1).
Dosazenim predpokladu k > 2N/ In N do predchozi nerovnosti

dostaneme
2N
(2In2)-N > N (In2)+(InN) = (InIn N) + (In2) — 1),
a tedy

(I=In2)InN —(InInN)+(2In2) =1 < 0.



Dostali jsme
(1—=In2)InN—=(InInN)+(2In2) =1 < 0.
pficemz N > 27.

Ovsem funkce f(x) = (1 —1In2)Inx — (In |n x)+(2In2) — 1, kterd
je definovana pro x > 1, spliuje f(27) > 5 a ma derivaci

f(x) =102 — L Z¥ejmé f'(xo) = 0 jediné pro

xo = et/(1= “in2) - = 26,02 a plati f/(x) > 0 pro x > xg.

Plati tedy f(N) > 0, ale to je spor a véta 1 je dokdzana.



