Hledani netrividlniho délitele pomoci eliptickych krivek
Mé&jme opét dano slozené prirozené Cislo N, které chceme rozlozit.
Je pfirozené predpokladat, ze (N,6) = 1. Zvolme a, b € Z tak, aby
(4a% +27b%, N) = 1. Pak rovnice
yzz = x3 4 axz® + bz3
nam uréuje ,eliptickou kfivku" (€, O) nad Zy, pfi¢emz
O = [0,1,0] € P?(Zp). Necht p je n&jaké (neznamé) prvocislo
délici N. PFedchozi rovnici je zaddna elipticka kfivka (£p, Op),
pricemz O, = [0,1,0] € P?(F}).
Pripomenime, Ze (€, +) je komutativni grupa a podle Hasseovy
véty plati |E,] = p+ 1 — ap, kde celé Cislo a,, spliiuje |ay| < 2,/p.
Na mnoziné £ mame definovanu ¢asteCnou operaci +, pricemz
kdykoli zndme néjaké body P = [a1, (1,1], Q = [a,52,1] € €
takové, ze P + Q neni definovano, snadno najdeme netrividlniho
délitele cisla N.
Navic existuje ¢aste¢ny homomorfismus f, : £ — &, takovy, ze
jestlize je pro P, Q € £ definovano P + @, pak plati
fo(P + Q) = f,(P) + £(Q).



Lenstrova metoda eliptickych krivek
Predstavme si, Ze zname néjaky bod P = [a, 3,1] € € a ze |Ep] je
B-hladké pro néjaké neprilis velké prirozené Cislo B.
Oznacme Lg nejmensi spolecny nasobek Cisel 1, 2, ..., B.
Pak oviem |&,| | L a plati tedy Lg - fp(P) = Op.
Predpokladejme, Ze je definovano Lg - P (pfitom si p¥i provadéni
algoritmu budeme prat samozrejmé opak).
Pak musi pro Lg - P = [/, 8',9] platit p | &/, p| B =1, p |+
Protoze nase vzorce pro scitani bodl ve treti slozce davaji vzdy 0
nebo 1, musi platit Lg - P = O. To ale znamen3, ze
Lg - f4(P) = Oq pro kazdé prvocislo q | N.
Pritom budeme Lg - P poditat postupné , dondasobovanim*
Jjednotlivymi prvodisly z rozkladu Lg, a tedy kazdy mezivysledek
musi mit ve tfeti sloZzce bud 0 nebo 1.
Protoze dondsobovani prvocisly délicimi Lg provadime podle
velikosti od nejmensich k nejvétsim, pokud je Lg - P definovéno,
musi byt nejvétsi prvocislo délici fad rq bodu f(P) v grupé (&, +)
pro viechna prvocisla g|N stejné.
To je ale znacné nepravdépodobné.



Lenstrova metoda eliptickych krivek - volba parametrt

Proto Ize cekat, Ze pokud pro zvolené neprilis velké prirozené Cislo
B plati, ze |Ep| je B-hladké pro néjaké prvocislo p délici N,

s velkou pravdépodobnosti najdeme zminénym postupem
netrividlniho délitele Cisla N.

Problémem ziistava, Ze pro zvolené ¢islo B nemusi |E,| byt
B-hladké pro zadné prvocislo p délici N, coz objevime az poté, co
spocitdame Lg - P. V tomto pripadé zvolime jind a, b a cely postup
znovu zopakujeme.

Zbyva vyjasnit nékolik véci: jak volit a, b, jak najit P € £ a jak
zvolit pfirozené Cislo B.

Nelze zvolit a, b ndhodné a bod P najit jako néjaké reseni
kongruence y? = x> 4 ax + b (mod N), tj. pro zvolené x nalézt y.
Protoze N neni prvocislo, fesit kvadratickou kongruenci modulo N
je prili$ obtizné (ze znalosti vech feSeni takové kongruence
bychom snadno spocitali netrivialniho délitele ¢isla N).

Proto zvolime jiny postup: polozime b =1, P =[0,1, 1] a volime
pouze a. Jisté potom P € £.



Lenstrova metoda eliptickych krivek - volba parametrt

Otédzkou ziistava jak volit B. Protoze pro mensi p je také mensi
|Ep|, vzhledem k tomu, Ze mensi Cisla jsou s vétsi pravdépodobnosti
B-hladka nez velka, je metoda citliva spise na velikost p nez na
velikost N. Proto je nutno zvolit B tak velké, jak velkd prvodisla
jsme jesté ochotni hledat (nebo Iépe, kolik ¢asu jsme ochotni
hledani vénovat). Analyza pomoci odhadu pravdépodobnosti toho,
ze Cislo jisté velikosti je B-hladké, ukazuje, ze pro hledani prvocisel

do velikosti v je vhodné volit B tak, aby In B = \/% Invininv.

Specialné tedy, pro hledani prvocisel mensich nez 10%° je vhodnou
hodnotou B = 12000 (pficemz ocekdvame, ze bude potreba projit
zhruba 12000 eliptickych kfivek, nez najdeme p).

Podobné jako u Pollardovy p — 1 metody je vhodné i zde doplnit
druhé stadium spodivajici v tom, ze pfedpokladdme, ze |&,| je
Bi-hladky nasobek prvocisla mensiho nez B,. Toto druhé stadium
je zcela analogické jako u Pollardovy metody, proto si uvedeme
algoritmus jen pro prvni stadium.



Algoritmus (Lenstrova metoda el. kfivek, 1. stadium). Dino
slozené N nesoudélné s 6 a hranice B, hleddme netrividlniho
délitele N. Mame tabulku p[1], p[2],..., p[k] vSech prvocisel < B.

1. [Inicializace] Poloz a < 0.

2. [Inicializace krivky] Oznacme (£, O) kfivku danou rovnici
y?z = x3 + axz? + 23, kde O = [0,1,0]. Poloz P = [0,1,1],
i+ 0.

3. [Dalsi prvocislo] Poloz i <— i+ 1. Je-lii > k, poloZ a<—a+1 a
Jjdi na 2. Jinak poloz q < pl[i], r < q, { + [%]' R« P.

4. [Ndsob bod na krivce] Dokud r < ¢, opakuj r < q - r. Pak zkus
spocitat P < r - P na kfivce (£, O). Pokud se to nepodarilo (tj.
v priabéhu vypocltu byl objeven nenulovy prvek okruhu Zy, ktery
neni invertibilni), vytiskni ziskaného netrividlniho délitele N a
skondi. Jinak (tj. P byl vypocten), je-li P # O, jdi na 3.

5. [Pocitej znovu] Dokud nebude R = O, opakované zkousej
spocitat R < q - R (pokud se to nepodafi, vytiskni ziskaného
netrividlniho délitele N a skonci). Nakonec poloZ a <+ a+1 a
jdi na 2.



Dobré aproximace redlnych cisel

Definice. Pro libovolné redlné &islo av necht () znaéi necelou &ast
Cisla «r, to znamend a — (o) € Z a 0 < (a) < 1.

Pro celou &ast [a] redlného Cisla « tedy plati [a] = a — ().

Definice. Pro libovolné realné &islo a necht ||c|| je vzdalenost o od
nejblizsiho celého Cisla, tj.

||| = min{|a — n|; n € Z}.

Definice. Necht § € R, p € Z, q € N, pfi¢emz (p, q) = 1.
Racionalni cislo 5 se nazyva dobra aproximace Cisla 0, jestlize
101l = g0 — p|  pro véechna ¢’ € N, ¢’ < q plati [|0]] > (g0

Priklad. Plati ||7r|| = 0.141593, ||27|| = 0.283185,

||37|| = 0.424778, ||4w|| = 0.433629, ||57| = 0.292037,

||67|| = 0.150444, ||77|| = 0.008851, ||8 | = 0.132741,

|97|| = 0.274334. Proto jsou 3 a 2 dobré aproximace &isla 7.
Dalsi dobra aproximace % pochazi z ||1067|| = 0.008821.




V&ta 1. Necht 0 e R, Q € R, Q > 1. Pak existuje g € N, g < Q
s vlastnosti ||qf|| < % Jestlize navic 6 ¢ Q anebo Q ¢ N, existuje

g €N tak, Ze g < Q, q9|\<%.

Diikaz. Nejprve budeme predpokladat @ € N. Uvazme Q + 1 Cisel
0,1, (0), (20), ..., ((Q —1)8) a rozdélme je do Q intervald
[0, %) [%, %) ..., [%5%,1]. Z Dirichletova principu plyne, e
alespon jeden interval obsahuje aspon dvé Cisla, tedy existuji
r,rm,s1,s € Z takova, z2e 0 < r; < rn < @ s vlastnosti

[(n0 —s1) — (R — )| < % Polozme g = r» — 1, pak ||gd]| <
Jestlize Q ¢ N, plyne véta z platnosti véty pro [Q] + 1.

1

Q)

Pozndmka. Ukdzeme si, ze z predchozi véty plyne, ze pro libovolné
0 € R — QQ existuje nekonecné mnoho g € N spliujicich

q-llef] <1. (1)

Ve skutecnosti je mozné dokonce dokazat vice: Cislo 1 na pravé
strané mize byt nahrazeno cislem % Toto siln€jsi tvrzeni vsak

nebudeme dokazovat.



Konstrukce posloupnosti dobrych aproximaci Cisla ¢

Zvolme pevné 6 € R — Q. Sestrojme indukci posloupnost vsech

dobrych aproximaci &isla 6. Jisté& gq; = 1 ddva dobrou aproximaci 2

Cisla 6 spolu s néjakym p; € Z a plati |g160 — p1| = ||0|| < % "
Protoze 20 ¢ Z, je touto rovnosti p; uréeno jednoznaéné. Ziejmé
(q1,p1) = 1.

Predpokladejme, Ze pro néjaké n € N mame dobrou aproximaci %
gisla 6. Protoze 0 ¢ Q, je ||gnf| #0avétals @ = ||g,0|*
zaruluje existenci g € N, které spliiuje ||gf|| < ||gnf||. Necht gpt1
je nejmensi g s touto vlastnosti a p,+1 € Z je uréeno podminkou
[Gn+101 = [gn+16 — pnt1]. Je tedy [|gni10]] < [lgnf]| a pro
viechna pro viechna g € N, g < gn41 plati ||gf]| > [|gaf]; je tedy

Z"—i dobra aproximace Cisla 6. Protoze % je také dobra aproximace
n n

Cisla 0, plati gni1 > qn. Kdyby t = (qn+1, pnt1) > 1, pak by
pr=>PteZ q=3=2ecN, ¢ < gp, piitom

im0 = dni10 — posa| = a0 — /| = £ q8] > 6]
coz by byl spor s definici gp41. Je tedy (gnt1, Pny1) = 1.



Vlastnosti posloupnosti dobrych aproximaci cisla 6
Dostali jsme posloupnost prirozenych Cisel

l=g1i<qp<g<... (2)
a celych cisel p1, p2, p3, ... spliujicich (pn,qn) =1 a

||qn9H = \an - Pn|a (3)
gn+101 < [[gnf]l, (4)
IOl > |lgnf|| pro viechna g € N, g < gpy1. (5)

Z véty 1 pro @ = gn+1 dostaneme existenci g € N, g < gp+1,
takového, Ze [|gf| < L. Podle (5) plati

Anllqnfll < Gny1llgad|| < 1. (6)

Kdyby Cisla gn+10 — pn+1 @ gnf — pp méla stejnd znaménka, pro

P = pnt1— Pn 0 < q = gni1 — gn < Gns1, bychom dostali
16’0 — p'| < |qnb — pn| = ||qnf||, coz by byl spor s (5). Proto

(4nf — Pn)(@n+10 — pnt1) < 0. (7)



Lemma 1. {%; n € N} je mnozina vsech dobrych aproximaci a
plati lim,_ o0 % =0.

Diikaz. Prvni ¢ast plyne z konstrukce, druhd z (6), nebot
6 — L] < &

7Lemma 2. dn+1Pn — QnPn+1 = +1.

Dikaz. Leva strana je celé Cislo a plati

An+1Pn — qnPn+1 = Qn(qn—HH - pn+1) - qn+1(qn0 - Pn)7 (8)
odkud spolu s (3), (4), (6) a (7) plyne
0 < qnl|Gnt+-10/|+Gn+1119n0|| = |Gnt1Pn—GnPrr1] < 2qn11]|gnf] < 2.

Dusledek. Cislo Gn+1Pn — GnPn+1 Md opacné znaménko nez
qnt — pn @ plati gny1Pn — GnPnt1 = —(GnPn—1 — Gn-1Pn)-

Diikaz. Plyne z (8) s pfihlédnutim k (3), (4) a gnt+1 > gn, druha
¢ast z (7) a lemmatu 2.



Lemma 3. Pro libovolné n > 2 existuje a, € N tak, Ze

dn+1 = anqn + gn-1, (9)
Pn+1 = a@nPn + Pn-1, (10)
|gn—16 — pn—1| = anlqn0 — pn| + |gn+10 — pny1l- (11)
Dikaz. Z disledku dostavame pp(gn+1 — gn—-1) = gn(Pn+1 — Pn—1)-
Protoze (gn, pn) = 1, plyne odtud existence celého ¢isla aj,
s vlastnosti gn11 — Gn—1 = anQn, Pn+1 — Pn—1 = anpPn. ProtoZe
dnt1 > gn—1, je ap > 0. Kone¢né, (11) plyne z (9) a (10) diky (7).

Pozndmka. Z (11) pro kazdé n > 2 plyne

an = [lastgmecil] — [le=rll], (12)

Zname-li tedy p1, p2, g1, g2 a 6, mizeme pomoci (12), (9) a (10)
dopoditat véechny dobré aproximace iracionalniho Cisla 6.

Pro 0 € Q, 20 ¢ Z, probiha cely proces stejné az do okamziku, kdy
llgnf]| = 0, tj. % = 6, kdy se proces konstrukce dobrych
aproximaci zastavi. Pro 6 € Q — %Z tedy dostavame konecné
mnoho dobrych aproximaci, z nichz posledni je rovna 6.



Véta. Necht 0 € R, 20 ¢ Z. Generujme rekurentné celd &isla py,
Qn, an, hejprve poloZme

po=1, qo =0,
p1 = [0], gq=1
Pro kazdé n € N takové, Ze q,0 # pn, pokracujme
a = [
Pnt1 = anPn -+ pn-1,
Gnt1 = anqn+ qn-1.

Pak vsechny dobré aproximace &isla 0 jsou pravé ziskand &isla E-

pron>1, je-liay > 1, resp. pron > 2, je-li a; = 1. Navic p/at/’n

(=1)"(gnf — pn) < O, (13)
Gn+1Pn — GnPrt1 = (=1)". (14)

Ve studijnim textu je uveden dukaz této véty i jeji pouziti pro
dikaz Lehmannovy véty.




Souvislost dobrych aproximaci s retézovymi zlomky
Predpokladejme, ze § € R — %Z a definujme cela Cisla pn, gn pro
n>0a a, pro n>1 jako ve vété o dobrych aproximacich. Pro
kazdé n > 1 jesté oznalme

6. = [Gn0—pn
n |Qn719*Pn71| :

Rekurentni vztahy z véty zarucuji, Zze pro kazdé n > 1 plati

|gn—10 — Pn—1| = an|qn® — pn| + |qn160 — pnt1l,
atedy 01 =a,+ 60,1, odkud

_ 1
Hn T an+On41’
coz spolu s 01 = (0) davé
0= (0] +0=[0]+—— =[]+ — g+
a1+ 02 ax+03 a+ ar+ a341-04
1
= [0] + = [0] + =...
a + ﬁ ai + ﬁ
a3+ﬁ a3+a4+ 1

a5 +0g



Priklad: spocitejme nékolik dobrych aproximaci cisla /15
Jetedy po=1, g0 =0, pr = [\V/15] =3, g1 = 1 a plati

Posloupnost a,, je periodickad. Vypocet Cisel p,, gn je vyhodné
usporadat do tabulky:

07
051

05"

1 __ /1543

_ V15-3
Vi5—3 — 15-9 — 1+,
6 _ 6(v15+3) _
53 = 159 =6+ (vV15—3),
9;1, az =a; =1, ag = ap» = 0,

81:1,

32:6,

atd.

n|0|1|2| 3] 4 5 6 7 8 9 10
pn| 113|427 |31 213 | 244 | 1677 | 1921 | 13203 | 15124
gn |01 |1| 7 | 8| 55 | 63 | 433 | 496 | 3409 | 3905
an 116 1] 6 1 6 1 6 1 6

Protoze a; = 1, dostavame dobré aproximace cisla /15 az pro

n > 2, jsou to Cisla

27 31 213 244 1677 1921 13203 15124

7 I

8 i

55’

63’

433”7

496 ’

3409 ’

39057




