Dalsi moderni metody hledani netrividlniho délitele
Nejicinnéjsi metody:
» Lenstrova metoda eliptickych kfivek,
» metoda kvadratického sita,
> metoda sita v Ciselném télese.

Z3akladni myslenka kvadratického sita i sita v Ciselném télese je
stejnd jako zakladni myslenka metody fetézovych zlomkd, ktera je
historicky prvni metodou subexponencidlniho ¢asu a byla na konci
60-tych let a v 70-tych letech hlavni pouZivanou metodou.

Necht N je (velké) slozené pfirozené Cislo, které neni délitelné
zadnymi ,malymi* prvodisly (tj. prvoéisly < B) a které neni
mocninou prvocisla. Hleddame netrividlniho délitele cisla N.

Budeme hledat x, y € Z, aby platilo
x? = y? (mod N) a piitom x # +y (mod N).

Protoze x? — y2 = (x — y)(x + y), je jasné, ze pak nejvétsi
spole¢ny délitel (x + y, N) bude netrividlni délitel &isla .



Jak hledat x, y € Z, x> = y? (mod N), x # £y (mod N)

Hledame kongruence tvaru
xp = (—1)%kpgteps* - - p&mk (mod N),

kde p; jsou ,mald" prvocisla a ey € {0,1}. Nalezneme-li
dostate¢né mnoho takovych kongruenci (tj. alespori n > m + 2),
muzeme Gaussovou eliminaci nad Fy v m + 1-rozmérném prostoru
Fg’“ najit linedrni zavislost mezi n vektory (eok, €1k, - - -, €mk),
(ztotoziujeme {0, 1} s F2), tj. najit €1,...,e, € F2, ne viechna
nulovd, pro kterd je Y} _; ck(€ok, €1ks - - - » €mk) nulovy vektor.
Budeme-li nyni €1, ..., e, povaZovat za cela Cisla, pak pro kazdé
i€{0,1,...,m} je¢&islo v; = %22:1 exeix € 7, protoze

> k1 Ekeik lezi v jadfe homomorfismu okruhii Z — Fy.

Pak pro x = [[i_q x*, ¥y = pi*ps2 - pyy, plati

X2sk_ _1 €0k p€1k n€2k ... pemk )k — 2 (mod N
H H( )* PPy Pm y ’

k=1

coz ndm da netrividlniho délitele ¢&isla N, pokud x #Z y (mod N).



Jak hledat x, y € Z, x> = y? (mod N), x # £y (mod N)

V pripadé, ze liché N je délitelné pravé r prvocisly, je
pravdépodobnost, ze nastane x = +y (mod N) za pfedpokladu, Ze
plati x2 = y2 (mod N) a (N, xy) = 1, rovna 21", Proto je vhodné
volit n o néco vétsi nez m + 2, abychom Gaussovou eliminaci nasli
vice zavislosti.

Mnozina {p1,...,pm} se nazyva baze faktorizace. Zpusoby, jak ji
zvolit optimalné a jak hledat potfebné kongruence

o = (~1)™ 5 pg* - piy (mod ),

se u jednotlivych metod lisi. Vzdy vSak je mezi exponenty na pravé
strané kongruence jen nékolik jednicek.

Matice takové soustavy ma tedy v kazdém radku jen nékolik
jednicek a zbytek tvori nuly. Ulozit celou tuto obrovskou ,ridkou”
matici do paméti se ndm patrné nepodafi. Proto je tfeba Gaussovu
eliminaci provadét jinak, nez u malych matic.



Gaussova eliminace ,,fidké" matice

Nemame ulozenou celou matici, ale pro kazdy radek mame ulozeny
jen informace o poloze jednicek v tomto Fadku.

PFi provadéni eliminace se rozlisuje mezi ,,fidkymi* a ,,hustymi*
sloupci: hodnoty v , hustych" sloupcich se neuchovévaji, misto nich
se uchovava pro kazdy radek informace o tom, jak byl odvozen

z pavodni matice (tj. kterych radkd pavodni matice je souétem).
Eliminace se provadi tak, ze hledame radek, ktery ma pouze jednu
jednicku v ,Fidkych® sloupcich. Ten pak pficteme ke véem radkim,
které v tomto sloupci maji jedni¢ku. Poté uz tento Fadek
nebudeme potrebovat. V pripadé, Ze Zadny fadek, ktery by mél
pouze jednu jednic¢ku v ,Fidkych” sloupcich, neexistuje, vybereme
ten, ktery ma jednicek co nejméné. Vybereme v ném jednu
jednicku a sloupce, ve kterych jsou ostatni jedni¢ky tohoto radku,
prohlasime za husté. Skoncime v okamziku, kdy uz nemame zidny
fidky sloupec. Pomoci informaci o odvozovani fadkd nyni
sestavime mnohem mensi , hustou” matici, v niz se provede
Gaussova eliminace obvyklym zpisobem.



Metoda retézovych zlomki

Potrebujeme hledat kongruence tvaru
X = (—1)pSpSt - pl (mod ),

kde p; jsou pevné zvolena prvocisla a e € {0,1}.

Budeme vychdzet z toho, ze pokud zvolime do nasi baze
faktorizace vSechna prvodisla p1,..., pm mensi nez néjaka hranice
a najdeme-li kongruenci x> =t (mod N) s ,malym" |t|, je redlnd
Sance, ze v rozkladu Cisla |t| se nevyskytuji jind prvocisla nez
p1,-..,Pm a tedy ze ziskdme kongruenci pozadovaného tvaru.



Metoda retézovych zlomki - zdkladni myslenka
Necht g je dobrd aproximace Cisla vV kN, kde k je n€jaké neprilis
velké prirozené Cislo nedélitelné druhou mocninou prvodisla. Pak

_ P 1
’\/kN q‘ <1
Ozna¢me t = p?> — kNg?. Pak p?> =t (mod N). Naleznéme odhad

pro |t|. Pak
—%<\/p2—t—p<%.

P¥i¢tenim p, umocnénim a odectenim p? dostaneme
_2p 1 2p 4 1
q +q2< t<7 +q2’
odkud vzhledem k VKN > & — % plyne
|t < 224+ & <2VAN + 3.

Cislo |t| tedy opravdu neni ,velké" a Sance na ziskani uzite¢né
kongruence hledaného tvaru je.



Metoda retézovych zlomki - postup

Metoda fetézovych zlomk( tedy dava nasledujici algoritmus:
postupné za k volime pfirozena Cisla nedélitelnd druhou mocninou
prvocisla a pro kazdé takové k pocitame jisty pocet dobrych
aproximaci g. Pro kazdou dobrou aproximaci zkousime rozlozit
&islo [t| = |p? — kNg?| pomoci prvocisel z baze faktorizace. Jestlize
se to podari, ziskdme kongruenci pozadovaného tvaru.

Pokud |t| neni mozné rozlozit pomoci prvoéisel z baze faktorizace,
avsak plati [t| = F - U, kde F se pomoci prvolisel z baze
faktorizace rozklada a U je (asi) prvocislo podle testu Millera a
Rabina, je vhodné ulozit i trojici (p, t, U). Ziskame-li totiz pozdéji
jesté jinou trojici (p/, ', U) se stejnym U, pak z p> = t (mod N) a
(p')? = t' (mod N) ziskdme kongruenci pozadovaného tvaru

x? = £ (mod N), kde x je feseni kongruence Ux = pp’ (mod N).



Lepsi metoda: metoda kvadratického sita
Jinym zpisobem budeme opét hledat kongruence tvaru
= (1) p{ps - pig* (mod N).

kde p; jsou pevné zvolend prvoéisla a ey € {0,1}.
Oznaéme d = [v/N] a uvazme kvadraticky polynom

Q(x) = (x + d)?> — N.

Je jasné, ze Q(a) = (a+ d)? (mod N) a ze |Q(a)| nebude ,velké"
pro cela isla a s ,malou” absolutni hodnotou. Ackoli je to
jednodussi metoda generovani ,,malych* kvadrati modulo N nez
metoda fetézovych zlomkil, zatim neni pfilis zajimava. Rozhodujici
dlvod, pro¢ je tato metoda rychlejsi nez metoda retézovych
zlomkd, je tento: neni nutné rozkladat ,, malé” kvadraty modulo N.
Vzhledem k tomu, ze vétSinu z nich rozlozit nad zvolenou bazi
faktorizace nelze, znamend toto marné rozkladani plytvani ¢asem.



Metoda kvadratického sita - postup prosivani

Predpokladejme, ze pro néjaké n € N vime, ze n | Q(a). Pak ovsem
pro kazdé k € Z plati n | Q(a + kn). Hledat takové a znamend
fesit kongruenci x> = N (mod n) a vzit a = x — d. P¥itom FeSeni
této kongruence pro malé n neni tak obtizné (pro prvocislo n
existuje Shanksiiv algoritmus ¢asové naroénosti O(In* n)).

Jak budeme disla prosivat: pro kazdé celé Cislo a z velmi dlouhého
intervalu ulozime do vektoru indexovaného a pribliznou hodnotu
log, |Q(a)| (sta&i 3 plus ¥ad prvni jedni¢ky binérniho zapisu, pak je
chyba mensi nez 1).

Pak pro viechny mocniny prvoéisel pX < B pro zvolené B
odecteme log, p od vSech prvk( v nasem vektoru, jejichz index a je
kongruentni modulo pX s pfedem vypo&tenym Fedenim kongruence
Q(a) =0 (mod p¥), tj. (a + d)?> = N (mod p¥). Protoze
predpokladdme, ze p{ N, ma pro licha p tato kongruence dvé
reSeni, je-li N kvadraticky zbytek modulo p, a zadné, jestlize je N
kvadraticky nezbytek modulo p — do baze faktorizace tedy davame
kromé 2 jen ta prvocisla, pro kterd je N kvadraticky zbytek.



Metoda kvadratického sita - vyhodnoceni prosivani
Po ukondeni prosivéni zjistime, pro kterd a neni Q(a) délitelné
mocninou prvocisla vétsi nez B. Pro tato a je totiz prvek ve
vektoru indexovany a maly (kdyby logaritmy byly pfesné, byla by to
nula). V opaéném pripadé zde musi byt Cislo vétsi nez log, B
(odhlédneme-li od nepresnosti logaritmi).
Odhadnéme potrebnou presnost ¢ vypoctu log, p. Oznaéme k
nejvétsi Cislo ve vektoru pred zapocetim prosivani. Pak kazdé Cislo
|Q(a)| ma nejvyse k Cinitell. Je-li Q(a) rozlozitelné pomoci nasi
baze faktorizace, je po provedeni odCitani logaritmi ve vektoru
s indexem a Cislo mensi nez % + ke. Naproti tomu pro
nerozlozitelné Q(a) dostaneme &islo vétsi nez

(log, B) — % — (k+ % — log, B)e. Stati tedy € < —Ltlog; B

Pak pro vSechna a, pro které jsme dostali ve vektoru ¢islo mensi
neZ %—F ke, spocitame znovu Q(a) a rozlozime, ¢imz ziskame
kongruenci pozadovaného tvaru. Mame-li dost mista v paméti,
ukladame v pribéhu prosivani u kazdé polozky a nékolik nejvétsich
prvocisel, jejichz logaritmy od¢itdme, coz pak urychli rozkladéni.



Metoda kvadratického sita - moznosti vylepseni

Podobné jako u metody fetézovych zlomkd i v tomto pripadé
mizeme hledat kongruence x?> = F - U (mod N), kde F se pomoci
prvocisel z baze faktorizace rozklada a U je , neprilis velké” Cislo.
V tom pripadé rozkldddme Q(a) pro vSechna a, pro které po
prosivani zlstalo ve vektoru Cislo mensi nez né€jakd predem dana
mez a nerozlozitelny faktor spolu s a uchovavame pro pfipad, ze by
se tyz faktor objevil jesté jednou.

Nevyhodou je, Ze na dlouhém intervalu prosivani hodnoty
polynomu Q(x) zna¢né rostou a s tim i klesaji nase Sance na
Uspésné rozlozeni. Mohli bychom proto vzit jesté dalsi polynom a
prosivat i jeho hodnoty, nap¥iklad Q(x) = (x + [V//N])? — ¢N pro
néjaké prirozené Cislo ¢ nedélitelné druhou mocninou prvodisla.

V tom pripadé bychom vsak museli doplnit nasi bazi faktorizace:
mdme v ni pouze ta prvocisla p, pro kterd je N kvadraticky zbytek
modulo p, kdezto nyni potfebujeme ta, pro ktera je /N kvadraticky
zbytek modulo p. OvSem zvétseni baze faktorizace znamena
potrebu vice kongruenci a také Gaussovu eliminaci vétsi matice.



Legendreliv symbol
Necht p je liché prvodislo, a € Z. Legendretiv symbol (%)
(Eti a vzhledem k p) definujeme takto:

0  jestlize p| a,

(%) =491 jestlize pfa a kongruence x> =

2

(mod p) ma FeSeni,

—1 jestlize p 1 a a kongruence x (mod p) nema Feseni.

Jestlize (%) = 1, nazyva se a kvadraticky zbytek modulo p, jestlize

(%) = —1, nazyva se a kvadraticky nezbytek modulo p.

Zrejmé plati
a,beZ, a=b (modp) = (%):(g)_
Proto mizZeme definici ekvivalentné prepsat také takto:

0  jestlize [a], = [0]p,
(8) =491 jestlize [a], € Z je druhou mocninou v této grupé,

—1 jestlize [a], € Z, neni druhou mocninou v této grupé.



Lemma 1. Necht p je liché prvocislo, a € 7. Pak
(2)= aP=1/2 (mod p).

Diikaz. P¥ipad p | a je zfejmy. Dale predpokladejme p 1 a.

ProtoZe grupa Z,, je cyklickd sudého fadu p — 1, jsou druhymi
mocninami prvkL"l pravé mocniny generdtoru se sudym exponentem.
Je zde tedy 25~ prvku které jsou druhé mocniny, a p— prvkd,
které nejsou druhe mocniny.

Kazdy prvek grupy Z; je kofenem polynomu xP71 — 1 v télese Zp.
Protoze xP~1 — 1 = (x(P~1)/2 _ 1)(x(P~1)/2 1 1), je kazdy z prvki
Z; korenem alespon jednoho z obou polynom( stupné pT*l.
Protoze polynom nad télesem nem(ize mit vic kofend, nezZ je jeho
stupeﬁ mé kazdy z obou polynomii x(P~1)/2 — 1 x(P=1)/2 4 1
pravé 5= L koFeni.

Zrejmé kazda sudd mocnina generatoru je kofenem polynomu
x(P=1)/2 _ 1. MnoZina jeho ko¥ent se tedy sklada pravé ze sudych
mocnin generdtoru, zatimco liché tvofi mnozinu kofenti polynomu
x(P=1)/2 4+ 1. Odtud plyne dokazovana kongruence.



Disledek 1. Pro kaZdé liché prvo&islo p plati (5t) = (—1)(P~1)/2,

Diikaz. Podle lemma 1 je (_71) = (—1)(P=1/2(mod p). Na obou
stranach kongruence je £1, jejich rozdil je tedy —2, 0, nebo 2.
Ovsem p 1 2.

Dasledek 2. Pro kazdé liché prvocislo p a kazdé a, b € Z plati
aby _ (ay(b

() =()(5)-

Dikaz. Podle lemma 1 je

( by = (ab)(P~1)/2 = a(p=1)/2p(p-1)/2 = (7)( ) (mod p).

Na obou stranach kongruence je opét +1, proto rovnost.

Pozndmka. Kazdé celé Cislo je kongruentni modulo p s pravé
jednim z &isel 0, £1, £2, ..., £21.



Lemma 2. Necht p je liché prvocislo, a € 7, p1 a. Pro kazdé
i=1,..., p%l necht a-i=(—1)% - b;(mod p), kde ¢; € {0,1},
bi€ {1,..., P53 }. Pak (2) = (~1)°, kde e = 3PV % e;.

Diikaz. Vime, Ze {by,...,bp_1)2} C{1,..., %} Ukazme
sporem, Ze zde plati rovnost. JestliZze zde neni rovnost, existuji
1<i<j< ”T_l tak, ze bj = bj. Pak a- i = +a- j(mod p), coz
vzhledem k p t a davad i = £+j(mod p), a to je spor. Vynasobenim
kongruenci a(P—1)/2. (”T_l)! =(-1)¢- (p21) (mod p). Protoze
p1(E5)!, plyne odtud a(P~1)/2 = (—1)¢(mod p) a lemma 1 dava

(2) = (—1)¢(mod p). Na obou strandch je +1, proto rovnost.

Lemma 3. Necht p je liché prvocislo, a € Z, p 1 a. Pak

(ﬂ) _ (_1)2 (p— 1)/2[231]
P

Diikaz. Plati %i = [%] + (a’) atedy a-i = p (& Iy (mod p).
V lemma 2 je tedy e; = 0, pravé kdyz (i’)’) < 3. Odtud e = [2<%>]
Plati [%] = [2[5]1+2(3)] = 2[5] + [2(3)] = 2[5] + e;. Proto

(—1)[278[] = (—1)%. Lemma 2 dava dokazované.



Disledek 3. Pro kazdé liché prvocislo p plati (2) = (—1)(P*-1)/8,

Dikaz. Pro 1 < i < 25t plati 0 < % < 2, a tedy [4’] € {0,1}.
Pritom [4’] =1 < ‘L’ >1 < 12 & i>[§]. Proto
Py ”2[4']—f—["1

Nechtp—4kj:1prok€N Pak 2= —2k+ill

[2] = k+ [, a tedy £ 72 —[2] = k.

Soucasné plati prl = 16K 28k — k2 & k.

1)/2;4i
Uitim lemma 3 dostavame (%):(—1)Zp 1= (—1)*-8,

Lemma 4. Necht p je liché prvocislo, a € Z, p1 a, 21 a. Pak
3 Z(P 1)/2[31]
(2) = (-1) .
Dikaz. Plati P /2 i — 21 Protoe je a liché, je 252 € Z.
(0-20/2 2
Uzitim lemma 3 a dusledku 3 a 2 dostadvame (-1 )Z ST 2

= ((=ETET S (2. 0) = (5) = (3).



Kvadraticky zakon reciprocity

-1 g-1
Véta 1. Pro lichd prvocisla p # q plati () (5) = (-1)7 7.
Dikaz. V kartézské soustavé souradnic si predstavme obdélnik,
jehoz strany leZi na osach a na pfimkich x = 2, y = 3. Uvnit¥
tohoto obdélniku leZi pravé pT_l . qT_l mFizovych bodii (tedy bodi,
jejichz obé souradnice jsou celd Eisla)

Jeho Ghlopficka leZi na pfimce y = px zadny z mfizovych bodi
uvnitf obdélniku neobsahuje a rozdéluje obdélnik na dva
trojahelniky.

Pro pevpé zvolené j € {1,..., %4} je uvnitf ,,dolniho" trojihelniku
pravé [T] m¥iZovych bodii s x-ovou soufadnici i. Proto je
uvnit? ,dolniho” trojahelniku pravé .7, (p1) /2["'] mfizovych bodi.

Ze symetrie je uvnitf ,horniho* trojihelniku pravé » .7, (g-1) /2[P’]
mrizovych bodi.

1 1 1 2rqi 1 2 pi
Dostahjsme”2 qT:ZP /[q]+zq /[p]
Véta nyni plyne z lemma 4.



Jacobiho symbol
Pro usnadnéni pocitani Legendreova symbolu (£) pro konkrétni
hodnoty a, p tento symbol nyni zobecnime.

Necht b € N je liché ¢islo, a € Z. Je-li b =1, klademe (7) = 1.
Je-li b > 1, rozlozime b na soudin prvoclisel b= p1 - ps...ps.
Jacobiho symbol (7) pak definujeme rovnosti

(2)=(2)-(2)...(2).

Lemma 5. Jsou-li b, d € N lichd Cisla, a,c € Z, pak
(50) = (B)(E)N(E)(G)-
Dikaz. Plyne z definice a dasledku 2.

Lemma 6. Jsou-li a, b € N licha Cisla, pak
(_1)(3—1)/2(_1)(b—1)/2 — (_1)(ab—1)/2_

Diikaz. Mame dokazat 251 + 271 = 2521 (mod 2). Ekvivalentné
(a—1)+(b—1)=ab—1(mod 4), neboli 4 | (a —1)(b—1).

To vsak zfejmé plati.



Diisledek 4. Pro kazdé liché &islo b € N plati (5-) = (—1)(b~1/2.
Diikaz. Plyne z definice, lemma 6 a dasledku 1 indukci.

Lemma 7. Jsou-li a, b € N licha Cisla, pak
(_1)(a2—1)/8(_1)(b2—1)/8 _ (_1)(a2b2—1)/8_

Dikaz. Mame dokézat 52 + B2 = 261 (mod 2).
Ekvivalentn& (a® — 1) + (b — 1) = a?b? — 1(mod 16), neboli
16 | (a® — 1)(b? — 1). Plati dokonce 64 | (a® — 1)(b* — 1).

Disledek 5. Pro kazdé liché &islo b € N plati (2) = (—1)(*~1/8,

Dikaz. Plyne z definice, lemma 7 a duasledku 3 indukci.
Véta 2. Pro lichd nesoudélnd a, b € N plati (£)-(2) = (-1)"z "z .
Dikaz. Rozlozme na soudin prvocisel a=p; - po... ps,

b=gqg1-q2...q:. Zlemma 5 a véty 1 plyne uzitim lemma 6
p;—1 qj—l

(5 (3) = TEa TEa(2) - (2) = TEL TE ()" % =

~TE(TEL D) - “IT( 1)T)q’%l -
(L)) = ()7 -y




Zjednoduseni vzorcli

Vétu 2 Ize formulovat také jako rovnost
)= (g) pro a =1 (mod 4) nebo b =1 (mod 4),
—(2) proa=b=3(mod 4),

ktera plati pro kazda licha isla a, b € N (i pro soudéInd, kdy je na
obou stranach 0). Disledky 4 a 5 Ize formulovat takto:

o

—1 pro b= +3 (mod 8).

_1y__ )1 prob=1(mod 4),
(bl)_{—l pro b =3 (mod 4), (

- {1 pro b = +1 (mod 8),

Vyhoda vyse uvedenych rovnosti oproti plivodnim je v tom, ze je
1

A . PR o a1 b— 2_
vidét, Ze neni nutné pocitat hodnoty zlomki E’Tl bT a %.



Vypocet hodnoty Jacobiho, a tedy i Legendreova symbolu

Algoritmus (Jacobiho symbol). ProdandacZ, be N, 21 b,
(a, b) = 1, algoritmus najde hodnotu Jacobiho symbolu ().

1. [Inicializace| Je-li a > 0, poloz k < 1. Je-li a < 0, poloz
k (F) a« —a
2. [Jsi hotov?] Je-li b =1, pak vytiskni k jako odpovéd a skonci.
3. [Euklidovsky krok] Poloz r <— amod b, u <— 0. Dokud je r sud,
opakuj r < %, u <+ u+ 1. Je-li u liché, poloz k + k - (%)
4. [Zde je jiz r liché] Poloz a <— b, b < r. JestliZze plati
a= b= 3(mod 4), poloz k < —k. Jdi na 2.

Vzhledem k podobnosti s Euklidovym algoritmem vime, Ze se tento
algoritmus vzdy zastavi a ze je kvadratické ¢asové ndrocnosti
(av8ak s jinou O-konstantou nez Euklidiv algoritmus). Zbyva
dokdzat, ze dava spravny vysledek. Ukazme, ze vzdy na zaddtku
kroku 3 je k - (7) rovno hledané hodnoté Jacobiho symbolu. To

ziejmé plati, kdyz jsme na zadatku kroku 3 poprvé.



Diikaz spravnosti algoritmu

Algoritmus (Jacobiho symbol). Pro dandacZ, beN, 21 b,
(a,b) = 1, algoritmus najde hodnotu Jacobiho symbolu ().
1. [Inicializace] Je-li a > 0, poloz k < 1. Je-li a < 0, poloz

k « (%1) a<+ —a.
2. [Jsi hotov?] Je-li b =1, pak vytiskni k jako odpovéd a skondi.
3. [Euklidovsky krok] PoloZ r +— amod b, u < 0. Dokud je r sudé,

opakuj r <= 5, u <= u+ 1. Je-li u liché, poloZ k < k - (%)
4. [Zde je jiz r liché] Poloz a <— b, b < r. Jestlize plati

a= b= 3(mod 4), poloz k < —k. Jdi na 2.
Po provedeni kroku 3 je nova hodnota r' = a(mod b), poté je
spotitdno r’ =r'- 274, k' = k- (3)".

a—1b 71

Vkroku4jea’—b b=r"k'=k- -(-1)7 =
’ a -1, b —1. - 17
KAE) = KT () = K ()5 () = K (5) =
=k-(3)(B)=k- () =k-(5) = k()Hodnotak()e

tedy na zacatku kroku 3 skutecné stejnd, jako byla minule.

. Pak plati

1




Metoda kvadratického sita s vice polynomy

Pro obecny kvadraticky polynom Q(x) = Ax? + 2Bx + C takovy,
ze Ac N, B,C € Z, plati AQ(x) = (Ax + B)? — (B? — AC).
Pokud bude spinéno N | B2 — AC, pro kazdé a € Z dostaneme
kongruenci tvaru AQ(a) = (Aa+ B)? (mod N).

Zvolime délku 2M intervalu; protoze chceme, aby maximum funkce
|Q(x)| na intervalu prosivani bylo co nejmensi, zvolime interval
I =(—2 - M, -5 + M) achceme Q(—5 + M) = —Q(-5), 1.

A2 M2 = 2(52 _ AC), tedy A = @_ Potom plati

. 2__ . 2_
max |Q(x)| = |Q(=F)| = B¢ = My/ £54¢.

Protoze toto Cislo potfebujeme mit co nejmensi, ale soucasné ma
byt B2 — AC délitelné &islem N, je vhodné volit A, B, C tak, aby

B2 — AC = N, kdy maximum |Q(x)| na / bude zhruba M, /%.



Volba koeficient polynomu Q(x) = Ax? 4+ 2Bx + C

Nejd¥ive zvolime délku prosivani M. Pak zvolime A blizko ¥2N tak,
aby A bylo prvocislo a N byl kvadraticky zbytek modulo A.

Pak nalezneme B tak, aby B2 = N (mod A).

Nakonec polozime C = BN Pak tedy skute¢né N = B2 — AC.

Dale pokracujeme stejné jako v metodé kvadratického sita — pro
kazdou mocninu pX prvodisla p men$i nez néjaka predem dana
hranice urCime kofen a,« kongruence x? = N (mod p¥), ma-li tato
kongruence feseni (pro lichd p to znamena, ze N je kvadraticky
zbytek modulo p), ostatni prvodisla ignorujeme. Cisla apk
spocitdme pro vSechny polynomy jen jednou a uschovame.

Protoze AQ(x) = (Ax + B)? — N, pak koreny polynomu Q(x)
modulo pX vyhovuji kongruenci Ax = —B + a,k (mod p").

V bazi faktorizace pak mame —1, 2, vSechna licha prvocisla p az
do zvolené hranice takova, Ze N je kvadraticky zbytek modulo p, a
kone¢né pro kazdy pouzity polynom Q(x) jeho koeficient A.



Vlastni algoritmus

Postupné prosivame hodnoty jednoho polynomu Q(x) po druhém,
dokud neziskdame dostatek kongruenci pro Gaussovu eliminaci.

Protoze mald prvocisla déli hodné hodnot Q(x), trva prosivéani
malymi prvocisly nejdéle, pficemz jejich logaritmus je maly.

Proto se v nékterych implementacich prosivani malymi prvodisly
(feknéme mensimi nez 100) vynechava, jen je nutné zvysit hranici,
pouzivanou po skonceni prosivani pro rozhodovani, zda doty¢nou
hodnotu polynomu Q(x) budeme rozklddat nebo ne. Pfitom
strategie je takova: radéji zkusit rozklddat nerozlozitelné Q(x), nez
ztratit nékteré rozlozitelné, a tedy néjakou uziteCnou kongruenci.

Vzhledem k tomu, Ze ziskané kongruence je snadné kontrolovat, je
mozné do generovani kongruenci zapojit vice lidi tak, ze pomoci
e-mailu je jim distribuovan program s daty, ktery nechaji bézet ve
volném case na svém pocitaci, a ziskané vysledky opét vraceji
e-mailem.



Priklad pouziti metody distribuovaného pocitani

Metoda distribuovaného poditani e-maily s naslednou kontrolou
vracenych vysledki byla s ispéchem pouzita pri rozkladani
devatého Fermatova &isla N = 22° 41 v roce 1990 (toto N ma
155 dekadickych cifer).

A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, M. S. Manasse a J. M. Pollard timto
zplisobem ziskali matici o 226 688 radcich a 199 203 sloupcich. Po
»zahusténi” této matice ziskali matici o 72413 fadcich a 72213
sloupcich. Gaussovou eliminaci této matice pak ziskali kongruenci,
ktera jim urcila netrividlniho délitele Cisla N.

Nepouzili metodu kvadratického sita s vice polynomy, ale metodu
sita v Ciselném télese. Tato metoda je zalozena na vysledcich
algebraické teorie Cisel, je tedy z nami studovanych metod

vrvs

semestru.



