Algebraicka cisla

Definice. Komplexni Cislo a se nazyva algebraické, existuje-li
normovany polynom f(x) € Q[x], jehoz je a kofenem. V opaéném
pripadé se a nazyva transcendentni.

Priklad. Vsechna racionalni Cisla jsou algebraicka, pro kazdé a € Q,
n € N je /a kofen polynomu x" — a, a tedy Cislo algebraické.

Cisla m = 3,14159..., e = 2,71828... jsou transcendentni

(to neni vidét na prvni pohled, naopak je to véta, kterou je docela
tézké dokazat).

Definice. Necht « je algebraické Cislo, pak ze vsech normovanych
polynomil s racionalnimi koeficienty, jejichz je o kofenem, vyberme
polynom f(x) € Q[x] co nejmensiho stupné. Tento polynom
nazyvame minimalni polynom ¢isla a.

Pozndmka. Minimalni polynom algebraického &isla a je urcen
jednoznaéné (pokud jsou gi(x) a g2(x) dva rGizné normované
polynomy stejného stupné majici kofen «, pak je o korenem i
nenulového rozdilu g1(x) — g2(x) majiciho mensi stupen, ktery je
mozné vydélenim vedoucim koeficientem normovat).



Vlastnosti minimdlniho polynomu

Véta 1. Necht f(x) je minimdini polynom algebraického Cisla .
Pak f(x) je ireducibilni nad Q a pro libovolny polynom
h(x) € Q[x] plati h(a)) =0, pravé kdyz f(x) | h(x) v Q[x].

Diikaz. Sporem: je-li f(x) = gi(x) - g2(x) rozklad f(x) na souéin
nekonstantnich polynomu s raciondlnimi koeficienty, pak g1(a) =0
nebo g»(a) = 0. Po vydéleni vedoucim koeficientem dostaneme
normovany polynom s raciondlnimi koeficienty s kofenem «
mensiho stupné nez je stupen f(x), spor.

Vydélme polynom h(x) polynomem f(x) se zbytkem:

h(x) = q(x)f(x) + r(x) pro q(x), r(x) € Q[x], st r(x) < st f(x).
Dosazenim « za x dostaneme h(a) = r(«). Je-li r(x) nulovy
polynom, pak f(x) | h(x) v Q[x] a souasné « je kofenem h(x).
Jestlize r(x) neni nulovy polynom, pak by r(a) = 0 vedlo ke sporu
(vydélenim vedoucim koeficientem bychom dostali normovany
polynom s racionalnimi koeficienty s kofenem « mensiho stupné
nez je stupen f(x)), a tedy h(a) = r(a) # 0 a f(x) t h(x) v Q[x].



Cela algebraicka cisla

Definice. Algebraické Cislo o se nazyva celé algebraické, ma-li jeho
minimalni polynom f(x) celoCiselné koeficienty.

Priklad. Libovolné a € Q ma minimalni polynom x — a, a tedy
raciondlni Cisla jsou celad algebraicka, pravé kdyz jsou celd. Cislo
V/2 je celé algebraické (jeho minimalni polynom je x> — 2), &islo
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\@ neni celé algebraické (jeho minimalni polynom je x* — 2).

Definice. Nenulovy polynom f(x) € Z[x| se nazyva primitivni, je-li
nejvétsi spolecny délitel jeho koeficientl roven 1.

Lemma (Gaussovo). Soucin libovolnych dvou primitivnich
polynom( je primitivni polynom.

Diikaz. Sporem: predpokladejme, ze kazdy koeficient soucinu
primitivnich polynomii f(x), g(x) je délitelny né&jakym prvocislem p.
Mame homomorfismus okruht v : Z[x] — Z,[x] (kazdy koeficient
je nahrazen zbytkovou tfidou). Z primitivnosti 1(f(x)) # 0,
(g(x)) # 0. Pitom 4(f(x)) - ¥(g(x)) = »(f(x) - g(x)) = 0.

OvSem Zp[x] je obor integrity, spor.



Cela algebraicka cisla

Véta 2. Algebraické Cislo o je celé algebraické, pravé kdyz existuje
normovany polynom h(x) € Z[x], jehoZ je o korfenem.

Dikaz. Je-li o celé algebraické, je timto polynomem jeho minimalni
polynom.

Naopak, predpokladejme, Ze existuje normovany polynom

h(x) € Z[x], h(a)) = 0. Ozna¢me f(x) minimalni polynom ¢isla a.
Z véty 1 vime, Ze existuje g(x) € Q[x] tak, ze h(x) = f(x) - g(x).
Protoze f(x), g(x) jsou normované, existuji pfirozend &isla n, m
tak, Zze nf(x), mg(x) jsou primitivni (n, m jsou nejmensi spoleéné
nasobky jmenovatell koeficientd polynomi f(x), g(x)). Podle
Gaussova lemmatu je mn - h(x) = (nf(x)) - (mg(x)) také
primitivni. Protoze polynom h(x) € Z[x], znamena to, ze mn =1,
tedy n =1, odkud f(x) € Z[x], a tedy « je celé algebraické.



Cela algebraicka cisla

Véta 3. Necht wi,...,wn € C. Necht M je aditivni grupa,
generovand wi, . . .,Wwn, tj.

M ={ajwi + -+ + apwn; a1,...,an € Z}.

Jestlize pro kazdé o, B € M plati .- 5 € M, pak je libovolny prvek
M celé algebraické Cislo.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze
wi...wp Z 0. Bud a € M libovolné. Protoze pro kazdé
i=1,...,nplati aw; € M, existuji celd Cisla aj; splfiujici

n
aw; = E ajjwj
j=1

pro kazdé i = 1,..., n. Odtud plyne, Ze det(aE — (aj;)) = 0, kde E
je jednotkova matice radu n. Proto je o kofenem normovaného
polynomu f(x) = det(xE — (aj)) € Z[x].



Cela algebraicka cisla

VEta 4. Oznaéme A mnoZinu vsech celych algebraickych Cisel. Pak
A je obor integrity.

Diakaz. Abychom ovérili, ze A je obor integrity, staci ukazat, ze je
podokruhem télesa C. Vime, Zze Z C A. Musime tedy dokazat, Ze
pro libovolnd a, € A jsou o+ 3, a« — B i af cela algebraicka
Cisla. Protoze v a 3 jsou celad algebraicka Cisla, existuji polynomy
s celymi koeficienty f(x) = x" 4+ ap_1x" 1 +--- 4+ a1x + ao,

g(x) = X" 4 bp_1x™ 1 4+ -+ byx + by tak, ze f(a) =0a
g(B) = 0. Pak ovsem plati

" = —ap 10" = —ara—ag, BT = —bp_18" =~ by f—by,
a tedy podgrupa M aditivni grupy t€lesa K generovana souciny
al @, kde0<i<n 0<j<m, (1)

je uzavrend na ndasobeni, nebot libovolny soucin o3 pro u > 0,
v > 0 je mozné vyjadrit jako Z-linedrni kombinaci prvki (1). Podle
véty 3 jsou a+ B, a — B, aff € M celd algebraicka Cisla.



Téleso algebraickych Cisel

Definice. Jsou-li K, L télesa a je-li K podokruhem L, fekneme, ze
L je rozsitrenim télesa K. Pak je L vektorovy prostor nad K (s¢itani
vektordl i ndsobeni vektori skaldry je uréeno operacemi +, - v L).
Je-li navic L konecnérozmérny vektorovy prostor nad K, hovorime
o koneéném rozsifeni, jeho dimenzi znaéime [L : K] a nazyvame
stupném rozsireni.

Pozndmka. Je-li K podtéleso télesa C, pak K obsahuje Q, a tedy
je rozsitenim télesa Q. Je-li toto rozsiteni konecné, rikime, ze K je
téleso algebraickych Cisel stupné [K : Q.

Véta 5. Necht K je téleso algebraickych Cisel, pak kazdé o € K je
algebraické.

Dikaz. Oznaéme n = [K : Q]. Pak a", o™, ..., o, 1jen+1
vektortl v n-rozmérném vektorovém prostoru nad @, proto jsou
linedrné zavislé, tj. existuji a,, ap—1, ... a1, ap € Q, ne vsechna
nulova, tak, ze ap,a” + ap,_10" 14+ -+ aja+ag =0, tedy « je
koren nenulového polynomu s racionalnimi koeficienty

f(x) = apx" 4+ ap_1x"" L+ - + a;x + ap.



Okruh R celych algebraickych Cisel v télese K

VEta 6. Necht K je téleso algebraickych Cisel, pak mnozina R
vSech celych algebraickych Cisel z télesa K tvorfi obor integrity,
jehoz podilovym télesem je K.

Diikaz. Stejné jako ve vété 4 oznaéme A mnozinu viech celych
algebraickych cisel. Plati R = KN A, pficemz A i K jsou podokruhy
télesa C. Proto i R je podokruh télesa C, tedy obor integrity.
Zbyva dokazat, ze K je podilové téleso okruhu R. Necht 5 € K je
libovolné. Podle véty 5 existuje normovany polynom

f(x) = xK 4+ ag_1x* T+ -+ arx + ap € Q[x] tak, Ze f(B) = 0.
Necht n je nejmensi spolecny nasobek jmenovatell koeficienti
polynomu f(x). Pak polynom

g(x) = x¥ + nag_1x*"t + ... + nF"la;x 4 nkay € Z[x] ma koren
a = nf, nebot g(a) = g(nB) = n* - f(3) = 0. Je tedy o € R,
rovnéz n € R. Je tedy 3 = 7 podilem dvou Cisel z R. Dokazali
jsme, ze K je podilové téleso okruhu R.



Opakovani z algebry: délitelnost v oborech integrity
Necht R je obor integrity, a, b € R.

Definice. Rekneme, ¥e a d&li b v R, piseme a|b, jestlize existuje
cc Rtak,z2e b=a-c.

Definice. Rekneme, ze a a b jsou asociované v R, piseme a ~ b,
jestlize a|b a soucasné ba.

Pozndmka. Plati, ze a ~ b, pravé kdyz existuje jednotka ¢ € R*
tak, Ze b=a-c.

Definice. Prvek a se nazyva ireducibilni prvek v R, jestlize a #£ 0,
a¢ R*, akdykolia=c-dproc,d € R, pak c € R* nebo
d € R*.

Priklad. V Z jsou ireducibilnimi prvky pravé prvocisla a ¢isla k nim
opaénd. Je-li K téleso, ireducibilnimi prvky v K[x] jsou ireducibilni
polynomy (napfiklad pro K = C jsou to pravé linearni polynomy,
pro K = R jsou to linedrni polynomy a kvadratické polynomy se
zdpornym diskriminantem).



Opakovani z algebry: okruh s jednoznacnym rozkladem

Definice. Rikdme, ?e okruh R je okruh s jednoznaénym rozkladem,
jestlize
> R je obor integrity;
» kazdy a€ R, a#0, a¢ R*, je mozné napsat jako soucin
ireducibilnich prvki, a to jednoznacné aZ na poradi Cinitel( a
jejich asociovanost.

Pozndmka. Jednoznadnosti az na poradi Cinitell a jejich
asociovanost znamena toto: jsou-lia=p;---ppaa=qi - dm
rozklady prvku a na souciny ireducibilnich prvk( v R, pak n =m a
pfipadnou zménou poradi Ciniteld v soucinech lze docilit toho, ze
plati p1 ~ g1, ... pn ~ qn.

Priklad. Okruhem s jednozna¢nym rozkladem je napriklad Z nebo
K[x], kde K je libovolné téleso.



P¥iklad: K = Q(iv/15) = {a + bi\/15; a, b € Q}

Snadno se ukaze, ze K je téleso algebraickych Cisel a ze
[K : Q] = 2. Ozna¢me R okruh vSech celych algebraickych isel

vK.Jelia, beZ, pak o = a+ b1+"ﬁ je kofenem polynomu

(x—a—bIEYIS) (x— g pI=IY15) — \2_ (234 b)x+(a®+ab+4b?),

atedy @ € R.
Predpokladejme naopak, ze pro néjaké a, b € Q plati
a—a—i—b”’reRadokazme 7ea, beZ. Je-li b=0, je
a=acqQ, Jeho minimalni polynom je x — a, a tedy a € Z. Necht
dile b # 0, tj. ¢ Q. Pak je minimalnim polynomem ¢isla «
polynom f(x) = x? — (2a + b)x + (a* + ab + 4b?), tedy
c=2a+beZ d=a’+ab+4b%®c 7. Proto
—15p> =c>—4d € Z,tj. b€ Z. Pak ovéem 2a=c— b € Z, a
tedy 2a® = 2d — (2a)b — 8b> € Z, odkud a € Z. Dokazali jsme, Ze
a, beZ, tj.

R=1{a+ b1+”ﬁ; a, beZ}.



Aritmetika okruhu R = {a + b%; a, be Z}

Definujme zobrazeni (tzv. normu) N : R — Z predpisem
N(a)=a a=|af? pro libovolné oo € R. Pro a, b € Z tedy
N(a+ bHH5) — 22 4 ab 4 4b2. Pak plati, Ze

N(aB) = [aB2 = [ - |32 = A(a) - N'(8) pro kadé a, i € R
Ukazme, ze grupa R*™ vSech jednotek okruhu R je rovna
R* ={a € R; N(a) = £1}. Skutené, je-li « € R™, existuje
S € R tak, ze a8 =1, odkud plyne 1 = N (af) = N(a)N(B), a
tedy N(a) = £1. Naopak, je-li N (a) = +1, pak o - (@) =1, a
tedy oo € R*. Protoze a + ab + 4b? = (2a + b)? + L2 b, plati
pro a,b € Z, ze N(a—+ b%) = 41, pravé kdyz
(2a + b)? + 15b% = +4, coz nastava pravé kdyz b=0a a = +1.
Je tedy R* = {1, —1}. RozloZzme 4 =2 -2 = H’T‘/ﬁ . % na
soucin ireducibilnich prvki. Kdyby totiz néktery z téchto Ciniteli
nebyl ireducibilni, z N'(2) = N( H’yﬁ) = N( 1_i2\/ﬁ) =4 by
plynula existence « € R tak, ze N'(«) = £2, tedy existence
a, b € Z tak, Ze (2a + b)? + 15b® = 4:8. Tato rovnice viak nema
feSeni v Z. Proto R neni okruh s jednozna¢nym rozkladem.




Dal$i priklad: K = Q(+/10) = {a + b\/10; a, b € Q}

Opét je snadné ukazat, ze K je téleso algebraickych Cisel a zZe
[K : Q] = 2. Oznaéme R okruh vSech celych algebraickych Cisel
v K. Je-li a, b € Z, pak o« = a + bv/10 je kofenem polynomu

(x —a— bV10)(x — a + bV10) = x* — 2ax + (a* — 10b?),

a tedy a + bv/10 € R. Predpokladejme naopak, Ze pro né&jaké

a, b€ Q plati @ = a+ bv/10 € R a dokazme, ze a, b € Z.

Je-li b=0, je a = a € Q, jeho minimalni polynom je x — a, a tedy
a € Z. Necht déle b # 0, tj. « ¢ Q. Pak je minimalnim
polynomem ¢&isla o polynom f(x) = x? — 2ax + (a® — 10b?), tedy
c=2acZ, a*>—10b> € Z. Proto 40b> = c? — 4(a® — 10b?) € Z,
odkud d = 2b € Z. Pak ovéem 4 | 4(a® — 10b%) = c®> — 10d? a
tedy c? je sudé &islo. Je tedy sudé i samo ¢ a proto je sudé i d? a
tedy i d. Dokazali jsme, Ze a, b € Z, tj.

R = {a+ bV10; a, b € Z}.



Aritmetika okruhu R = {a + bv/10; a, b € 7}

Definujme normu N : R — Z, pro libovolné a, b € Z poloZzme
N(a+ byv10) = (a+ bv/10) - (a — b\/10) = a® — 10b?. Opét plati
N(ap) = N(a) - N(fB) pro kazdé «, 8 € R. Odtud plyne, Ze grupa
vdech jednotek okruhu R je R* = {a € R; N(a) = +1}.

Ztejmé 3 + /10 € R*. Odtud R* D {+(3+ v/10)"; n € Z}.
Dokazme, Ze plati rovnost: budeme predpokladat existenci néjaké
jednotky 1 € R, pro kterou 47 neni mocninou 3 + /10 a
dojdeme ke sporu. Mizeme predpokladat, ze n > 0 (jinak
vezmeme —7), dokonce Ze 17 > 1 (jinak vezmeme %) Navic
mazeme predpoklddat 7 < 3 + /10 (jinak vydélime 7 nejvétsi
mocninou &isla 3 4+ /10 mensi nez n). Je tedy n =a+ bv/10 pro
n&jaké a, b € Z a plati 1 < a+ byv/10 < 3 + /10,

N(a+ by10) = (a + bv/10)(a — b\/10) = £1. Tudiz
a—bV/10 = i— a proto —1 < a — by/10 < 1. Se¢tenim odtud
plyne 0 < 2a < 4 + /10, co? vzhledem k tomu, Ze a je celé &islo,
znamend a € {1,2,3}. Protoze b je rovnéz celé Cislo a plati
b* = L(a* F 1), dostali jsme, 7e n = 1 nebo 1 = 3 & /10, spor.



Aritmetika okruhu R = {a + bv/10; a, b € 7}

Rozlozme

9=3-3=(1+V10)(~1+ V10).
Pfitom N(3) =9 a N (1 + v10) = N(—1+ V10) = —9.

Dokazeme-li, ze v R neexistuji ¢isla s normou £3, budeme védét,
ze vSechna Ctyri Cisla uvedend v rozkladu ¢isla 9 jsou ireducibilni,
tj. neni mozné je zapsat ve tvaru soucinu dvou Cisel z R, které
nejsou jednotkami. To je ale snadné: z a®> — 10b% = 43 plyne

a?> = 43 (mod5), spor.

Zbyva vysvétlit, ze Cinitelé nejsou asociovani: kdyby platilo
3~1++v10v R, bylo by %—F%\/ﬁe R, spor.

Proto R neni okruh s jednoznaé¢nym rozkladem.



Opakovani z algebry: idealy v komutativnich okruzich
Necht R je komutativni okruh (jako vzdy s jednickou).

Definice. Rekneme, 7e | C R je ideal okruhu R, jestlize | % 0, pro
kazdé a,bc | akazdé re Rplatia+bel, r-acR.

Priklad. Pro libovolné a € R je aR = {r - a; r € R} ideél okruhu R.
Ideal {0} se nazyva nulovy.

Definice. ldedly aR pro a € R se nazyvaji hlavni.

Pozndmka. Je-li R obor integrity, pak pro a, b € R plati aR = bR,
pravé kdyz a ~ b, tj. pravé kdyz existuje jednotka ¢ € R* tak, Ze
b=a-c.

Definice. Jsou-li I, J idealy okruhu R, definujeme
I+J={a+b;acl, be J} jejich soulet a
I-J={>""1aibi;neN, ay,...,an €1, b1,..., by € J} jejich
soudin.

Priklad. Pro libovolné a, b € R plati aR - bR = (a- b)R. Pozor, nic
podobného pro scitani hlavnich idedld neplati!




Opakovani z algebry: idealy v komutativnich okruzich

Stale R je komutativni okruh.

Pozndmka. Soucet a soudin libovolnych ideald okruhu R je idedlem
okruhu R. Soucet I + J je nejmensi ze vsech idedli obsahujicich

I U J. Operace + a - jsou asociativni a komutativni, pro libovolné
idedly i, b, Jplati (h+h)-J=h-J+ k- J.

Definice. ldeal | okruhu R se nazyva prvoidedl, jestlize | £ R a pro
kazdé a,b€ Rz ab e | plyne a€ | nebo b € I.

Priklad. Nulovy idedl {0} je prvoidedl, pravé kdyz R je obor
integrity.

Definice. Ideal | okruhu R se nazyva maximalni idedl, jestlize

I # R a neexistuje zadny ideal J okruhu R spliujici I € J C R.

Priklad. V okruhu Z jsou vSechny idedly hlavni, maximalni idedly
jsou pravé idedly pZ, kde p je prvocislo. Prvoidedly okruhu Z jsou
prdvé tyto maximalni idedly a také nulovy ideal.



Opakovani z algebry: faktorokruh komutativniho okruhu

Véta 7. Necht R je komutativni okruh, | jeho idedl. Pro libovolné
a€ Rozna¢mea+ | ={a+j;,jel}. Pak R/l ={a+1l,a€ R}

tvori rozklad na mnoziné R, na kterém Ize definovat operace + a -
.pomoci reprezentantii”, tj. predpisem

(a+1)+(b+1) = (a+b)+1,
(a+1)-(b+1) = (a-b)+1.

Pak R/I s témito operacemi tvofi komutativni okruh (tzv.
faktorokruh okruhu R podle idedlu I).

VEta 8. Necht R je komutativni okruh, | jeho idedl. Pak | je
prvoideal okruhu R, pravé kdyz R/| je obor integrity. Podobné | je
maximalni idedl okruhu R, pravé kdyz R/ je téleso.

Dikazy obou vét |ze najit ve skriptech J. Rosicky: Algebra.

Dasledek. KaZdy maximalni idedl okruhu R je prvoidedlem okruhu R.



Aritmetika okruhli R celych algebraickych Cisel
Necht K je téleso algebraickych Cisel (tj. K C C, [K : Q] < o),
necht R je okruh celych algebraickych Cisel v télese K.

Pozndmka. Je-li K = Q, pak R = Z je okruh s jednoznaénym
rozkladem. Vidéli jsme vak, ze pro K = Q(1/10) dostaneme

R = {a+ bV10; a, b € Z} a pro K = Q(i/15) mame

R={a+ b%; a, b € Z}, coz nejsou okruhy s jednoznaénym
rozkladem. Kummer v poloviné 19. stoleti objevil zpisob, jak
jednoznacné rozkladani v okruzich celych algebraickych Cisel
zachranit: plati zde nasledujici véta o jednoznaéném rozkladu
idedl (takto Kummerovy vysledky pfeformulovat Dedekind).

VEta 9. Necht R je okruh celych algebraickych Cisel v néjakém
télese algebraickych Cisel K. Necht' | je idedl R, | # R, | # {0}.
Pak existuje jednoznané uréené n € N a jednoznacné (az na
poradi) urcené prvoidedly Py, ..., P, takové, Ze plati

I =P1...P,.

Diikaz je mimo moznosti této prednasky.



Aritmetika okruhli R celych algebraickych Cisel

Véta 10. Necht R je okruh celych algebraickych Cisel v néjakém
télese algebraickych cisel K. Je-li kaZdy ideal okruhu R hlavni, pak
R je okruh s jednoznacnym rozkladem.

Naznak dikazu. Protoze je kazdy idedl okruhu R hlavni, pro kazdy
idedl A existuje prvek a € R tak, ze A = aR. Pfitom je prvek a
urcen idedlem A jednoznacné aZz na asociovanost a plati, ze A je
prvoideal, pravé kdyz a je ireducibilni.

Necht a € R, a# 0, a ¢ R*. Pak existence a jednoznacnost
rozkladu prvku a na soudin ireducibilnich prvkd plyne z existence a
jednoznacnosti rozkladu idedlu aR na soucin prvoideald.

Poznamka. Miru toho, nakolik se okruh celych algebraickych Cisel
R néjakého télesa algebraickych Cisel K lisi od okruhu

s jednoznaénym rozkladem, nam vlastné udava to, kolik ze vSech
idedld okruhu R je hlavnich. Ovsem vSech idedl( je spocetné
mnoho, hlavnich ideall je také spocetné mnoho, proto slovu
»kolik" v predchozi vété je nutno rozumét spravné.



Grupa trid idedlt okruhu R celych algebraickych isel
Necht K je téleso algebraickych ¢isel (tj. K C C, [K : Q] < o),
necht R je okruh celych algebraickych Cisel v télese K. Uvazme
pologrupu (Z, -) vSech nenulovych idedld okruhu R a jeho
podpologrupu vSech nenulovych hlavnich idedld. MGzeme uvazit
faktorizaci této pologrupy podle zminéné podpologrupy, coz
odpovida nasledujici ekvivalenci mezi idedly: polozime | ~ J, pravé
kdyz existuji nenulova a, b € R spliujici aR -/ = bR - J. Pro
libovolny nenulovy ideal | oznaéme [/l = {J € Z; J ~ [} tfidu
vSech idedld ekvivalentnich s /.

Necht Z/~ = {[l]; | € Z} je rozklad pfislusny této ekvivalenci.

Na Z/~ |ze zavést operaci pomoci reprezentantd: [/]-[J] = [/ - J].
Véta 11. (Z/=,-) je kone¢na komutativni grupa.

Dikaz je mimo moznosti této prednasky.

Definice. Grupa z véty 11 se nazyva grupa t¥id idedld okruhu R

vvvvvv

aritmetiky v okruhu R. Pocet jejich prvk( se nazyva pocet trid
idedlt okruhu R (téz télesa K).



Piiklad: R = {a + bX15; 5 b € 7}

Zjistili jsme, Ze 4 =2 -2 = H’T\ﬁ . I_T‘ﬁ jsou podstatné rizné
rozklady na soudin ireducibilnich prvkli v R. Podivejme se, jak
situace vypada, rozklddame-li na prvoidealy.

Oznatme idealy | = 2R + 2SR J = 2R 4 1=IVIS R Zfejmé
R/I =27, > R/J, tedy | a J jsou prvoidedly okruhu R.

Pak plati / - J=4R+ (1 + i\/ﬁ)R +(1- i\/ﬁ)R C 2R, protoze
4=2.2,14iy15=2-115 1 _ /15 = 2. 1=1I5

Na druhou stranu je 2R C | - J, protoze

2 = (1+iv15) + (1 — iv/15), dohromady / - J = 2R.

Podobn& /2 = 4R + (1 + iv/15)R + (L/A5)2R —

4R + (1 + iVIB)R + (F1HVI5)R C LIYVIS R nebot

4 = 1+iz\/ﬁ 1= ’\ﬁ Na druhou stranu je 1+:2\ﬁ =4+ *”"ﬁ

dohromady /2 = H’T‘ﬁR. Podobné J? = I’T\ﬁR.

Oba podstatné riizné rozklady Cisla 4 na soudin ireducibilnich prvki
davaji stejny rozklad idedlu 4R na soucin prvoideal(:
AR=(1-N>=1%. 2,




Priklad: R = {a+ b\/10; a, b € Z}

Zjistili jsme, ze 9 =3 -3 = (1+ v/10)(—1 + v/10) jsou podstatné
rizné rozklady na soucin ireducibilnich prvki v R. Ukazme si opét,
Ze dostaneme stejné rozklady, rozkladdme-li na prvoidealy.

Ozna&¢me idedly | = 3R + (1 + V10)R, J =3R + (1 — V10)R.
Ziejmé R/1 = 73 = R/J, tedy | a J jsou prvoidedly okruhu R.
Plati / - J = 3R, 1> = (1 + v/10)R, J?> = (1 — v/10)R. Dostavame
stejny rozklad idedlu 9R na soucin prvoidedli:
OR=(I-0)2=1?- )2

Plati (1+V10)R-J=1?>-J=(1-J)- 1 =3R-1, atedy | ~ J.
V tomto prikladé je mozné ukazat, ze idedly / a J nejsou hlavni,
dokonce plati, ze libovolné dva nehlavni idedly jsou ekvivalentni.
Proto grupa tid idealt okruhu R = {a+ bv/10; a, b € Z} m4
pravé dva prvky: tfidu vSech hlavnich ideald a tfidu vsech
nehlavnich idedld.

| pro druhy ndmi studovany priklad R = {a + b%‘/ﬁ; a, beZ}
plati, Ze grupa trid idedli ma pravé dva prvky.



Shrnuti obou predchozich prikladi

Pro K = Q(iv/15) = {a + bi\/15; a, b € Q} mame

R={a+ b%; a, b€ Z} a plati R* = {1, —1}. Normou ¢isla
a € Rje N(a)=a-a@=|af?, obecnéji pro libovolné a,b € Q
definujeme

N(a+ biv/15) = (a+ biv/15) - (a — bi\/15) = a® + 15b2.
V&mnéme si, e zobrazeni a + biv/15 — a — bi\/15 pro kazdé

a, b € Q dava vnoreni K — C.

Pro K = Q(v/10) = {a+ bV/10; a, b € Q} mame

R = {a+ bV10; a, b € Z} a plati R* = {£(3 4+ /10)"; n € Z}.
Normou &isla a4+ b\/10, kde a, b € Q , je

N(a+ bv10) = (a+ bv/10) - (a — b\/10) = 2> — 10b°.
Véimnéme si, 7e opét zobrazeni a + bv/10 — a — b\/10 pro kazdé
a, b € Q dava vnoreni K — C.

V obou pFipadech plati R* = {a € R; N(a) = +1}.



Zobecnéni predchozich prikladi

Necht K je téleso algebraickych cisel, necht R je okruh celych
algebraickych &isel v télese K. Jetedy K CC, n=[K : Q] € N.
Plati, Ze existuje pravé n riiznych vnoreni K — C (vletné
identického vnofeni « — «). Oznaéme je o1, ..., op.

Normu pak definujeme pomoci téchto vnoreni: normou libovolného
a € K je &islo N(a) =[] oi(a).

Pak pro kazdé a, 5 € K plati N(aB) = N(«a) - N(B), pro a € R je
N(«a) € Z a plati R* = {a € R; N(«a) = £1}.

Slozime-li ; : K — C s komplexni konjugovanosti C — C,
dostaneme opét nékteré z vnoreni K — C. Pokud 0;(K) C R, pak
je timto vnorenim opét ;. V opacném pripadé dostaneme néjaké
oj, j # i, pficemz slozenim o; s komplexni konjugovanosti
dostaneme opét o;. Vnoreni ; : K — C s vlastnosti 0;(K) C R
nazyvame redlnd. Vnoreni, kterd nejsou redlnd, se vyskytuji ve
dvojicich; oznacme t pocet téchto dvojic a s pocet redlnych
vnoreni. Plati tedy s + 2t = n.



Dirichletova véta o jednotkach

Necht K je téleso algebraickych cisel, necht R je okruh celych
algebraickych Cisel v télese K. Vime, ze n = [K : Q] = s + 2t, kde
s je pocet realnych vnoreni K — R a t pocet dvojic neredlnych
vnoreni K — C.

Oznaéme W = {a € R; 3m € N: o™ = 1} podgrupu vsech
odmocnin z jedné lezicich v K (v pfipadé s > 0 je nutné

W = {1,—1}). Vzdy plati, ze W je kone¢nd cyklickd grupa.
Nasledujici Dirichletova véta o jednotkach Fika, ze plati

RX/W o Zs+t71_

Véta 12. Existuji jednotky €1, ...,esyt—1 tak, Ze kazdou jednotku
n € R* midzZeme vyjadFit jedinym zpisobem ve tvaru

s+t—1

n=p ] &,
i=1

kdepe W acy,...,Cort—1 € Z.

Dikaz je mimo moznosti této prednasky.



Zpét k nasim prikladim
Véta 12. Existuji jednotky €1, ...,es1t—1 tak, Ze kaZdou jednotku
n € R* mizeme vyjadrit jedingm zpisobem ve tvaru
s+t—1

n=p [ <5
i=1

kdepe W ac,...,Cort—1 € Z.

Ptiklad. Pro K = Q(iv/15) je s =0, t =1, tedy s+t —1=0a
R* = W je koneénd, pricemz W = {1, —1}.

Priklad. Pro K = Q(v/10) jes =2, t =0, tedy s+t — 1 = 1.
Dokazali jsme, ze Dirichletova véta v tomto pripadé€ plati pro

e1 = 3+ /10, pficem? opét W = {1,-1}.

Novy priklad. Pro K = Q(i) je R = Z[i] = {a+ bi; a,b € Z}, plati
s=0,t=1,tedys+t—1=0a R* = W je konecna, pficemz
W ={1,i,—1,—i}. V tomto pfipadé je kazdy idedl okruhu R
hlavni, tedy grupa tfid ideadl( okruhu R je trividlni a R je okruh

s jednoznaénym rozkladem.



