Metoda sita v ciselném télese

Vratme se k nasemu plvodnimu problému: mame dano velké
prirozené Cislo N, o kterém vime, Ze je slozené, ale neni mocninou
prvocisla, a hledame jeho netrividlniho délitele.

Sestrojime normovany polynom f(x) € Z[x] tak, aby pro néjaké

m € Z platilo N | f(m). Je vhodné, aby absolutni hodnota
koeficientli polynomu f nebyla moc velkd. Jedna z mozZnosti je
nasledujici: zvolime nevelké n € N (obvykle asi 5 nebo 6) a zvolime
m € N tak, aby bylo o trochu meni nez v/N, tedy aby platilo

m" < N < 2m". Protoze n je malé a N hodné velké, bude takové
m existovat. Pak vyjadfime N v pozicni soustavé o zakladu m a
ziskané cifry uZijeme jako koeficienty normovaného polynomu f(x),
pak tedy bude platit f(m) = N a koeficienty polynomu f budou
nezdporné a mensi nez m (tento postup je mozné jesté vylepsit, Ize
vzit m = /N a brat ~Cifry" v rozmezi od —% do %)



Metoda sita v Ciselném télese
Nyni tedy mame normovany polynom f(x) € Z[x] a &islo m € Z
tak, ze N | f(m). Pravdépodobné je f(x) ireducibilni nad Z, a tedy
i nad Q. Pokud vsak neni, rozlozime jej na normované ireducibilni
Cinitele. Z nich vybereme ten, jehoz hodnota v m je délitelnd N
(kdyby takovy neexistoval, dostali bychom netrivialni rozklad N a
byli bychom hotovi). Timto ireducibilnim &initelem pak nahradime
f. Necht dale n = stf.
Predchozim postupem jsme ziskali normovany ireducibilni polynom
f(x) € Z[x] a &islo m € Z tak, ze N | f(m). Zvolme koten 6 € C
polynomu f(x). Ozna¢me K = Q(f) téleso generované ¢islem 6
v C. Plati K =2 Q[x]/(fQ][x]), tedy [K : Q] = stf = n. Protoze 0
je celé algebraické Cislo, plati

Z[g] = {a,,_lﬁ”’l +---+a10+ag; a,...,an_1 € Z} CR,
kde R je okruh celych algebraickych &isel télesa K. Pak (Z[f],+) je
podgrupou grupy (R, +) a faktorgrupa R/Z[0] je kone¢nd;
oznaéme r = |R/7Z[0]|. Pfedpoklddejme, ze N 1 r (coz je velmi
pravdépodobné), a tedy ze (N, r) =1 (jinak jsme hotovi).



Shrnuti

N dané slozené velké prirozené Cislo, neni mocninou prvocisla
normovany ireducibilni polynom f(x) € Z[x] stupné n = st f

m € Z takové, ze N | f(m)

0 € C takové, ze f(0) =0

K =Q(6), [K: Q] = n, R okruh celych algebraickych cisel v K
r=|R/Z[0]| € N, (N,r) =1, mdme tedy u,v € Z, ze uN +vr =1

Protoze [f(m)]n = [0]n, pFedpis

1

go(a,,,lG”_l +-t+ a0+ a) =[ap—1m" "+ -+ aam+ a)n

dava homomorfismus okruhti ¢ : Z[0] — Zy.

Pro libovolné o € R je rac € Z[#], mizeme tedy rozsifit ¢ na
homomorfismus ¢ : R — Zy predpisem 1(a) = ¢(vra), nebot
P(1) = [vrly = [1 — uN]y = [1]n a pro kazdé «, 5 € R plati
Pla+ B) = p(vra+ vrB) = p(vra) + p(vrB) = y(a) + $(5),
(a-B) = e(vrap) = p(vravrB) = p(vra)-p(vrf) = P(a)-P(B).



Zakladni myslenka metody

Radi bychom nadli a, b € Z tak, aby a + b = o pro vhodné

« € R a sou¢asné& aby [a + bm]y = [z]%, pro vhodné z € Z. Pak by
totiz pro reprezentanta y € 7 zbytkové tfidy [y|ny = () platilo
W1 = v(@)® = v(a?) = y(a + bo) = [a+ bm]y = [2]},,

coz by byla kongruence y? = z? (mod N), kterd by ndm mohla dat
hledaného netrividlniho délitele ¢isla N.

Takovou dvojici (a, b) v8ak az na nezajimavé trivialni pfipady (jako
a=1, b=0) nenajdeme. Budeme tedy hledat nékolik takovych
dvojic (a, b), aby soudinem pfislusnych a + bf byla druhd mocnina
v R a soucasné aby sou¢inem odpovidajicich [a + bm]y byla druha
mocnina v Zy.



Prosivani
Takové dvojice a, b € Z budeme hledat postupné: prosivanim
z mnoha dvojic nesoudélnych a, b € Z vybereme ty, pro které je
mozné a + bm rozlozit nad zvolenou bazi faktorizace, do niz dame
—1 a v8echna , mald" prvocisla (tj. prvocisla mensi nez zvolena
mez). Pro vybrané dvojice a, b pak budeme vybirat ty, pro které Ize
nad vhodnou bazi faktorizace rozlozit a + bf. To je uz delikatnéjsi
zélezitost: v R obecné neni rozklad na ireducibilni prvky
jednoznacny, musime tedy rozkladat misto prvk( idedly na
prvoidedly; do baze faktorizace ddme vhodné zvolené prvoidedly.
Ovsem tim jsme schopni postihnout jen to, aby hlavni ideal
generovany soucinem prislusnych a + b0 byl druhou mocninou
idedlu, kdezto my potrebujeme, aby byl dokonce druhou mocninou
hlavniho idedlu. A nejen to, i kdyz by to byla druha mocnina
hlavniho idedlu, znamenalo by to, Ze takovy idedl Ize generovat
néjakou druhou mocninou prvku z R, nikoli Ze nas soucin
prislusnych a 4+ b je druhou mocninou: podilem téchto generatord
musi byt jednotka okruhu R, avSak nemusi byt druhou mocninou
jiné jednotky.



Baze faktorizace v okruhu R

Pro kazdé ,,malé" prvodislo p { r vyfesime kongruenci f(x) =0
(mod p), tj. najdeme viechna ¢ € {0,1,...,p — 1} takova, Ze
p| f(c) v Z. Pro kazdé takové c¢ pak idedl P, . = pR+ (0 — ¢)R
je prvoidedlem okruhu R. Tyto prvoidedly jsou vyhodné v tom, zZe
snadno zjistime, zda vystupuji v rozkladu idedlu (a + bf)R na
soudin prvoidealt: plati P, | (a+ bO)R v pologrupé ideald, pravé
kdyz p | a+ bc v Z.
Pro zjednoduseni Gvah predpokladejme, Ze grupa t¥id ideala
okruhu R je trivialni. Pak kazdy prvoidedl P, ¢ je hlavni, tedy
Pp.c = 9p,cR pro néjaké &islo ppc € R, a N(pp,c) = p. Jestlize
(@a+bO)R =Ppi.c; * Pprer " * Phscs
pak existuje jednotka ¢ € R™ tak, Ze
a+ bl =¢e-Ppc Pprcr Ppoce-
Do baze faktorizace tedy ddme generatory grupy jednotek R*,
o které vime, Ze ma nejvyse n generatorll. Pro kazdé ,malé"
prvocislo p{ r a kazdé c € {0,1,...,p — 1} spliujici p | f(c) v Z
pak jesté priddme do baze faktorizace Cisla pp .



Prosivani dvojic a, b € 7Z,
1.

a“, b>0

Pro kazdé prvocislo p z 1. baze odstranime dvojice (a, b)
spliiujici p|a, pl|b.

(Prvni inicializace) Ke kazdé zbylé dvojici (a, b) ulozme
pFibliznou hodnotu log, |a + bm|.

al, |b| ,ma

. (Prvni prosivani) Pro kazdou mocninu p¥ prvodisla p z 1. baze

mensi nez jistda mez odecteme log, p od hodnot ulozenych tém
zbylym dvojicim (a, b), pro které p* | a + bm.

. Odstranime vSechny dvojice (a, b) s pfilis velkou ulozenou

hodnotou.

(Druha inicializace) Ke kazdé zbylé dvojici (a, b) ulozme
pfibliznou hodnotu log, | N (a + b0)|.

(Druhé prosivani) Pro kazdé o, . z 2. baze faktorizace
odecteme log, p od hodnot ulozenych tém zbylym dvojicim
(a, b), pro které p | a+ bc.

Pro vSechny dvojice (a, b), jejichz ulozend hodnota zistala
mensi nez jistd mez, zjistime, jestli se a + bf rozklada

v 2. bazi faktorizace.



Dalsi postup ve specidlnim pripadé

Pro kazdou dvojici, pro kterou jsme v 7. kroku ovéfili, Ze se a + bf
rozklada v 2. bazi faktorizace, rozloZzime v 1. bazi faktorizace

a+ bm. Tim ziskdme pro tuto dvojici (a, b) z exponentd obou
rozklad(i vektor nad dvouprvkovym télesem .

Az mame téchto vektoril o nékolik vice nez kolik je celkem prvkil
v obou bézich faktorizace, provedeme Gausovu eliminaci (nejprve
fidké a pak husté matice), abychom nasli jejich linedrni zavislosti.
Kazda linedrni zavislost ndm da jednu kongruenci

y2=27%> (mod N).

Budeme-li mit téchto kongruenci nékolik, je redlna sance, ze pro
nékterou z nich plati y # +z (mod N), a tedy (N, y + z) je
netrividlni délitel cisla N.



Obecny pripad
V obecném pripadé€, kdy grupa t¥id ideal okruhu R neni
trivialni, je celd situace komplikovanéjsi. Ma-li tato grupa sudy rad,
muiZze se totiz stat, Ze prestoze je ideal, ktery ziskdme z nalezené
linedrni zavislosti vynasobenim vhodnych idedlt (a + bd)R druhou
mocninou néjakého idedlu /, nemusi byt tento idedl / hlavni.
Omezme se zde jen na konstatovani, Ze se tento problém da resit
napriklad tim, ze pro kazdou takto nalezenou linedrni zavislost
ulozime informaci o tom, ve které tridé grupy t¥id ideall lezi idedl
I. Pak znovu provedenim Gaussovy eliminace nalezneme linedrni
zavislost mezi témito vektory a ta nam da linedrni zavislost idedld
(a+ bO)R, pro kterou je odpovidajici idedl I hlavni. OvSem dalsi
jesté vétsi komplikace spociva v tom, jak najit generator tohoto
hlavniho idedlu (jde o druhou odmocninu z celého algebraického
Cisla, které je soudinem tisicti Ciniteld tvaru (a + bf), a tedy lze
Cekat, ze vyjadfime-li toto Cislo jako hodnotu v € polynomu stupné
mensiho nez n, koeficienty tohoto polynomu mohou mit nékolik
stovek tisic dekadickych cifer). Vysvétlit triky, pomoci kterych se
tato komplikace prekonavd, uz v této predndsce nestihneme. ..



Odhad ¢asové naroc¢nosti

Metoda sita v Ciselném télese je nejnovéjsi a potencidlné
nejrychlejsi zndma metoda rozkladdani velkych pfirozenych cisel. Na
zakladé nékterych heuristickych argumentil Ize odhadovat, ze
metoda fetézovych zlomk( i metoda kvadratického sita jsou Casové
naro¢nosti

0 (e\/m(l—i-o(l))) ‘

Proto pred objevenim metody sita v Ciselném télese panovalo
presvédceni, ze lepsi ¢asové narocnosti uz patrné nepujde
dosahnout. Bylo prekvapenim, ze na zdkladé podobnych
argumentd lze odhadovat, Zze metoda sita v Ciselném télese je
¢asové narocnosti

0 (e 3/(InNY(Inn N)2(c+o(1)))

pro pomérné malé ¢ (mensi nez ¢ %4), coz je asymptoticky

mnohem lepsi nez jakakoli jind zndma metoda.



