Pokrocilé metody v jednoduché linearni regresi

Test adekvatnosti regresniho modelu

Hodnoty velEiny Y jsou roztidény do r> 3 skupin podle variants, ..., %; veliciny X.
Ozname n pacet pozorovani v i-té skupini = 1, ..., r, gicemz aspd jedna skupina ma vice
nez jedno pozorovani. Budem@gpokladat, ze kazda skupina hodnot ma normalni
rozlozeni a ze vSechny skupiny maji tyz rozptyl.

VSech pozorovani je n.

Pramér hodnot v i-té skupkozna&me M a pfimér vSech hodnot oziene M.

Charakter zavislosti Y na X popiseme regresni funk;B,,B,....,B, ).

Budeme testovat hypotézu, zda je tato regrestkceivhodnym modelem pro nasSe data.



Pri testovani budeme petbovat tyto sokty ctverai:
celkovy souetétverai S, =Y (Y, -M ),

i=1 j=1

skupinovy sotetétverci S, =>'n (M, -M)?,
i=1

(5. ~S.)/(r-p-1

(S =S, )/(n-r)

Kriticky obor: W = <k, (r-p-1, n-r),)
Fo W =>na hladi# vyznamnosti zamitame hypotézu, Ze funkegx;B,,B,,...,B,) je
vhodnym regresnim modelem zavislosti Y na X.

regresni satetétverar S, = Z n(9. -M ).

Testova statistikalF = seridi rozlozenim F(r-p-1, n-r), jestlizeylati.

Tésnost zavislosti Y na X vyjddnou skupinovymi gimeéry méii

P’ = SJ/S.

Nabyva hodnot z intervalu <0,16im je pongr determinace bliz3i jedné, tim je zavisl
silngjSi, ¢im je blizSi nule, tim je zavislost slabsi.



Priklad: Mame k dispozici udaje o cenadch 23 nakodrbranych dora (velicina Y —

v tisicich $) a petu jejich pokofi (velicina X) v jednom americkém ¢gk.

pocet pokoji  cen
) 155,168,180
6 166,172,179,190,200
7 210,215,218,225,230,245
8 213,225,240,247,249

9 267,275,290,298
Zavislost ceny domu na @k pokoji popiste regresnirfmkou.
Na hladirt vyznamnosti 0,05 testujte hypoté ze @gimka je vhodnym regresnim modelem
tato data.
Tésnost zavislosti vyjagte pondrem determinace.

Znazorrgte data s prolozenou regreshinpkou.



Reseni MNC odhadneme parametry regrestimky. Ma tvar y = 17,2885 + 28,5851 x.
Vypocitame regresni séat étverai: S, = erni(yi - M, )’ = 30907,9041,

celkovy sowetctverai: S, =Y 3 (Y, -M) = 35870,6087,

=1 =1
skupinovy sodeté&tverai: S, =>'n. (M, —M )’ = 32474,1087.
i=1

Testova statistikaF = (S, —-S.)/(r-p —1)= (3247:1087-30907,9041)/(5- 2) _ 2768

(S.-S.)/(n-r) (3587Q6087-324741087)/(23-5)
Stanovime kriticky obor W = <E (r-p-1, n-r),») = <k g5(3, 18),0) = <3,161 ).

Jelikoz FIW, nezamitame na hladinyznamnosti 0,05 hypotézu, z&mka je vhodnym
regresnim modelem.
Pongr determinace: P= Su/Sr = 32474,1087/35870,6087 = 0,9053,

tedy zavislost ceny domu nagho pokoji je v daném datovem souboru amasilna.






Redeni v systému STATISTICA:
Vytvorime novy datovy soubor sedaa prordnnymi X a Y a 23 fipady:

1 2
X Y
1 5 155
2 5 168
3 5 180
4 6 166
5 6 172
6 6 179
7 6 190
8 6 200
9 7 210
10 7 215
11 7 218
12 7 225
13 7 230
14 7 245
15 8 213
16 8 225
17 8 240
18 8 247
19 8 249
20 9 267
21 9 275
22 9 290
23 9 298

Odhadneme parametry regrestimky:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ceny_bytu.sta)
R=,92825096 R2=,86164984 Upravené R2=,85506173
F(1,21)=130,79 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 15,373

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(21) |Uroveri p
N=23 beta B
Abs.¢len 17,28851 18,00156/ 0,96039 0,347788
X 0,928251) 0,081167 28,58506 2,49950 11,43629 0,000000

Cena = 17,28851 + 28,56*pocet pokofi



Sestavime tabulku ANOVA:

Vratime se do Vysledky — vicenasobna regrese -lbetstsledky — ANOVA.

Analyza rozptylu (ceny_bytu.sta)

Soucet |sv| Primér F Uroven p
Efekt Gtvercl Gtvercl
Regres. | 30907,9C| 1| 30907,90 130,7888 0,00000C
Rezid. 4962,70 21| 236,32
Celk. 35870,61

Vidime, ze & = 30907,9, $= 35870,61

Provedeme jednofaktorovou analyzu rozptylu, abychtskali skupinovy satet étverai:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozkl& jednofakt. ANOVA — OK — Prognné — Zavislé — Y, Grupovaci - X —

OK — OK — Analyza rozptylu.

Analyza rozptylu (ceny_bytu.sta)
Oznag. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC Y, PC sC Y, PC F P
Proménna| efekt |efekt| efekt chyba |chyba | chyba
Y 32474,11 4| 8118,527 3396,50C 18 188,6944 43,02473 0,00000C

Zde najdeme S=32474,11.

(S, —S.)/(r-p-1) _ (324741087-30907,9041)/(5- 2)

Vypoéteme testovou statistikbr =

(S, =S.)/(n-r)

a najdeme kriticky obor W = <3,16%). Jelikoz FIW, nezamitame na hladinyznamnosti 0,05 hypotézu, z&mka je

vhodnym regresnim modelem.

(358706087-324741087)/(23-5)

= 2,768



Test adekvatnosti modelu pomoci Obecnych regresnichodehi

Zadame data a pouZijeme cestu:

Statistiky — Pokrailé linearni/nelinearni modely — Obecné regresnilehp— Jednorozsina regrese - OK — na zalozce
Moznosti zaskrtneme Kvalita prolozeni — OK — Z&¥i%l Spoj. nezav. prom. X — OK — Vice vyslédk Celkové R — ve

stromové struktie vlievo vybereme Test kvality modelu.

Test kvality modelu (ceny_bytu.sta)
Zavisla sC sv PC sC sv PC SC Kvali | SV Kvali | PC Kvali ta p
Proménna | Rezidua | Rezidua | Rezidua | Chyba | Chyba| Chyba | prolozen | proloZen | prolozen F
Y 4962,705 21 236,3193] 3396,500 18 188,6944| 1566,205 3 522,0682 2,766739 0,071737

Citatel testové statistiky F je roven 1566,205 ajeden ve sloupci Kvalita prolozeni.

Jmenovatel testové statistiky F je roven 3396& avpden ve sloupci(SChyba.

Hodnota testové statistiky je 2,767 a odpovidg@ibbdnota je 0,0717. Na hladimyznamnosti 0,05 tedy nérhbeme
zamitnout hypotézu, Zgimka je vhodnym modelem k popisu zavislosti cenmmdma poétu pokoji.



Problém autokorelovanych rezidui a jeho odstra#ni

Predpokladejme, Ze nahodna odchytkaje linearré zavisla na fedeslé nahodneé odchylée , tj. jde o autokorelaci
1.fadu (v praxi ngjastjsi pripad):

€ =PE_ TU,i=2, .., n(uje ndhodna odchylka od modelu linearni zaviskagtje koeficient korelace dvou
sousednich nahodnych odchylgk €, ).

Predpoklad o existenci autokorelacaddu nizeme o¥fit pomoci Durbinova — Watsonova testu, ktery j@zah na
2
(e| -~ ei—l)

0 2
Z €.

=2

n
i=2

Durbinow — Watsonow statistice:D =

Tato statistika nabyva hodnot z intervélﬂ,4> a ma stedni hodnotu 2. Nizké hodnoty statistiky D znamieizaj sousedni

rezidua jsou spiSe podobnd, coZdev ve prospech kladné autokorelace. Naopak, vysokédty statistiky D jsou
zpasobeny negativni autokorelaci, avSak s tou sexi pfiis ¢casto nesetkavame.
Pro danél , dany péet pozorovani n a dany et p regresnich parametr bez konstanty (vifpadt regresni fimky

p = 1) jsou tabelovany kritické hodno@; (O( ), d, (O()



Testujeme-li na hladinvyznamnostia existenci pozitivni autokorelace, pai | [ (dU (O(),Z) se nezamita {a [i
DO (O,dL (O( )) se ffijima H,.

Je-lid, (O() <D<d, (O() pak nelze pjmout 74dné rozhodnutfikame, Ze test ).

Testujeme-li na hladinvyznamnostio existenci negativni autokorelace, pak p [ (2,4 - dU (O( )) se nezamita b fi
DO(4-d, (a),4) se gijima Hy.

Je-id—d, (O() <D<4-d, ((1) pak nelze &init Zadné rozhodnuti.

Statisticky
nevyznamna

; ; g autokorelace
Vyznamna pozitivni

autokorelace

Vyznamna negativni
autokorelace

N A

| |
0 d(a) dy(a) E(D)=2 4-dy(a) 4-d(a) 4

Intervaly neprikaznosti



Prokazeme-li na dané hladiwyznamnosti existenci autokorelace #adu, n¢li bychom ji eliminovat.

n
Z €€

Nejprve odhadneme koeficient korelapceﬁ = 'f—
2
2.€,
i=2
Pak uz nizeme vypeitat odhady nahodnych odchylek (ij. rezidua) v kaotelaci: Gi =€ — f)ei_l, =2, ..,n.
Ziskané odhadeli pricteme k predikovanym hodnotéﬁ] ziskanym z regresniho modelu a znovu provedemesei
analyzu, kde roli zavisle pramné veltiny bude hrat satet y, + U. .

Postup v systému STATISTICA
(Pouzijeme data zifkladu o zavislosti trzeb na {ioi zakaznil.)

Rezidua z modelY =[3, + B,X +[3,X* + € jsou uloZena v proémné Rezidua. Pro tato rezidua je hodnota D-W
statistiky D = 0,702506 a kritické hodnoty pre= 0,05, n = 20, p = 2 jsou; & 1,1, ¢ = 1,54. ProtoZe D < dzamitdme na
hladirg vyznamnosti 0,05 hypotézu o nekorelovanosti rdaidyprosgch alternativy o pozitivni autokorelaciihdu.
Ziskani odhail rezidui v autokorelacitl, =€ —pe _,i=2, ..., n:

Statistiky — Pokrdilé linearni/nelinearni modely Casové&ady/predikce — Proémné Rezidua — ARIMA & autokorelai

funkce — v Parametrech modelu ARIMA zvolime p-Aetesni 1 — OK (Zah4jit odhady paramgtr Souhrn: Odhady
parameti.

Vstup: REZIDUA (Tabulka39)
Transformace: Zzadna

Model:(1,0,0) PC Rezid. = ,64920

Param. | Asympt. | Asympt. p Dolni Horni
Paramet. SmCh t(_19) 95% spol | 95% spol
p(1) 0,599248 0,189523 3,161883 0,005134 0,202573 0,995924




Ulozime rezidua z autokoreacdéeRled & rezidua —ifehled rezidui. Vzniklou proémnou okopirujeme dotpodniho
datoveho souboru a k tomuto datovému soubtidame jest promennou s predikovanymi hodnotami z parabolického
modelu. Do nové pro&mné nazvaneé nove y uloZzime geurezidui a predikovanych hodnoakPznovu provedeme regre!
analyzu:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : nove y (prodejna_software.sta)
R=,96958525 R2=,94009556 Upravené R2=,93304798
F(2,17)=133,39 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : ,84933

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -20,1238  2,696857 -7,46194 0,000001
X 4,58359 0,453331 1,5323| 0,151549 10,11091| 0,000000
XKv -3,78264, 0,453331/ -0,0169 0,002027 -8,34410 0,000000

Nova regresni parabola ma tvar: -20,1238 + 1,5323x - 0,0169x

Porovname vyslednou tabulku regresésopini tabulkou:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (prodejna_software.sta)
R=,95519276 R2=,91239322 Upravené R2=,90208653
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 1,0623

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -20,7723  3,373256 -6,15792 0,000011
X 4,52641 0,548220, 1,5651| 0,189559 8,25655/ 0,000000
xkv -3,73838 0,548220/ -0,0173 0,002535 -6,81912 0,000003

Ziskali jsme vySSi hodnotu testové statistiky fe@y i vySSi adjustovany index determinace) a mem&iodatné chyby
odhadh regresnich paramét(tudiz také vySSi hodnoty testovych statistik giloi t-testy).



Nyni prozkoumame chovani rezidt novém regresnim modelu pomoci Durbinovy — Watsgrsbatistiky:

Durbin- Sériové
Watson.d | korelace
Odhad | 1,356630 0,256281

Hodnota D-W statistiky D = 1,35663 a kritické hotnproo = 0,05, n =20, p =2 jsou; & 1,1, ¢ = 1,54.
Protoze d < D < dy, nelze pijmout Zadné rozhodnuti.

Pokud cely postup zopakujeme fefdnou, dostaneme hodnotu D-W statistiky 1,688mile D > d,, tudiz nelze
zamitnout hypotézu, Ze rezidua nejsou késkinrelovana.
Parametry vysledného modelu jsou:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : nove y2 (Tabulkal2)
R=,97136268 R2=,94354546 Upravené R2=,93690375
F(2,17)=142,06 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : ,82061

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.

N=20 Z b* zb

Abs.¢len -19,7523 2,605683 -7,58046 0,000001
X 453932 0,440084  1,5103 0,146425 10,31467 0,000000
xkv -3,73197  0,440084) -0,0166/ 0,001958 -8,48013 0,000000

Regresni parabola mé tedy rovnici: -19,7523 + 1,5103- 0,0166:°.



Linearizujici transformace

Odhad paramaeirregresnich funkci, které nejsou linearni z isleal parametr, se neprovadi metodou nejmensitlerai
piimo, protoze jeji pouziti vede k soustamelineérnich rovnic. Vdkterych specialnichifpadech vSakelinearni regres
funkci mizeme vhodnou transformadiepeést na linearni.

, e, , _ X . . . _
Napr. mame exponencialni regresni funy = [30[31 . Provedeme logaritmickou transformaci In y =gdn+ x Inp,

¢imz ziskdme regresni funkci linearni v parametrdearametry Iffy, a In; odhadneme metodou nejmensitrerai a
odlogaritmovanim ziskame odhadyvpdnich regresnich koeficignfo, 3.

Prehled linearizujicich transformaci

Funkce Linearizujici transformaac
y=B0B1X Iny = Iy + xInP;
y =B x"™ Iny = I, + By In x
y:B_[;) |ny=|nBo—BllnX

X 1

1 1

y=o— = =B, +BX

B, +B.x y



Priklad: Hotelova spolénost vliastnici 12 hotélanalyzuje vztah mezi celkovymiésicnimi trzbami (vekiina Y) a
trzbami vyprodukovanymi stravovacimi Useky (viela X).

¢.h.1 2 3 4 5 67 8 9 10 11 12
x 20 12 148 83 84 3,0 45,6 16,1 11,5 14,2 14,0
y 12,0 8,0 76,4 17,0 21,3 10,0 12,5 9880 25,0 38,6 47,3

Popiste tuto zavislost exponencialni regresmikdiu Yy = [30[31X. Najkte odhady paraméiy, f; a vyp&téte
predikovanou hodnotu celkovychésicnich trzeb pro x = 10.

Reseni: Provedeme logaritmickou transformaci In y =pgn+ x Inp,. Metodou nejmensicttverai ziskame odhady
In by = 1,8559, In b= 0,1504.
Odlogaritmovanim dostanemg$6,3973, b= 1,1623. Predikovana hodnota y pro x = 10 j@B331,162% = 28,78509.

Reseni v systému STATISTICA:
Vytvoiime datovy soubor se &wa prongnnymi a 12 pipady:

1 2

Y X
1 12 2
2 8 1,2
3 76,4 14,8
4 17 8,3
5 21,3 8,4
6 10 3
7 12,5 4,8
8 97,3 15,6
9 88 16,1
10 25 11,5
11 38,6 14,2
12 47,3 14




Pridame novou progmnou In y. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme =Ing(y

Pak provedeme regresni analyzu se zavisle goaou In y a nezavisle pramnou X:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Iny (hotely.sta)
R=,95851605 R2=,91875303 Upravené R2=,91062833
F(1,10)=113,08 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : ,26364

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(10) | Uroven p

N=12 beta B
Abs.¢len 1,855881 0,154338 12,02480/ 0,000000
X 0,958516/ 0,090137| 0,150428, 0,014146 10,63398 0,000001

K vysledné tabulceffiddme novou progmnou b, do jejihoZ Dlouhého jména napiSeme =exp(B).
Vysledky regrese se zavislou proménnou : Iny (hotely.sta)
R=,95851605 R2=,91875303 Upravené R2=,91062833
F(1,10)=113,08 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : ,26364

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(10) |Uroven p b
N=12 beta B =exp(B)
Abs.¢len 1,855881 0,154338| 12,02480 0,000000 6,397333
X 0,958516/ 0,090137 0,150428 0,014146 10,63398 0,000001 1,162332

Model ma tedy tvar: y = 6,397333.1,162332

Ziskani predikované hodnoty pro x = 10:

Vratime se do Vysledky — vicenasobna regrese alod@ Reziduafpdpoklady/pedpovdi vybereme Redpowd’ zavisle
proménné — X = 10 — OK. Kysledné tabulceiffllame prominnou predikce a do jejiho Dlouhého jména napiSeex@3)

Predpovézené hodnoty (hotely.sta)

proménné: Iny

b-vaha | Hodnota| b-vaha | predikce
Proménna * Hodnot | =exp(v3)
X 0,150428 10,00000 1,504281 4,500918
Abs. ¢len 1,855881 6,397333
Predpoveéd 3,360163 28,79387
-95,0%LS 3,189835| 24,28441
+95,0%LS 3,530490 34,14071

Vidime, Ze predikovana hodnoe 28,7¢



Vytvoiime jeS¢ dvourozngrny tectkovy diagram s proloZzenou exponencialou. Na zaléZadua/pedpoklady/pedponédi
vybereme rezidualni analyza — Ulozit — Ulozit resdt predpowdi — vybereme X, Y — OK.

Ve vzniklé tabulce odstranime prémméc. 5 az 10 a prosmnou rezidua f&jmenujeme na Predikce. Do Dlouhého jména
této promnné napiSeme =exp(v3).

Tento datovy soubor usfamlame podle velikosti hodnot prémmé X: Data - Séidit — Pronénna X — OK.
hotely.sta

1 2 3 4

Y X Predpovédi | Predikce
1 8 1,2 2,04 7,66
1 12 2 2,16 8,64
3 10 3 2,31 10,05
4 12,5 4,8 2,58 13,17
5 17 8,3 3,10 22,30
6 21,3 8,4 3,12 22,63
7 25 11,5 3,59 36,08
8 47,3 14 3,96 52,56
9 38,6 14,2 3,99 54,16
10 76,4 14,8 4,08 59,28
11 97,3 15,6 4,20 66,86
12 88 16,1 4,28 72,08

Vytvoreni grafu:
Grafy — Bodoveé grafy — zaSkrtneme Vicenasobny APnoé X: X, Y: Y, Predikce — OK. Ve vyt¢¥eném grafu pak
vypneme zobrazovani z¥ek pro Predikce a naopak zapneme Spojnici.

Bodovy graf z vice proménnych proti X
Tabulka4 4v*12c
110

100
90
80
70
60
50
40
30

20 —me 5 .

10 Qo T

0 oy
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18___ predikce



Provedeni regresni analyzy pomoci modulu Jednoduchglinearni regrese

Pro data z fedeslého pikladu najdeme odhady paranietnodelu Y = Boﬁlx pomoci modulu Jednoducha nelinearni
regrese.

Statistiky - Pokr¢ilé linearni/nelinearni odhady - Jednoducha netime&grese — Prognné X, Y — OK — OK -zaSkrthem
LN(X) — OK — Prongnné — Zavislé LN-V1, Nezavislé X — OK. Dostanenggrgiu tabulku jako fedeSlym postupem a
vysledné hodnoty odhadegresnich paramétziskame exponencialni transformaci.

Ziskani odhadi parametrii modelu Y =[3,8," pomoci Bodovych grai

Grafy — Bodové grafy — Praimné X, Y — OK — na zaloZce Detaily zasSkrtneme Brad Exponencialni — OK.

Bodovy graf z Y proti X
hotely.sta 3v*12c
Y = 6,3973*exp(0,1504*X)

110

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
X

V zahlavi grafu je uvedena regresni rovnice y 983exp(0,1504*x), tedy
bo = 6,3973, b= &1°%=1,1623.



Kritické hodnoty Durbinova-Watsonova testu prookorelaci 1fadu proa = 0,05, rozsah vydou n a pdet regresat p
(bez konstant)

p=1  p=2  p=3 p=4  p=5
n d dd d dd dd dd
15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 10%6 2
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 108® 1,99
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 110 1,83
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 11/23 1,79
60 1,55 1,62 151 1,65 1,48 1,69 1,44 /8 1,77
80 161 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 /&1 1,77

1001,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 /& 1,78



