Korela¢ni analyza (jednoducha, mnohonasobna a parcialni kelace)

Jednoducha korelace - opakovani

Pearsoniv koeficient korelace
Neclt X, Y jsou nahodné valiny se stednimi hodnotami E(X), E(Y) a rozptyly D(X), D(Y
Cislo

X —E(X) ¥ ~E(Y) c(X,Y

RX,Y)= E[m m] MW“‘”D‘“D‘“”
0 jinak

se nazyvé

Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a, Y)=R(X,a)=R(a,&) =0

b) R(a + bX, & + b,Y) = sgn(hb,) R(X, Y) = {

c) R(X, X) =1 pro D(X)# 0, R(X, X) =0 jinak

d) R(X, Y) = R(Y, X)

e) [R(X,Y) <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz meiiimami X, Y existuje s pravgbodobnosti 1 tplna linearni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, Zze pkgoodobnost P(Y = a + bX) = 1ribbm R(X, Y) =1, kdyzb >0 a
R(X, Y) =-1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnasingazyva Cauchyova — Schwarzova -a&ovského nerovnost.)

R(X,Y)probb, >0
-R(X,Y)prob,b, <0

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplye se hodi pouze keteni €snosti linearniho vztahu vein X a Y.

Pti slozit¢jSich zavislostech fize dojit | paradoxni situaci, Zze Pears@rkoeficient korelace je nuloy



Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pakekneme, Ze nahodné vty jsou £(Znamena to, Ze mezi X a Y neexistuje Zadna
linearni zavislost. Jsou-li nahodné ¢aly X,Y stochasticky nezavislé, pak jsou satejize i nekorelované.)

Je-li R(X, Y) > 0, pakekneme, Ze nahodné vty jsou > (Znamena to, Ze sistem hodnot vetiny X
rostou hodnoty veliny Y a s poklesem hodnot veily X klesaji hodnoty vetiny Y.)

Je-li R(X, Y) < 0, pakekneme, ze nahodné \ehy > (Znamena to, Ze dstem hodnot veliny X
klesaji hodnoty vetiny Y a s poklesem hodnot véiy X rostou hodnoty vetiny Y.)

Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (X4, Yy), ..., (%, Yn) ndhodny vyBr rozsahu n z dvourozimého rozlozeni daného distrimi funkci®d(x,y).
Z tohoto dvourozrérného ndhodného vghu mizeme stanovit:
vybérove pameéry M, :%ZXi , M, :%ZYi :
i=1 i=1
vybérové rozptylys,? :iZ(Xi -M,)?, S,° :iZ(Yi -M,)?,
n-1 i=1 n-1 i=1

vybérovou kovariancis,, :nilz(xi -M,)(Y, -M,) a s jejich pomoci zavedeme

T

1 Zn:X_Ml M, _ S,
R,=n-1T S S, SiS,
0 jinak

Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelaceism@Seji i na vyrovy koeficient korelace. (Vyvovy koeficient korelace
neni nestrannym odhadem skimého koeficientu korelace, je odhadem vychylenygthyleni je zanedbatekmalé pro
rozsahy vybri nad 30.

proSS, >0



Pearsoniv koeficient korelace dvouroznérného normalniho rozlozeni
Necht nahodny vektor (X, Y) ma dvourozrné normalni rozlozeni s hustotou

1 (xm ) Xty [y, )
_ 1 ES {[ 011] _2”011022{022”
i ’

pticemZ, = E(X), we = E(Y), 06> = D(X), o,° = D(Y), p = R(X,Y).
Marginalni hustoty jsou:

_(X_Pl)z

= [ — — 1 2012
¢1(X)__'[o¢(x’y)dy_”'_0'l\/5[e ’
0 (Y‘Uz)z
— - = 1 ; 2022
0,(y)= _L¢(X,Y)dx =5 —¢

Je-lip =0, pak prad(x,y) DR? : ¢(x,y) = ¢, (x)o, (y), tedy ndhodné vediny X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:
stochasticka nezavislost slozek X, Y norndaiozloZzeného ndhodného vektoru je ekvivalentnélejiekorelovanostPro
jind dvourozmdrna rozlozeni to nepla

nadale budemerpdpokladat, ze (X Y1), ..., (%, Yn) je nahodny vyér rozsahu n z dvourozrmeého

2
AP > o) 0,0
normalniho rozlozeni (“1} 1 P9%2 )
H2)\pPO.0, Oy

Predpoklad dvouroz#mé normality Ize orientaé owetit pomoci dvourozrérného tékového diagramu: t&y by nely
zhruba rovnor@rné vyplnit vnitrek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvom@neho normalniho rozlozeni jsou
totiz elipsy.

Do dvourozmirného tekového diagramu fizeme jest zakreslit 100(1x)% elipsu konstantni hustoty prasgbdobnosti.
Bude-li vice nez 10 tefek lezet v této elipsy, s#dci to o poruseni dvourozimé normality. Bude-li mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zapornou &mici, znamena to, Zze mezi v@@hami X a Y existuje Uity stupe primé resp. ngpmeé
linearni zavislosti



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladirg vyznamnostix testujeme lp: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternati\H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodnécuali(tj. p # 0)

- levostranné alternativH;: X, Y jsou zapora korelované ndhodné vély (tj. p < 0)

- pravostranné alternatiH;: X, Y jsou kladr korelované nahodné veiy (tj. p > 0).
R,vn-2

=
J1I-R,

Plati-li nulova hypotéza, pakF t(n-2).

Testova statistika ma tvafl;,, =

Kriticky obor pro test K proti

- oboustranné alternativ\W = (— o,—t_.(n- 2)> O (t (n-2),00),
- levostranné alternativ W = (— o,—t_(n- 2)>

- pravostranné alterativ\W = (t,_ (N —2),).

Ho zamitame na hladénvyznamnosti, kdyz t, L1W.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti

V diln¢ pracuje 15 &nikua. Byl u nich zjiSén patet snén odpracovanych zadsic (nahodna valina X) a péet
zhotovenych vyrobk (ndhodna vetina Y):

X202118172018192120141619211515

Y 92 93 83 80 91 85 82 98 90 60 73 86 96 64 81.

Orientané ovéite dvourozrmarnou normalitu dat, vypiéte vykerovy koeficient korelace mezi X a Y a na hladih01
testujte hypotézu o nezavislosti X a Y.

ReSeni Dvourozngrnou normalitu dat as¥ime pomoci dvourozénného tékového diagramu.

L
Vidime, Ze pedpoklad dvouroz#mé normality je opravmy.
Vypocteme realizace

vyberovych pameri: my =2 'x, = 18,267, m= 1>y, =83,
N3 N

vyb&rovych rozptyl: ;% = nil ' (x, —m, ) =5,6381, £ = nLZn“(yi ~m,)? =121,4,
L= iz

vyberové kovariance:s = nilzn:(xi -m,)(y, -m,) = 24,2571,
4=

S12

=0,927.

vybérového koeficientu korelace;, =

2



kriticky obor w = (—oo,—t0995(13)> 0 (t gg05(13),00) =(~ 00, = 3012) 0 (3012,).
Protozet, OW, hypotézu o nezavislosti vé&in X a Y zamitdme na hladirvyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvySe 1%
jsme tedy prokazali, Ze mezoctem snén odpracovanych zadsic a pétem zhotovenych vyrolikexistuje zavislost.

Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvoiime datovy soubor o dvou prémmych X, Y a 15 fipadech. Dvourozamnou normalitu dat asfime pomoci
dvouroznérného tékového diagramu — viz vyse.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Koréfd matice — OK — 1 seznam prém — X, Y — OK — na zaloZce MoZnosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vyslédk Vypcet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)

Oznac. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pfipady vynechany u ChD)
Prom. X & | Primér | Sm.Odch. | r(X,Y) r2 t p N | Konst. Smér. Konst. | Smérnic
prom. Y zav.: Y zav:Y | zav.. X | zav.: X
X 18,26667  2,37447|
X 1 18,26667 _ 2,37447] 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
X 18,26667  2,37447|
Y 83,60000 11,01817]| 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001 15 5.010135 4,302365 1,562407 0,199812
Y 83,60000 11,01817
X 18,26667  2,37447| 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001 15 1,562407 0,199812 5,010135 4,302365
Y 83,60000 11,01817
Y 83,60000 11,01817| 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotol2@BB, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, eidiaici p-
hodnota je 0,000001, tedy na hlagiryznamnosti 0,01 zamitame hypoté: nezavislosti vetiin X, Y.



Interval spolehlivosti pro korelaéni koeficient

Nahodna vetiina z —%In 1+ Ry

ma [iblizné normalni rozlozeni sersdni hodnotou

12

(2. gitanec Ize p vétSim n zanedbat)

21p2(1)

a rozptylemn(z) = ni3

Standardizaci veliny Z dostaneme velinu U = Z-E()

JD@) '

Tudiz 100(1e)% asymptoticky interval spolehlivosti pl&]nﬁ bude mit meze + 1‘“’; :
n

, kterd ma asymptoticky rozloZzeni N(0,1).

Interval spolehlivosti prg pak dostaneme Zmou transformaci.

Poznamka Jelikoz Z = arctgh R, dostdvame B = tgh Z a meze intervalu spolehlivosti proniZzeme psat ve tvaru

X —X
tgh| Z + =22 Urar2 Ficemzt hx=2 "¢
g( Jn-3 A g e +e™”



Priklad: Ucitel télocviku zji&'oval, zda existuje vztah mezigiem shyli (velicina X) a p&tem klika (velicina Y) u 15
nahodr vybranych chlapt

Cislo chlapcg |2 (3|45 |6 |18 |9 |101 112131415
Paxet shyti (1 (3(2((6 6|14 (3|5(|6]2] 1] 1 8
Pacet klika  [101515040257[31130354 110149 |64
Za predpokladu, ze uvedené udajeifwiiselné realizace ndhodného ¥giorozsahu 15 z dvourozmeho normalniho roz-

lozeni, vypd@téte vyberovy korel@&ni koeficient a na hladénvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsemavislé
nadhodné vetiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehditrgro skutény korel&ni koeficientp.

Re3eni Predpoklad o dvourozénné normalig dat oiime orient&né pomoci dvourozgrného tékového diagramu.

60

40

~ 20

Vzhled diagramu sidcéi o tom, ze fedpoklad je oprawimy.
Testujeme It p = 0 proti H: p # 0. Vypcitame R, = 0,9276, tedy mezi @gtem shyli a patem klika existuje silna fima
linearni zavislost. Testova statistika: T = 8,95&@ntil { o7413) = 2,1604, kriticky obow = (—oo,— 21604 0 <2,1604oo). Jeli-

koz TOW, zamitame na hladinvyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidmelX a Y.

Vypogitame z = Lin 1t Riz - 1,1+ 09276
2 1-R,, 2 1-09276

=16409. Meze 95% asymptotického intervalu spolehlivosbi gpjsou

tgh(],6409’_r%j, tedy 0,7914 ¢ < 0,9761 s pravghodobnosti fiblizn 0,95.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Ve STATISTICE vypéteme meze 100(&)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro koefnt korelace tak, ze ote-
vieme novy datovy soubor seddva pronénnymi (pojmenujeme je DM a HM) a jednirfipadem.

Do Dlouhého jména protnné DM zapiSemertikaz

= TanH(0,5*log((1+0,9276)/(1-0,9276))-VNormal(0,903.)/sqrt(12))

a do Dlouhého jména pramné HM zapiSemeiikaz
= TanH(0,5*log((1+0,9276)/(1-0,9276))+VNormal(03@;1)/sqrt(12))

1 2
DM HM
0,791382 0,976062

=

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koediot korelacep méa tedy meze 07914 a 0,9761. (ProtoZze nepokryda ho
notu 0, zamitame hypotézu o nezavislosticuelX, Y na asymptotické hladénvyznamnosti 0,05.) S rizkem nejvyse 5

%jsme tedy prokazali, ze meziqem shyli a p&tem klika existuje linearni zavislost.



VyuZziti modulu ,Analyza sily testu” v systému STATISTICA

Testujeme-li na hladiivyznamnostix nulovou hypotézu (v naSentipact Hy: p = 0) proti alternativni hypotéze (v naSem
piipact Hi: p # 0), mizeme se dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. dsptitivd v tom, Ze Hzamitneme, &ve
skute&nosti plati a chyba 2. druhu sfpea v tom, Ze BHlnezamitneme ¢ave skuténosti neplati.

Pravd@&podobnost chyby 1. druhu se 2ha a nazyva s&

Pravd@&podobnost chyby 2. druhu se 2nhp.

Cislo 1 - se nazyvé a vyjaduje prav@podobnost, s jakou test vypovi, Zg meplati.

Modul ,Analyza sily testinam umozni viesit ti ukoly:

a) pro dany koretmi koeficientp a danou hladinu vyznamnoststanovit jaky musi byt rozsah v¢bu n, aby sila testu by
aspa rovna danémdislu 1 —f

b) pro dané, o, n vypaitat silu testu 1

c) pro dany vybrovy koeficient korelace r a daméurcit meze 100(1e))% intervalu spolehlivosti prp.



Ad a) Stanoveni rozsahu vybru

Predpokladame, Ze ndhodny ¥tX,, Y1), ..., (X, Y,) pochazi z dvourozénného normalniho rozlozeni rozloZeni s koefi-
cientem korelace = 0,3. Jak velky musi byt rozsah tohoto &l aby test kt p = 0 proti H: p # 0 mel silu 0,8, je-li hladi-
na vyznamnosii = 0,05?

Statistiky — Analyza sily testuypocet velikosti vzorku — Jedna korelace, t-test — ORG= 0,3, Alfa: 0,05, Pozadovana
sila: 0,8 — OK — Vypaitat N.
Zjistime, Ze minimalni velikost vyou je 29.

Ad b) Vypocet sily testu

Predpokladame, ze ndhodny ¥iX,, Y1), ..., (X5, Yo5) pochézi z dvourozénného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelacep, ktery je neznamy. Vyirovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Nadihé vyznamnosti = 0,05 testuje-
me Hy: p = 0 proti H: p # 0. Jaka je sila testu?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypet sily testu - Jedna korelace, t-test — OK — B&6, N: 25, Alfa: 0,05 — OK — Vy-
pocetni algoritmus: zaSkrtneme t-statistika — V§ipat silu.
Zjistime, Ze sila testu je 0,5282.

Ad c) Nalezeni intervalu spolehlivosti
Predpokladame, Ze nahodny @l§X4, Y1), ..., (X%s, Yos) pochazi z dvourozénného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelacep, ktery je neznamy. Vydrovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. N#gd95% interval spolehlivosti pio

Statistiky — Analyza sily testu©dhad intervald Jedna korelace, t-test — OK — Pozorované R: -0N5@5, Spolehlivost:
0,95 — Vypd@etni algoritmus: zaskrtneme Fisherova @vguni) — Vypditat.
Zjistime, Ze Doli mez =-0,7821, Horni mez -0,2117



Mnohonasobna a parcialni korelace

Varian éni, kovarianéni a korela¢ni matice

Necht X = (Xy, ..., X;)" je nahodny vektor. Ozrtane

ui = E(X) sttedni hodnotu nahodné v@hy X;,

oi? = D(X;) rozptyl ndhodné valiny X;,

o = C(X;, X;) kovarianci nahodnych veln X, X; (pfitom o;; = o;°)
pij = R(CX, X) koeficient korelace nahodnych v X;, X;

Vektor EX) = (i, .., 1p)’ S€ nazyva nahodného vektorX.
Ctvercova maticéadu p varK) = (ci)ij=1, ... p S€ NAzyva nahodného vektorH.
Ctvercova maticéadu p corK) = (pj) ij=1, ... p S€ NAZYV& nahodného vektorX.

Je Zejmé, Ze variaini matice a koreltai matice jsou symetrickeé.

Necht X = (Xq, ..., Xp)'aY = (Yy, ..., Yg)' jsou nahodné vektory.
Matice typu pxqg cow,Y) = (C(X, Y))) se nazyva vektort X, Y.
Matice typu pxq coiX,Y) = (p(Xi, Y;)) se nazyvéa vektor X,Y.



Odhady vektoru stirednich hodnot, variartni a korelaéni matice

jednoho ndhodného vktoru X

Neclt X je nahodny vektor, ktery ma p-rogmé rozlozeni s vektoremietinich hodnofi, variartni matici
var(X) a korel&ni matici corX). Nech’ je dan nahodny vy X; = (Xi1, ..., Xip)', .oy Xn = (Kngy «-os Xnp)'

rozsahu n z tohoto rozlozeni.

Nestranny odhad vektop je M = (M, ..., My)’, kde M, :%gxu je vybiro-

vy pramér j-teého vykEru, j=1, ..., p.

Nestranny odhad matice vX) je S=(§)= i_il(x, -M )(Xi -M ) fadu p.
Vychyleny odhad matice cof{ je R = (R;), kde R, je vykerovy korela&ni koefi-

cient i-té a j-té slozky vektor¥, tedy

R, :% Lj=1, ..., p. Jeiejmé, Ze diagonalni prvky mati€ejsou jednéky a maticeR je symet-



Priklad: U 28 ndhod& vybranych osob byly zji®vany tyto udaje:
Sex ... 1 —muz, 2 — Zena (niuzzen bylo po 14)

vySka (v cm), pronna X

hmotnost (v kg), progmna %

boty (islo bot), prordinna X

Vypoctéte realizaci vybrove variani matice a vyérové korelgni matice. (Soubor udaje_o_lidech_1.sta)

Reseni:
Statistiky — Vicenasobna regrese - Péane Zavisla %, nezavislé X, X, — OK — OK — Residuatpdpoklady/pedpodi —
Popisné statistiky — DalSi statistiky — Kovarianesp. Korelace.

Vybérova kovariatini matice Vybérova korel&ni matice
Proménna| vyska | hmotnost boty Proménna | vyska | hmotnost boty
vyska 112,8611 161,0926 41,45370 vyska 1,000000 0,961979 0,963360
hmotnost | 161,0926 248,4709 61,99206| |hmotnost | 0,961979 1,000000 0,970948
boty 41,4537 61,9921 16,40608| |boty 0,963360 _0,970948 1,000000

Z vybérove variagni matice plyne, ze negjtsi variabilitu ma hmotnost, pak vySka a nakogisto bot. Z vykrové
korelani matice plyne, Ze mezi vSememi dvojicemi promnnych existuje velmi silnaipma linearni zavislost, nejsijsi

je mezi hmotnosti a velikosti bot.



Odhady kovarian¢ni a korelaéni matice dvou ndhodnych vektod X, Y
Necht nahodny vektoX ma p-rozmirné rozlozeni a ne€tXy, ..., X,, je ndhodny vyér z tohoto rozlozeni. Ne€émahodny
vektorY ma g-rozndrné rozlozeni a ne€ty 4, ..., Y, je nahodny vyér z tohoto rozlozeni.fedpokladejme, Ze élrozloze-

ni maji konéné druhé momenty. Netltov(X, Y) je kovariakni matice &chto vektofi a cori, Y) je korel&ni matice
téchto vektot. Ozn&me M, :%Zn:xij,j =1...p, My, =%ivij, j=1..4,
i=1 i=1

Mx = (Mxy, ..., MXp),y My = (Myy, ..., MYq)’-
Negrannym odhadem kovariani matice couX, Y) vektorti X, Y je vektorti X, Y definované

vzorcemSyy = (§) = ni_l n X, =M, )Y, -M,),i=1,..,p,j=1,..,0q.
Vychylenym odhadem korealai matice corX, Y) vektori X, Y je vektort X, Y definovana

vzorcemRyy = (R;j), kde R, je vykerovy korel&ni koeficient i-té a j-té slozky vektiX, Y,i=1, ...,p,j=1, ..., Q.



Priklad: Nech’ vektorX = (X1, X,, X3)' obsahuje Udaje o vySce, hmotnostislu bot mua, vektorY =(Y4, Y,) obsahuje

Gdaje vySce a hmotnosti Zen. Vyjiie realizace vygrové kovariatni a vylErové korelgni matice vektar X, Y. (Soubor
udaje_o_lidech_2.sta)

Reseni:

Statistiky — Pokréilé linearni/nelinearni modely — Obecné linearndely — OK — Zavislé progmné: Vyska z,
Hmotnost_z — Spojité nezavislé pr&meé: Vyska m, Hmotnost_m, Boty m — OK — na zalddog&nosti zaSkrtneme Bez
abs.clenu — OK — na zalozce Matice vybereme Kovariaesp.rKorelace. Ve vzniklych tabulkdch ponechamegou
posledni d¥ promenné a prvniit piipady.

Vybérova kovariafni matice Vybérova korel&ni matice

Sloup.4 Sloup.5 Sloup.4 Sloup.5
Efekt Vyska z | Hmotnost z Efekt Vyska z | Hmotnhost z

Vyska_m 10,81319 17,39560| |Vyska m 0,467318 0,767160
Hmotnost m |15,70879 15,22527 Hmotnost m [0,514047 0,508409
Boty m 4,43407 5,13736] |Boty m 0,560289 0,662427




Koeficient mnohonasobné korelace a vyvovy koeficient mnohonasobné korelace
Intenzitu linearni zavislosti mezi nahodnou &i@ou Y a nahodnym vektore = (Xy, ..., X;)’ méfime pomoct
p¢. x. Jeho druh&d mocnina je dana vzorcem
pv. x 2= cor(Y,X) cor(X)™* cor(X, Y).
Ma tyto vlastnosti:
a) py.x=0
b) pv.x > |p(Y, X, ) prodi =1,...p

C) Py, x, 22 Py, 2P(Y,X,)

d) py.x = 1= existuji konstanto, 1, ..., Bp tak, ze Y Po + P1X1 +... +Bp Xp.

Necht nahodny vektor (Y, 4, ..., Xp)’ ma (p+1)-roznérne rozlozeni s koeficientem mnohonasobne korglace
Necht je dan nahodny vyio (Y1, X1, ..., Xap)', -, (Y Xng, -.., Xpp)' rozsahu n z tohoto rozlozeni. Pak jako odpag
slouzi 19, jehoz druha mocnina je dana vzorcem

rv. x> = Ryx R™ Ry,

kde R/x je vykérova korel&ni matice velliny Y a vektoruX (v tomto gipadt se redukuje na vektcﬁnryxl ..... fyxp)) aR je

vybérova korelgni matice vektorx.

Vlastnosti koeficientu mnohonasobné korelacersadiseji i na virovy koeficient mnohonasobné korelace.



Priklad: Pri zkoumani zavislosti hodinové vykonnos#iika (velcina Y — v kusech) na jehaku (velicina X; — v letech)

a dolg zapracovanosti (veiina X, — v letech) byly u 10 ndhodivybranych dinika zjisteny tyto udaje:

Y |67[65|75/66|77|84/69|60| 70|66
X1143[40[49/46[41|41|48|34|32|42
X6 |8 14148 |12/16]1 |5 |7

Vypoctéte vybérovy koeficient mnohonasobne korelagg, , , popisujici zavislost hodinove vykonnostimika na na jeho

véku a dols zapracovanosti.
Reseni:
Statistiky — Vicenasobna regrese — P¥ong — Zavisla prognna Y, seznam nezav. prémnmych X1, X2 — OK — OK.

Koeficientr, , . , najdeme v zahlavi vystupni tabulky pod a@rdm R = 0,54

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Upravené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 Z b* zb
Abs.¢len 86,74217 25,32397 3,425299 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 -0,70031 0,76071 -0,920604 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 0,167937

Jeho druhd mocnin@zn. R2) nantika, zevariabilita vykori déIniku je z 29% vys¥tlena jejich ¥kem a dobou zapracova-
nosti



Testovani hypotézy o nezavislosti vé€iny Y a vektoru X

Popis testu

Necht’ nahodny vybr (Y1, Xi1, ..., Xip)'s -y (Yn, Xng, ..., Xnp)’ pochazi z (p+1)-rozgrného
normalniho rozlozeni, které ma koeficient mnohobasdorelacey. x. Musi platit n > p+1.
Testujeme hypotézudpy. x = 0 proti H: py. x # 0. Vzhledem k tomu, ze se jedna o &yb
(p+1)-roznérného normalniho rozlozeni, testujeme, zda exigt@yeslost mezi vetinou Y a
vektoremX. (Je-lipy.x = 0, pak z vlastnosti (b) plyne, g€Y,X;) =0 pro vSechnai=1, ..., p,
tudiz nahodné valiny Y a X; jsou stochasticky nezavislé pro vSechnai=1, .).,p
n—s—lD i“z > sefidi rozlozenim F(p, n-p-1), pokud,iglati. Kriticky

1-r
obor:W =(F_, (p,n—p—1),00). JestlizeFOW, Ho zamitame na hladénvyznamnosti.

Testova statistik& =

Y. X



Priklad
Predpokladame, Ze udaje o vykonnosti 10 nalagiranych dinika, jejich viku a dolé zapracovanosti ipdstavu;ji
ciselné realizace nahodného ¥kibrozsahu 10 zéitozmérného normalniho rozlozeni. Na hlaglivwwznamnosti 0,05

testujte hypotézu, Ze vykorldika nezavisi na jehosku a dolk zapracovanosti.

Reseni
Statistiky — Vicenasobna regrese — P¥ongé — Zavisla prosmna Y, seznam nezav. prommych X1, X2 — OK — OK.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Upravené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba 1(7) p-hodn.
N=10 z b* zb
Abs.¢len 86,74217 25,32397| 3,425299| 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 -0,70031 0,76071 -0,920604 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 0,167937

Hodnota testové statistiky pro test nevyznamnastfikientu mnohonasobne korelapel(xlyxz) je 1,4411, poet stupi

volnosticitatele je 2, jmenovatele 7, odpovidajici p-hodnetd,2991, tedy na hladirvyznamnosti 0,05 nezamitame

hypotézu, Ze vykondhika neni zavisly na jehasku a dols zapracovanosti.



Koeficient parcialni korelace

Necht' Y, Z jsou nahodné veliny aX = (Xy, ..., Xp)’" je nahodny vektor. Koretai koeficient
p(Y,Z) udava mirudsnosti linearniho vztahu mezi v@hami Y a Z. Ta vSak dze byt ovlivre-
na i tim, Ze mezi valinami X, ..., X, existuji veltiny, ktere sil@ koreluji jak s Y, tak se Z. Za-
jima nas proto, jaka jeista” korelace mezi Y a Z, kdyz se eliminuje vli@htdného vektorX.
Pokud se omezime na linearni vztahyizeme vliv vektoruX na vel€inu Y popsat linearni re-
gresni funkci

Y=a+pX, kde p = varX)™* cov(X,Y), a = E(Y) - p'E(X).

Tu ¢ast veltiny Y, kterou vektoiX nevyswtli, si mizeme pedstavit jako reziduum Y'Y . Ana-
logicky pro veltinu Z dostavame

Z =y +8&X, kded = var(X)™* cov(X,Z), y = E(Z) -8 E(X),

tudiZ reziduum Z Z chapeme jako téést veltiny Z, kterou vektoiX nevyswitli.



Korelani koeficient mezi rezidui Y Y a Z -Z se nazyvé mezi
nahodnymi veliinami Y a Z @ pevreé danem vektoriX a zn&i sep, ,, .

Tedyp,,, =p(Y - Y, Z-Z). Paita se podle vzorce
o = p(Y,Z)-coUY,X)corX) " coX,Z)
= corY, X)cor(X ) coX, Y)][l— corZ X)cor(X)* cor(X, Z)|

Nech’ nahodny vektor (Y, Z, 4, ..., Xp)’ pochazi z (p+2)-rozgrného rozlozeni, které ma
parcialni korelani koeficientp, , .

Necht' je dan nahodny vy (Y1, Zs, X113, ..y X1p)'s -y (Yn, Zn, Xng, .., Xnp)’ FOzsahu n z tohoto
rozlozeni. Musi platit n > p+2. Jako odhagd, , slouzi
r

Y,ZX " )
r — I, — SYX R XX sz
Y.,Z.X = =
\/ .1_ SYX R XX 1SXY ][1_ Szx R XX 1sz_




Testovani hypotézy o nezavislosti veéin Y a Z pri eliminaci vlivu vektoru X

Popis testu

Budeme pedpokladat, ze uvedeny nahodny &ypochazi z (p+2)-rozémneho normalniho roz-
lozeni.

Testujeme hypotézudp, , x = 0 proti H: py, , x # 0.

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o ¥§la normalniho rozlozeni, testujeme, zda existajestost

mezi Y a Z pi eliminaci vlivu X.

r z.x‘\/n_p_2

Testova statistikd, =— .
1-r

Y,Z.X

Kriticky obor:W =(-co,t,_ ,(n—p—-2)) O(t,,,(n—p—2),).

seridi rozlozenim t(n-p-2), pokudghplati.

JestlizeT, W, Hy zamitame na hladinvyznamnosti.



Priklad

Pro data z fikladu o vykonnosti éniki vypoctéte vykérové parcialni korekani koeficientyr, , , .1, 4 4 , interpretujte je,
porovnejte je s oliejnymi vybérovymi korel&nimi koeficientyr,, ,r., a proa = 0,05 otestujte vyznamnost uvedenych
parcialnich korelénich koeficient.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Nejprve vyp@temekoeficient korelace mezi vykonem akem.
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korétd matice — OK — 2 seznamy — 1. seznam Y, 2. se2fiaid, — Vypoiet.

Proménna X1
Y 0,2287

Dale vyp@teme parcialni koretai koeficient mezi vykonem akem (i vylouceni vlivu doby zapracovanostiotestujem
jeho vyznamnos

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korétd matice — OK — na zalozce Moznosti zasSkrtneme&abr, Urove p,
pocty N, na zalozce Detaily zvolime Parcialni korelack seznam proénnych Y, X1, druhy seznam prémmych X2 —
OK

Proménna Y X1
Y 1,0000 -,3286
p=--- p=,388
X1 -,3286 1,0000
p=,388 p=---

Korelatni koeficient mezi vykonem ackem vysSel 0,2287, tedy s rostoncivckem roste vykon. Parcialni korétd
koeficient mezi vykonem agkem @i vylouceni vlivu doby zapracovanosti vysél,3286, tedy u &nika se stejnou dob
zapracovanosti klesa s rostouciskem vykon.

Odpovidajici p-hodnota je 0,388, tedy na hladiyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznampgs, .



Nyni vypaiteme koeficient korelace mezi vykonem a dobouaapranost

Proménna X2
Y 0,4538

Dale vyp@teme parcialni koreéai koeficient mezi vykonem a dobou zapracovandastryouceni vlivu wWku praovnika &
otestujeme jeho vyznamnost.

Proménna Y X2
Y 1,0000 ,5026
p=--- p=,168
X2 ,5026/ 1,0000
p=,168 p=---

Korelatni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanog$el 0,4538, tedg¢im delSi doba zapracovanosti, tim ¢
vykon Elnik podava. Parcialni koralai koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanastvyouceni vlivu wku vySe
0,5026, tedy u stefnstarych dinika je porekud silrgjSi prima linearni vazba mezi vykonem a dobou zapracastano

Odpovidajici p-hodnota je 0,168, tedy na hladigznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznampos , .



