Cviéeni 12.: Mnohonasobna linearni regrese

Priklad: U 19 vzorki potravindské pSenice byl zjivan obsah zinku v zrnu (prémma Y),
v korenech (prornna X), v otrubach (%) a ve stonku a listech gX

Y X1 X2 X3
175 164 198 162
169 160 198 159
175 158 211 164
181 162 211 162
539 520 567 523
526 502 540 491
344 339 355 334
475 460 500 446
820 683 813 695
841 731 832 714
828 710 846 697
775 716 818 709
622 543 635 563
661 577 712 580
579 505 596 531
936 790 946 814
903 806 946 834
927 793 912 824
889 820 919 807

a) Normalitu proménnych Y, X, X, X3 posul'te pomoci Lilieforsovym testem s hladinou
vyznamnosti 0,05.

b) Zavislost mezi dvojicemi proénnych (Y,X), (Y,X2), (Y,X3) znazorgte
dvourozngrnymi tectkovymi diagramy.

c) Vypoctéte vykerovou korelgni matici vSecletyi promennych a prax = 0,05 otestujte
vyznamnost jednotlivych koralaich koeficien.

d) Vypoctete vykerove parcialni koretani koeficientyry o x)v Ty x,(xuxa)r Vixa(xox,) @

porovnejte je s vidovymi parovymi korelanimi koeficientyr,, , fyy , vy, - Na
hladirg vyznamnosti a = 0,05 testujte hypotézy o nevyzrastiparcialnich koretaich

koeficientu vaXl'(x27X3) ! vax 2(X1.X3) 7 vax (X1 X5) "
e) V prvni fazi zpracovanifedpokladejte, Ze je vhodny regresni model o= B1x1 + B 2X2
+ BsXs3 + &. Vypoctéte index determinace a interpretujte ho. Pdigecelkovy F-test.

Odhadrte parametry regresniho modelu. Prdieediki t-testy pro regresni koeficienty.

Zjistéte odhad rozptylu. Vypiéte parcialni indexy determinace. (Hladinu vyznantinos
voltea = 0,05.)

f) Posufte pomoci beta koeficieinvliv jednotlivych nezavisle prosmnych veltin na
regresni model.

g) Zregresniho modelu odstite ty prongénné, jejichZ regresni koeficienty se neprokazaly

vyznamneé proa = 0,05. Sestavte novy regresni model a pttee rem tytéz ukoly jako
v boct e).

h) Normalitu rezidui v tomto novém regresnim modeaisyd'te Lilieforsovym testem na
hladiné vyznamnosti. = 0,05.



i) V novém regresnim modelu n&fd 95% interval spolehlivosti pro teoretickounesni
funkci a 95% predigni interval.
]) Provefte regresi metodou STEPWISE, a to jak ForwardBaékward.

Redeni:Natteme datovy soubainek.sta.
ad a) Vysledky Lilieforsova testu normality

proménna| testova statistika p-hodnota
Y 0,15792 >0,2
X1 0,15613 >0,2
Xs 0,18177 <0,1
X3 0,16420 <0,2

Na hladirg vyznamnosti 0,05 nelze ani v jednotiipact zamitnout hypotézu o normalit

ad b)
Dvouroznerné tekové diagramy dvojic (Y,X), (Y,X2), (Y,X3) swd¢i o existenci dosti silné
piimé linearni zavislosti.
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ad c) VykErova korelgni matice promdinnych Y, X, X, Xz spolu s odpovidajicimi p-
hodnotami:

poménna| Y | x1 | x2 | x3
Y 1,0000 ,9947 ,9981 ,9959
= ---| p=,000 p=0,00' p=0,00
X1 ,9947| 1,0000, ,9954/ ,9980
p=,000 p=--- p=,000 p=0,00
X2 ,9981) ,9954| 1,0000/ ,9962
p=0,00 p=,000 p=--- p=0,00
X3 ,9959) ,9980/ ,9962| 1,0000
p=0,00' p=0,00' p=0,00 p=---

Na hladirt vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nevyznamiyexhtiotlivych korelanich
koeficienti.

ad d)
Vyberovy koeficient parcialni korelacg y (. x,)

Proménna Y | X1

Y 1,0000 -,0390
p=--- p=,882
X1 -,0390 1,0000
p=,882 p=--
Vyberovy koeficient korelace,, je 0,9947, zatimca, , (., «,) j€ -0,039.

Pokud eliminujeme vliv progmnych X, X3, tak mezi prordinnymi Y a X existuje velmi
slab& nefimé linearni zavislost, kterd neni na hl&dn05 vyznamna.
Vyberovy koeficient parcialni korelacg y  x, x,)




Proménna Y | X2
Y 1,0000 ,7515
p=--- p=,001
X2 , 7515 1,0000
p=.001 _p=--

Vybérovy koeficient korelace,, je 0,9981, zatimca, , (. «.) Poklesl na 0,7515.

Pokud eliminujeme vliv progmnych X, Xs, tak mezi prorinnymi Y a X existuje silna
piima linearni zavislost, ktera je na hladh05 vyznamna.

Vyberovy koeficient parcialni korelace y ., x,)

Proménna Y | X3
Y 1,0000 ,2230
= - p=,390
X3 ,2230 1,0000
p=,390 p=---

Vybérovy koeficient korelace,,  je 0,99589, zatimeg, , _ («, x,) € pouze 0,223.

Pokud eliminujeme vliv prosmnych X, X, tak mezi pronnymi Y a X existuje slaba
piimd linearni zavislost, kterd neni na hl&n05 vyznamna.

Vidime, Ze existuji znaé rozdily mezi parovymi a parcialnimi Wybvymi korel&nimi
koeficienty. Lze tedy soudit na existenci multikaarity. O tom s¥dci i koeficienty VIF:

Statistiky kolineace za danych podminek (zinek.sta)
Sigma-omezena parametrizace

Toler. | Rozptyl R"2 Y Y Y Y Y
Efekt Infl fak Beta v Parcial. | Semipar. t p
X1 0,003802  262,9861 0,996198 -0,037425 -0,03896C -0,002308 -0,15100€ 0,881983

X2
X3

0,007214 138,6290 0,992786 0,793836 0,751501| 0,067422 4,411716 0,000505
0,003120 320,5035 0,996880 0,242409 0,223005 0,013540 0,886006 0,389598

ad e) Vysledky pro regresni model 3a+ BiXs + P oXo + BaXs +¢

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)

R=,99824679 R2=,99649665 Upravené R2=,99579598

F(3,15)=1422,2 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 18,094

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba | t(15) |Uroven p

N=19 beta B
Abs.clen -28,7607 10,60478 -2,71205 0,016066
X1 -0,037425 0,247835 -0,0439 0,29089 -0,15101 0,881983
X2 0,793836/ 0,179938  0,8079 0,18312 4,41172| 0,000505
X3 0,242409 0,273598 0,2802 0,31623 0,88601 0,389598

Adjustovany index determinace je 0,9958, tedy englregresni model s prémmymi X,
Xz, X3 vyswtluje variabilitu prongénné Y z 99,58%. Testova statistika pro celkovy $i-te
nabyva hodnoty 1422,2, odpovidajici p-hodnota jenvéelizka 0, tedy model jako celek je
vyznamny na hladin0,05.

Odhad rozptylu ziskame z tabulky analyzy rozptylu:

Soucet |sv| Primér F Uroven p
Efekt ctvercu ctvercu
Regres. | 1396846/ 3| 465615,2| 1422,205 0,000000
Rezid. 4911 15 327,4
Celk. 1401757
s =3274

Odhadnuté regresni funkce mé tvr= -28,7607 — 0,0439x+ 0,8079x% + 0,2802x.



Dil¢i t-testy pro jednotlivé regresni koeficienty:

testova statistika pro test hypotézy. By = 0 je -2,71205, p-hodnota je 0,016066, tedy H
zamitame na hladénvyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy. B; = 0 je -0,15101, p-hodnota je 0,881983, tedy H
nezamitdme na hladirvyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy. , = 0 je 4,41172, p-hodnota je 0,000505, tedy H
zamitame na hladénvyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy: #; = 0 je 0,88601, p-hodnota je 0,389598, tedy H
nezamitdme na hladirvyznamnosti 0,05.

Vypocet parcialnich indekdeterminace:

rnyl2 =0,9947 =0,9894 (Pokud do modelu Y $o+ ¢ zaradime vekinu Xy, pak bude
vyswtlovat variabilitu hodnot veliny Y z 98,94%.)

rnyzlxl2 =0,8079 =0,6527 (Pokud do modelu Y $o+ B 1x1 + & zaradime vekinu X,, pak
bude vys¥tlovat variabilitu hodnot vetiny Y z 65,27%.)

rY’x3_(X1’X2)2 = 0223 =0,0497 (Pokud do modelu Y o+ B 1X1 + B 2X2 + £ zaradime vekinu
X3, pak bude vysitlovat variabilitu hodnot veliny Y z 4,97%.)

ad f) Interpretace beta koeficiént
betal = -0,037425, beta2 = 0,793836, beta3 = 0(12¥ absolutni hodndtje nejwtsi
beta2, tedy obsah zinku v otrubach ma &sjwliv na obsah zinku v zrnu.

ad g) Protoze dil t-testy prokazaly, Ze na hladi®,05 nejsou progmné X a Xz vyznamné,
sestavime novy regresni model B+ Box; + €.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99807615 R2=,99615600 Upravené R2=,99592988
F(1,17)=4405,5 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,803

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba | t(17) |Uroverip

N=19 beta B
Abs.¢len -30,2507 10,31117 -2,93378 0,009274
X2 0,998076/ 0,015037/ 1,0157 0,01530/ 66,37372 0,000000

Adjustovany index determinace je 0,9959, tedy englregresni model s prémmou X%
vys\wtluje variabilitu prordnné Y z 99,59%. Testova statistika pro celkovy $t-teabyva
hodnoty 4405,5, odpovidajici p-hodnota je velnzkdi 0, tedy model jako celek je vyznamny
na hladir 0,05.

Vidime, ZeY = -30,2507 + 1,015%x

Dil¢i t-testy pro jednotlivé regresni koeficienty:

testova statistika pro test hypotézy. By = 0 je -2,93378, p-hodnota je 0,009274, tedy H
zamitame na hladénvyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy. B, = 0 je 66,37372, p-hodnota je 0,000000, tedy H
zamitame na hladénvyznamnosti 0,05.

ad h) O¥ieni normality rezidui

Abychom mohli analyzovat rezidua, musime je uloAte vystupni tabulce zvolime
Rezidua/pedpoklady/pedpowdi — Rezidualni analyza — UloZit — UloZit rezidua&edpowdi

- OK.

Testova statistika pro K-S test nabyva hodnoty @1bdpovidajici p-hodnota jet€i nez
0,20, tedy hypotézu o normalitezidui nezamitame na hladimyznamnosti 0,05.

Pro Uplnost jegétposoudime vzhled N-P plotu:
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ad i) Intervaly spolehlivosti pro regresni funkci aro predikci ziskame pomoci
dvourozngrnych te&kovych diagram, kde v Detailech vybereme linearni prolozZeni ainve
regresni pasy.

95% interval spolehlivosti pro regresni funk@®5% interval spolehlivosti pro predikci
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ad j) Nejprve aplikujeme metodu Forward:

Statistiky — Vicerozréirna regrese — Praimné — Zavisle pro#nna Y, Nezavisle prodmné
X1, X2, X3 — OK — Detailni nastaveni — zasSkrtnemal3D moznosti — OK — Metoda —
zvolime Krokova dofedna — na zaloZzce Metoda zvolime Zobrazit vysldeikkazdém kroku
— OK (V kroku 0 nejsou v regresni rovnici zadném¥oné.) Klikneme na DalSi — Vypo-
cet:Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99807615 R2=,99615600 Upravené R2=,99592988
F(1,17)=4405,5 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,803

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t(17) p-hodn.
N=19 z b* zb
Abs.¢len -30,2507, 10,31117 -2,93378 0,009274
X2 0,998076/ 0,015037, 1,0157,  0,01530 66,37372 0,000000

V prvnim kroku byla vybrana pratnna X2. Ot klikneme na DalSi a dostaneme vysledky

kroku 2, ktery je jiz konény:



Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99824412 R2=,99649132 Upravené R2=,99605274
F(2,16)=2272,1 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,533

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(16) p-hodn.

N=19 Z b* zb

Abs.¢len -28,9426.  10,20929 -2,83493| 0,011948
X2 0,788109 0,170440  0,8020 0,17345 4,62396| 0,000282
X3 0,210764 0,170440 0,2436 0,19700 1,23659 0,234086

Empiricka regresni funkce ma tvar= -28,9426 + 0,802x+ 0,2436X.

Model jako celek je vyznamny na hladi@,05, avSak nezavisle prémma X vyznamna neni.
Prispiva vSak k vysitleni variability hodnot zavisle profnné velEiny Y. Adjustovany index
determinace je 0,9961. V modelu s nezavisle grorau X byl 0,9959 a v modelu se vSemi
ttemi nezavisle prosmnymi byl 0,9958.

Normalitu rezidui prozkoumame pomoci N-P grafu & $estu:

Normalni p-graf z Rezidua
Tabulka52 1v*19c
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Rezidua neporusujiifedpoklad normality.

Nyni provedeme metodu Backward:

Statistiky — Vicerozrirna regrese — Pramné — Zavisle prosmna Y, Nezavisle proédmné
X1, X2, X3 — OK — Detailni nastaveni — zaSkrtnemal3D mozZnosti — OK — Metoda —
zvolime Krokova zgtna — na zaloZzce Metoda zvolime Zobrazit vysled&yk&zdém kroku —
OK — Vypcaet:Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99824679 R2=,99649665 Upravené R2=,99579598
F(3,15)=1422,2 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 18,094

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(15) p-hodn.

N=19 Z b* zb

Abs.¢len -28,7607,  10,60478 -2,71205| 0,016066
X1 -0,037425 0,247835 -0,0439 0,29089 -0,15101/ 0,881983
X2 0,793836/ 0,179938 0,8079 0,18312| 4,41172| 0,000505
X3 0,242409 0,273598 0,2802 0,31623 0,88601 0,389598

V prvnim kroku byly zéazeny vSechny proinné.

Klikneme na DalSi — Vyptet: Vysledky regrese.



Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99824412 R2=,99649132 Upravené R2=,99605274
F(2,16)=2272,1 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,533

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t(16) p-hodn.
N=19 z b* zb
Abs.¢len -28,9426  10,20929| -2,83493 0,011948
X2 0,788109 0,170440  0,8020, 0,17345 4,62396 0,000282
X3 0,210764 0,170440 0,2436  0,19700 1,23659 0,234086

V tomto kroku byla vylodena proninna X1.

Opet klikneme na DalSi — Vypet: Vysledky regrese a dostaneme Kol tabulku:

Vysledky regrese se zavislou proménnou :

Y (zinek.sta)

R=,99807615 R2=,99615600 Upravené R2=,99592988
F(1,17)=4405,5 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,803

b* Sm.chyba b Sm.chyba | t(17) p-hodn.
N=19 z b* zb
Abs.¢len -30,2507, 10,31117 -2,93378 0,009274
X2 0,998076/ 0,015037, 1,0157,  0,01530 66,37372 0,000000

Vidime, Ze metoda STEPWISE, Backward poskytla étegysledky jako metoda ENTER.

Priklad k samostatnémureSeni:
Byla znmeifena vySka 20 osmnactiletych chlagpromenna Y) a dale byly zjighy vysky
jejich piibuznych ve ¥ku 18 let: X1 ... vySka matky, X2 ... vySka otce, X3vySka babiky
z matiny strany, X4 ... vySka&etka z otcovy strany, X5 ... vySka b&hy z otcovy strany,
X6 ... vySka @detka z otcovy strany, X7 ... vySka chlapde parozeni.

Data jsou ulozena v souboru vysky pribuznych.sta.

Nejprve provdte korel&ni analyzu: vyp&téte koeficienty korelace protnné Y se vSemi
nezavisle prognnymi.

Korelace (vysky_pribuznych.sta)

Oznac. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

N=20 (Celé pripady vynechiny u ChD)

Proménna x1 X2 x3 | x4 | x5 | x6 | x7

y 0,395117  0,791297  -0,211974  -0,260861 0,193163  -0,230270  0,264300
Dale vypdtéte parcialni korekéni koeficienty prominné Y s promdnnou X1 g vylouceni
vlivu X3 a X4 a s prornnou X2 g vylouceni vlivu X5 a X6.

Parcialni korelace (vysky_pribuznych.sta)
S vylougenim vlivu:x3 a x4

Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
N=20 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna y x1
y 1,0000 ,3600
p=--- p=,142
x1 ,3600  1,0000
p:,g p= ---




Parcialni korelace (vysky_pribuznych)

S vylou¢enim vlivu:x5 a x6

Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
N=20 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna y X2
y 1,000000 0,763265
X2 0,763265 1,000000

Pomoci koeficiernt VIF prowite, zda v modelu, ktery vystiuje proneénnou Y pomoci

proménnych X1 az X7, mezi nezavisle prénmymi veliéinami existuje multikolinearita.

Statistiky kolineace za danych podminek (vysky_pribuznych.sta)

Sigma-omezena parametrizace

Toler. Rozptyl RA2 y y y y y

Efekt Infl fak Beta v Parcial. Semipar. t p
"x1" 0,6093157 1,6411853 0,3906842 0,409124¢€ 0,7398021 0,3193572 3,8089422  0,002489C
"x2" 0,609536S  1,6405897 0,3904631 0,8272421 0,9120212 0,645851¢ 7,7030062  0,0000055
"x3" 0,809185€ 1,235810% 0,1908144  -0,066991€ -0,203155€ -0,0602621 -0,7187401 0,4860614
"x4" 0,8192387  1,220645E  0,1807612 0,050997€ 0,1569551 0,046158¢€ 0,550531¢  0,5920558
"x5" 0,6902695  1,4487094 0,309730% 0,056949C 0,1607847 0,047314¢€ 0,564316€ 0,582932¢
"X6" 0,6513272  1,5353267 0,348672¢€  -0,0709651  -0,193462¢ -0,057272Z -0,6830803 0,5075302
"X7" 0,6796494  1,471346¢  0,320350€ 0,269228¢ 0,6071912 0,221954¢€ 2,6472305 0,021287€

V uvedeném regresnim modelu pdseipomoci beta koeficiemwliv jednotlivych nezavisle

pronmennych na Y. PouZijte také Paietdiagram.
b*
N=20
Abs.&len
x1 0,409125
X2 0,827242
X3 -0,066992
x4 0,050998
X5 0,056949
X6 -0,070965
X7 0,269229

Paretlv graf standardizovanych koeficientt
Proménnd: y: vyska chlapce v 18 letech
Sigma-omezenéa parametrizace

"x2" ,8272421

"x1" ,4091246
"X7" ,2692289

"x6" ,0709651

"x3" ,0669916
"x5" ,056949

"x4" ,0509976

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Standardizované koeficienty (absolutni hodnota)




Nyni pro vystavbu modelu pouZijte deplnou i zgtnou krokovou metodu a jejich vysledky

porovnejte.

Dopredna metoda:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (vysky_ pribuznych.sta)

R=,95111334 R2=,90461658 Upravené R2=,88673219

F(3,16)=50,581 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 2,3719

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(16) p-hodn.

N=20 z b* zb
Abs.¢len -199,722 33,79003  -5,91069 0,000022
X2 0,873161 0,078496 1,106 0,09942 11,12369 0,000000
x1 0,364507 0,085585 0,688 0,16156 4,25898  0,000600
X7 0,263581 0,086598 1,373 0,45103 3,04372  0,007740

Zpétnd metoda:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (vysky_pribuznych.sta)
R=,92162267 R2=,84938835 Upravené R2=,83166934
F(2,17)=47,937 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 2,8915

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=20 z b* zb
Abs.¢len -156,313 37,34335] -4,18582 0,000620
x1 0,474630 0,094553 0,896 0,17849 5,01972  0,000105
X2 0,836417 0,094553 1,059 0,11976 8,84599  0,000000

Mezi €mito dwma modely rozhodite na zaklad rezidualni analyzy a adjustovaného indexu

determinace.




