
Úvod

Splajn je angliké slovo (spline) znamenajíí pru¾inu na rýsování

køivek. Zaèátky teorie, která vyústila ve splajny, jsou dávné. Spoèívala

v propojení bodù køivky empiriky zadané nìkolika body v rovinì. Pøes-

nìji øeèeno, je zadáno n èísel x

1

; x

2

; :::; x

n

na ose x a k nim jsou empiriky

stanoveny hodnoty f(x

1

); f(x

2

); :::; f(x

n

) nìjaké velièiny (napø. fyzikální).

Pøirozený po¾adavek je prolo¾it body (x

i

; f(x

i

)) køivku, která by vyjadøo-

vala (pravdìpodobný) prùbìh oné velièiny na elém intervalu (x

1

; x

n

). Pro

tu funki f(x), kterou máme zkonstruovat, jsou ov¹em po¾adovány nìkteré

vlastnosti, které jsou (podle zku¹enosti) známy o zkoumané velièinì, napø.

spojitost nebo i spojitost derivae apod. Tento postup, kterému øíkáme in-

terpolae dat, není ov¹em úplnì zadán. Nejpøirozenìj¹í postup je ten, ¾e

mezi uzly (x

i

; f(x

i

)) prolo¾íme napø. èásti polynomù a jejih styèné body

podrobíme nìjaké podmíne. To je prinip tzv. interpolaèníh splajnù.

Je jasné, ¾e nejen volba spojek mezi uzly, ale i hyby mìøení se podepí¹í

na kvalitì a interpolaèní hodnotì získané funke. Nezbývá ne¾ brát zadané

uzly jen jako orientaèní body konstruované funke a vytvoøit funki, která

by s jistou pøibli¾ností, ale s pøedepsanou hladkostí aproximovala nezná-

mou funki, je¾ pøedstavuje prùbìh mìøené velièiny. Metody poètu prav-

dìpodobnosti a statistiky umo¾ní nahradit nedostatek informaí o aproxi-

mované funki. Tuto pøibli¾nou aproximai nazýváme vyhlazování dat; je

zprostøedkována tzv. vyhlazovaími splajny, které budou spolu s interpo-

laèními splajny na programu na¹eho zkoumání.

Ve struènosti, o ve spisu je. Po úvodníh výkladeh, které øe¹í problém

ve velké obenosti (a je dobrým vodítkem i pro víerozmìrné splajny), jsou

probrány otázky speiální, jejih¾ øe¹ení nabízí konkrétní výpoèetní algo-

ritmy praktiké u¾itné hodnoty. Úvahy jsou rozprostøeny pouze pro jedno-

rozmìrný pøípad, tedy pro funke jedné promìnné. Podrobnosti o funkíh

víe promìnnýh nejsou diskutovány, i kdy¾ døívìj¹í obené úvahy pøipra-

vují pùdu i pro nì. To je jedna vì, která ve spisu hybí. Vzhledem k úvod-

nímu harakteru textu to není mezera zásadní. Druhá spoèívá v neexisteni

kapitoly, pojednávajíí o odhadu hyb.

Nakone je vhodné pøipravit ètenáøe na to, jaké znalosti se od nìho

oèekávají. Jsou to standardní znalosti z analýzy, základy funkionální ana-

lýzy a základní pojmy ze stohastikýh proesù. Vypadá to zle. Ètenáø

v¹ak není ponehán na pospas monogra�ím, které by pohltily mnoho èasu

i zájmu, ale mo¾né mezery ve znalosteh jsou doplnìny tak, ¾e pou¾ité vìty

z funkionální analýzy jsou jednotlivì vypsány (s odkazy na literaturu)
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2 Úvod

a pojmy ze statistiky i s potøebnými souvislosmi jsou vylo¾eny. Tak¾e vý-

zbroj ètenáøe spoèívá pøedev¹ím ve shopnosti úsudku a ov¹em v tréninku,

kterým pro¹el v pøedhozíh leteh studia matematiky.

Nakone malé vyhlédnutí za hranie tohoto skripta: jednorozmìrný pøí-

padnì dvojrozmìrný vyhlazovaí splajn vyhladí ¹um digitálního záznamu

zvuku na nosièi pøípadnì obrazu na fotogra�i. Výsledek: zvuk bez ru¹ení,

fotogra�e bez závoje.

Skriptum je urèeno pro posluhaèe magisterskýh oborù programu ma-

tematika a programu aplikovaná matematika.

Závìrem dìkuji kolegovi prof. RNDr. Jiøímu Høebíèkovi, CS za pod-

nìtné pøipomínky poskytované pøi psaní textu.



1. Splajny v Hilbertovì prostoru

(H�splajny)

V první kapitole nejprve pojednáme o nezbytnýh základeh teorie splajnù

jedné promìnné. Pojem interpolaèního a vyhlazovaího splajnu zavedeme

variaèní metodou jako minimizátory jistýh funkionálù, tak jak je do lite-

ratury uvedli r. 1968 Anselone a Laurent [2℄.

Ve v¹í struènosti dále pojednáme o otázkáh existene a jednoznaènosti

splajnù v rùznýh situaíh a o otázkáh spojenýh s nalezením algoritmu

pro jejih konstruki za znaènì obenýh podmínek.

Rozvíjíme teorii pokud mo¾no v obené poloze a postupnì speializujeme

podmínky, jak to vy¾aduje postupujíí prohlubování teorie. Ukonèíme tento

proes na takové úrovni obenosti, která zahrnuje vìt¹inu pøípadù vyhá-

zejííh z praxe (pokud jde o splajny bez vedlej¹íh podmínek jako: mono-

tonie, konvexita a jiná omezení na výbìr splajnù). Touto estou je také vy-

tváøen a aktualizován algoritmus pro konstruki splajnu. Pro polynomiké

(Lg�)splajny jsou pøedlo¾eny efektivní algoritmy a programy.

1.1. Pojem interpolaèního a vyhlazovaího splajnu.

1.1.

Neh»

(1,1) X;Y;Z jsou (reálné) separabilní Hilbertovy prostory

(1,2) T : X ! Y;A : X ! Z spojité lineární operátory.

Zvolme prvek z 2 Z: Pokud operátorová rovnie Ax = z má øe¹ení, de�nu-

jeme:

De�nie 1.2. Prvek s 2 X se nazývá interpolaèní splajn prvku z 2 Z

vzhledem k operátorùm T a A; kdy¾

ZjjTsjj

Y

= min

x2A

�1

(z)

jjTxjj

Y

: (1)

Øíkáme také, ¾e s je splajn interpolujíí prvek z 2 Z vzhledem k T a A.

Za situae, kdy

1) A

�1

(z) = ;

anebo

2) A

�1

6= ;, ale prvek z je nepøesnì vybrán, tak¾e interpolae prvku z je

ne¾ádouí,

zavedeme "korekèní" parametr � > 0 a de�nujeme

De�nie 1.3. Prvek s

�

2 X se nazývá vyhlazovaí splajn prvku z 2 Z

vzhledem k operátorùm T a A a parametru � > 0, kdy¾

�

�

(s

�

) = �jjTs

�

jj

2

Y

+ jjAs

�

� zjj

2

Z

= min

x2X

�jjTxjj

2

Y

+ jjAx� zjj

2

Z

: (1)
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4 1.1. Pojem interpolaèního a vyhlazovaího splajnu

Mluvíme také o splajnu vyhlazujíím prvek z 2 Z vzhledem k T;A a �: Èíslo

� > 0 se nazývá parametr vyhlazení.

Poznámka 1.4.

V pøípadì, ¾e prostor Z je kartézská N�tá monina prostoru reálnýh

èísel E;Z = E

N

; de�nujeme obenìj¹í verzi vyhlazovaího splajnu prvku

z = [z

1

; :::; z

n

℄

T

2 E

N

vzhledem k T a A s vyhlazovaím parametrem v této

obenìj¹í podobì: � = [�

1

; :::; �

n

℄

T

2 E

N

; �

i

> 0; i = 1(1)N: Extremální

podmínka 1.3(1) pro vyhlazovaí splajn v této obenìj¹í verzi zní pak takto

jjTs

�

jj

2

Y

+ jjAs

�

� zjj

2

1

= min

x2X

[jjTxjj

2

Y

+ jjAx� zjj

2

1

℄; (1)

kde norma jj:jj

1

je de�nována vztahem

jjxjj

2

1

=

N

X

i=1

(1=�

i

)x

2

i

:

Po¾adavek 1.4(1) mù¾eme pøepsat ve tvaru

jjTs

�

jj

2

Y

+ (As

�

� z)

T

Q(As

�

� z) =

= min

x2X

[jjTxjj

2

Y

+ (Ax� z)

T

Q(Ax� z)℄; (2)

kde Q = diag(1=�

1

; :::; 1=�

N

); (diagonální matie)

nebo té¾

jjTxjj

2

Y

+

N

X

i=1

(1=�

i

)[(Ax)

i

� z

i

℄

2

= min

2X

! (3)

Pøede¹lou úvahu mù¾eme je¹tì zobenit. Oznaème jj:jj

e

Z

ekvivalentní normu

k normì jj:jj

Z

: Pak prvek s

e

2 X se nazývá vyhlazovaí splajn prvku z 2 Z

vzhledem k operátorùm T a A a normì jj:jj

e

Z

, kdy¾

�

e

(s

e

) = jjTs

e

jj

2

Y

+ (jjAs

e

� zjj

e

Z

)

2

= min

x2X

[jjTxjj

2

Y

+ (jjAx� zjj

e

Z

)

2

℄: (4)

1.5.

Extremální problém 1.3(1) se obvykle pøeformulovává následujíím zpù-

sobem.
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Lineární prostor

V = Y � Z (kartézský souèin prostorù Y a Z) pøejde v Hilbertùv prostor,

kdy¾ de�nujeme skalární souèin

(v

0

; v

00

)

V

= �(y

0

; y

00

)

Y

+ (z

0

; z

00

)

Z

;

kde v

0

= (y

0

; z

0

) a v

00

= (y

00

; z

00

) jsou prvky ve V; s pøíslu¹nou normou

jjvjj

2

V

= �jjyjj

2

Y

+ jjzjj

2

Z

pro v = (y; z) 2 V:

Pak zobrazení

S : x 7! (Tx;Ax)

je spojitý lineární operátor S : X ! V: Pro p = (0; z) 2 V pak obdr¾íme

ekvivalentní de�nii vyhlazovaího splajnu s

�

; de�nie 1.3:

s

�

je øe¹ení variaèní úlohy

jjSs

�

� pjj

2

V

= min

x2X

jjSx� pjj

2

V

; kde p = (0; z) 2 V: (1)

U¾ v této obené poloze se jeví základní rysy splajnù vyjádøené následují-

ími harakteristikami 1.6(1) a 1.6(2).

Vìta 1.6. Za pøedpokladu, ¾e zobrazení T a A jsou surjektivní a N(A) +

N(T ) je uzavøená mno¾ina v X; platí

s 2 X øe¹í 1:2(1) , s 2 A

�1

(z) a Ts 2 (TN(A))

?

; (1)

s

�

2 X øe¹í 1:5(1) , (Ss

�

� p) 2 (SX)

?

; (2)

kde S a p jsou de�novány v 1:5; N(A) = fx 2 X : Ax = 0g je jádro (null

spae) zobrazení A a (�)

?

znaèí ortogonální doplnìk. (viz [5℄ Satz 4.1, str.

91). 2

1.2. Existene a jednoznaènost interpolaèního splajnu.

Otázka existene a jednoznaènosti øe¹ení úloh 1.2(1) a 1.5(1) má funda-

mentální význam. Odvodíme k tomu jisté dostateèné podmínky, které pro

svou obenost budou v dal¹ím dobøe aplikovatelné.

Vìta 1.7. Úloha 1:2(1) (interpolaèní splajn) má øe¹ení pro ka¾dé z 2 Z;

pro nì¾ A

�1

(z) 6= ;; jestli¾e je splnìna podmínka

TN(A) je uzavøená mno¾ina v Y: (1)

(napø. [23℄, 1, x 1.2, Teor.1.1).

Dùkaz. Neh» A

�1

(z) 6= ;: Pro ka¾dé x 2 A

�1

(z) platí A

�1

(z) = x +

N(A): Z pøede¹lé rovnie vyplývá

TA

�1

(z) = Tx+ TN(A):
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Z 1.7(1) plyne, ¾e TA

�1

(z) je uzavøená mno¾ina v Y: Podmínka 1.2(1) øíká,

¾e Ts je prvek v TA

�1

(z) s nejmen¹í vzdáleností od 0 2 Y: Takový prvek

v TA

�1

(z) existuje vzhledem k uzavøenosti TA

�1

(z): 2

Vìta 1.8. Úloha 1:2(1) (interpolaèní splajn) má nejvý¹ jedno øe¹ení pro

ka¾dé z 2 Z; pro nì¾ A

�1

(z) 6= ;; je-li splnìna podmínka

N(T ) \N(A) = ;: (1)

(napø. [23℄ 1, x 1.2, Teor.1.1)

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e A

�1

(z) 6= ; a ¾e existují dvì øe¹ení s

1

a s

2

úlohy 1.2(1). Oba prvky f

1

= Ts

1

a f

2

= Ts

2

; f

1

; f

2

2 TA

�1

(z) mají podle

1.2(1) nejmen¹í vzdálenost od 0 2 Y: Odtud jjf

1

jj

Y

= jjf

2

jj

Y

: V dal¹ím

index Y budeme vynehávat. Platí

(f

1

+ f

2

)=2 2 TA

�1

(z);

odkud

jjf

1

jj � jj(f

1

+ f

2

)=2jj � (jjf

1

jj+ jjf

2

jj)=2 = jjf

1

jj;

tedy

jjf

1

jj = 1=2jjf

1

+ f

2

jj

a analogiky

jjf

2

jj = 1=2jjf

1

+ f

2

jj;

tak¾e

jjf

1

+ f

2

jj = jjf

1

jj+ jjf

2

jj:

Odtud

jjf

1

jj

2

+ 2(f

1

; f

2

) + jjf

2

jj

2

= jjf

1

jj

2

+ 2jjf

1

jj � jjf

2

jj+ jjf

2

jj

2

èili

(f

1

; f

2

)

Y

= jjf

1

jj

Y

� jjf

2

jj

Y

:

Tento zvlá¹tní pøípad Shwarzovy nerovnosti nastává pouze v pøípadì, ¾e

f

1

= �f

2

; � � 0: Z rovnosti jjf

1

jj

Y

= jjf

2

jj

Y

pak plyne � = 1; f

1

= f

2

=: f:

Z tohoto výsledku vyplývá

Ts

1;2

= f; As

1;2

= z;

tak¾e pro g = s

1

� s

2

platí Tg = 0; Ag = 0; tj.

g 2 N(T ) \N(A) = 0; g = 0; s

1

= s

2

:

2

Èasto nastává situae, popsaná v následujíí vìtì, za které je splnìna pod-

mínka 1.7(1), zaruèujíí existeni splajnu.
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Vìta 1.9. Neh»

TX je uzavøená mno¾ina v Y: (1)

a neh» N(T )\N(A) = 0: Je-li dimN(T ) <1 nebo je-li podprostor AN(T )

uzavøený, pak TN(A) je uzavøená mno¾ina v Y; tj. je splnìna podmínka

1:7(1) pro existeni splajnu (napø. [23℄ 1, x1.2, Teor.1.2).

Dùkaz. Neh» fy

k

g je posloupnost prvkù v TN(A) konvergujíí v Y

k prvku y: Prvek y patøí do uzavøené mno¾iny TX: Existují x

k

2 N(A) tak,

¾e y

k

= Tx

k

: Posloupnost fx

k

g je ohranièená. Vskutku, uva¾ujme rozklad

x

k

= x

k1

+x

k2

; kde x

k1

2 N(T ); x

k2

2 N(T )

?

: Zøejmì Tx

k2

= y

k

: Restrike

e

T operátoru T na podprostorN(T )

?

je spojité 1-1-znaèné zobrazení N(T )

?

na TX: Podle Banahovy vìty o inverzním operátoru ([11℄ IV, 5.4, Teor.3 {

℄ 1 ), operátor

e

T

�1

je spojitý. Odtud jjx

k2

jj

X

= jj

e

T

�1

y

k

jj

X

� jj

e

T

�1

jj�jjy

k

jj

Y

:

Proto¾e konvergentní posloupnost fy

k

g je ohranièená, je také posloupnost

fx

k2

g ohranièená.

Dále A(x

k

) = A(x

k1

+ x

k2

) = 0; tedy A(x

k1

) = �A(x

k2

): Oznaème sym-

bolem

e

A restriki operátoru A na podprostor N(T ): Proto¾e

e

A je spojité

1-1-znaèné zobrazení N(T ) na AN(T ) a AN(T ) je podle pøedpokladu uza-

vøený nebo koneènìdimenzionální, tedy zase uzavøený podprostor, podle

itované Banahovy vìty

e

A

�1

je spojité zobrazení. Odtud

jjx

k1

jj = jj

e

A

�1

Ax

k1

jj = jj

e

A

�1

Ax

k2

jj � jj

e

A

�1

jj � jjAjj � jjx

k2

jj:

Ohranièenost posloupnosti fx

k

g je tím potvrzena.

Existuje podposloupnost fx

k

0

g posloupnosti fx

k

g; která slabì konverguje

k nìjakému prvku (øeknìme) x ([16℄ III, x24, Teor.3 { ℄ 2 ). Potom Ax

k

0

sl

!

Ax; Tx

k

0

sl

! Tx ([16℄ III, x25, Teor.3 { ℄ 3 ). Platí v¹ak Ax

k

0

= 0 pro

v¹ehna k

0

a Tx

k

0

! y: Odtud Ax = 0; Tx = y; tak¾e y 2 TN(A): 2

Dùsledek 1.10. Neh» TX je uzavøená mno¾ina v Y;N(A) \ N(T ) = 0

a dimZ <1: Pak TN(A) je uzavøená mno¾ina v Y; tj. je splnìna podmínka

1:7(1) pro existeni splajnu. 2

Poznámka 1.11. Je-li TX uzavøená podmno¾ina v Y; mù¾eme bez újmy

na obenosti pøedpokládat TX = Y; nebo» TX je v tom pøípadì Hilbertovým

prostorem.

Dùkaz. Z podmínky dimZ < 1 plyne dimAN(T ) < 1 a z podmínky

N(T ) \ N(A) = 0 plyne, ¾e A je 1-1 na N(T ): Odtud dimN(T ) < 1:

Tvrzení plyne z vìty 1.9.
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1.3. Existene a jednoznaènost vyhlazovaího splajnu.

Vìta 1.12. Neh» N(T ) \N(A) = 0 a neh»

SX je uzavøená podmno¾ina ve V: (1)

Pak úloha 1:5(1) (vyhlazovaí splajn) má pøesnì jedno øe¹ení. (napø. [23℄ 1,

x1.2, Teor.1.3)

Dùkaz. Operátor S je injektivní. Vskutku, je-li Sx = 0; pak Tx = 0

a Ax = 0: Vzhledem k podmíne N(T ) \ N(A) = 0 platí x = 0: Norma

jjSx� pjj

V

dosahuje minima pro Sx 2 SX; pro nì¾ je vzdálenost p od Sx

minimální. Takový prvek Sx; øeknìme f 2 SX; existuje v dùsledku uza-

vøenosti SX ve V a je jediný, o¾ se doká¾e analogiky jako jednoznaènost

prvku TS v dùkazu vìty 1.8. Hledaný prvek s

�

je roven S

�1

f: 2

1.13.

Pøipomeòme následujíí dobøe známá fakta. Z de�nie operátoru T

�

ad-

jungovaného k T 2 L[X;Y ℄

(Tx; y)

Y

= (x; T

�

y)

X

; 8 x 2 X; 8 y 2 Y; (1)

plynou pøímo vztahy

<(T )

?

= N(T

�

); <(T

�

)

?

= N(T ); (2)

a odtud

<(T ) = N(T

�

)

?

; <(T

�

) = N(T )

?

; (3)

kde <(T ) = T (X) znaèí range (obor hodnot) operátoru T v Y: Dále pøipo-

meòme þlosed-range theoremÿ (napø. [27℄, str. 205):

<(T

�

) je uzavøené v X , <(T ) je uzavøené v Y: (4)

Vìta 1.14. Neh» platí N(T ) \ N(A) = 0; TX = Y a jedna z podmínek

AX = Z nebo dimZ <1: Pak SX = N(S

�

)

?

je uzavøená mno¾ina ve V:

Dùkaz. Neh» v = [y; z℄ je prvek ve V: Pak S

�

v = �T

�

y + A

�

z a tedy

S

�

V = T

�

Y +A

�

Z = <(T

�

)+<(A

�

); tak¾e podle 1.13(3) S

�

V = N(T )

?

+

N(A)

?

; nebo» podle losed range theorem 1.13(4) a podle 1.13(3) N(T )

?

=

<(T

�

) = <(T

�

) a podobnì pro A: (V alternativním pøípadì dimZ <1 je

dimAX <1 a tedy <(A) i <(A

�

) jsou uzavøené.) Ze vztahu 0 = N(T ) \

N(A) plyne X = 0

?

= N(T )

?

+ N(A)

?

= S

�

V = <(S

�

): Je¾to <(S

�

) je

uzavøeno v X; je podle 1.13(4) <(S) = SX uzavøeno ve V a podle 1.13(3)

je SX = <(S) = <(S) = N(S

�

)

?

: 2

Vztah mezi interpolaèním a vyhlazovaím splajnem objasòuje následujíí

vìta.
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Vìta 1.15. Neh» z 2 Z: Neh» existuje pøesnì jeden splajn s

�

vyhlazujíí

prvek z a neh» existuje pøesnì jeden splajn ŝ interpolujíí prvek As

�

: Pak

ŝ = s

�

:

Poznámka 1.16. Ménì pøesnì øeèeno, vyhlazovaí splajn je interpolaè-

ním splajnem za pøedpokladu existene a jednoznaènosti obou typù splajnù

(napø. za podmínek 1:7(1); 1:8(1) a 1:12(1):)

Dùkaz vìty 1.15. Máme-li sestrojen splajn s

�

vyhlazujíí prvek z 2 Z;

de�nujeme z

�

= As

�

: Splajn ŝ interpolujíí prvek z

�

je jednoznaènì urèený

minimizátor výrazu min

x2A

�1

(z

�

)

jjTxjj

2

Y

(mno¾ina A

�1

(z

�

) je neprázdná,

proto¾e s

�

2 A

�1

(z

�

)):

Platí

�

�

(ŝ) = �jjT ŝjj

2

Y

+ jjAŝ� zjj

2

Z

= �jjT ŝjj

2

Y

+ jjAs

�

� zjj

2

Z

�

� �jjTs

�

jj

2

Y

+ jjAs

�

� zjj

2

Z

= �

�

(s

�

):

Nerovnost �

�

(ŝ) � �

�

(s

�

) je evidentní, tak¾e �

�

(ŝ) = �

�

(s

�

): Je¾to

�

�

(x) má jediný minimizátor v X; toti¾ s

�

; platí ŝ = s

�

: 2

1.4. Nalezení splajnu. Analýza problému.

1.17. Algoritmus pro interpolaèní splajn.

V tomto a v dal¹íh odstavíh budeme postupnì zesilovat podmínky, a¾

se nám v urèitém stadiu podaøí vypraovat v praxi pou¾itelný algoritmus

pro vytvoøení splajnu. Tyto podmínky { jak uvidíme { budou je¹tì do té

míry obené, aby zahrnovaly vìt¹inu praktiky zajímavýh pøípadù.

1.18.

Vyjdeme z de�nie 1.2 interpolaèního splajnu s; de�novaného vztahy

jjTsjj

Y

= min

x2A

�1

(z)

jjTxjj

Y

; za speiálního pøedpokladu, ¾e

prostor Z = E

N

; (1)

operátor A = (�

1

; :::; �

N

); (2)

kde �

i

jsou nezávislé spojité lineární funkionály na X; i = 1(1)N:

Pøedpokládejme dále, ¾e jsou splnìny podmínky 1.9(1) a 1.8(1), které

zaruèují existeni a jednoznaènost splajnu interpolujíího prvek z = r =

[r

1

; :::; r

N

℄

T

2 E

N

: Oznaème

k

i

; i = 1(1)N; reprezentanty funkionálù �

i

v X; (3)

tj: �

i

x = (k

i

; x)

X

pro libovolné x 2 X:
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Po¾adavek, aby splajn s interpoloval vektor r = [r

1

; :::; r

N

℄

T

2 E

N

je

tedy vyjádøen podmínkou

(k

i

; s)

X

= r

i

; i = 1(1)N: (4)

Oznaème K lineární obal lineárnì nezávislého systému prvkù k

1

; :::; k

N

K = spanfk

i

g

N

1

: (5)

Zøejmì N = dimK <1; tak¾e K je uzavøený podprostor v X:

Dále zøejmì

N(A) = K

?

: (6)

Odtud K

�

=

X=K

?

= X=N(A)

�

=

AX (pøiøazení prvkù: x 7! [x℄ a z =

Ax 7! [x℄ 2 A

�1

(z)), tedy dimK = dimAX; èili

AX = E

N

: (7)

dle losed-range theorem 1.13(4) odtud plyne, ¾e

<(A

�

) je uzavøená podmno¾ina v X: (8)

Oznaèení a pojmy zavedené v 1.18 budou v dal¹ím pou¾ívány bez odka-

zování.

Tvrzení 1.19. Neh» r 2 A(X). Platí

Ts 2 (TK

?

)

?

(1)

Dùkaz. Podle vìty o projeki (napø. [18℄ Th. 2, x3.3, str.51 - ℄ 10, viz také

obrázek a vìtu 2.1) je Ts ortogonální k varietì TA

�1

(r) (ov¹em také k pod-

prostoru TA

�1

(0)), tedy také k prvku T (x� s) pro libovolné x 2 A

�1

(r);

tj. (Ts; T (x� s))

Y

= 0: Odtud vyplývá Ts 2 [TN(A)℄

?

: Vztah 1.19(1) pak

plyne z 1.18(6).

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A

A

A

A

A

A

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Tx

Ts

TA

�1

(r)

TN(A)� TA

�1

(0)

T (x� s)

0

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

AK

H

H

H

H

H

H

H

HY

�

�

�

�

��

2

Vìta 1.20. Neh» platí 1:18(1) a 1:18(2): Neh» dimN(T ) = q < 1

a dimK = N <1: Neh» platí 1:8(1) a TX = Y: Pak pro H = K\N(T )

?

platí

(TK

?

)

?

= T

��1

H; T

�

[TK

?

℄

?

= H; (1)
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dim(T

��1

H) = dimH = N � q: (2)

2

Poznámka 1.21. Podmínky vìty 1:20 zaruèují existeni a jednoznaènost

splajnu, interpolujíího libovolné z 2 Z; pro nì¾ A

�1

(z) 6= ; { viz dùsledek

1.10

Dùkaz vìty 1.20. Ze vztahu 1.13(1) plyne y 2 (TM)

?

� T

�

y 2 M

?

pro

libovolný podprostor M � X: Odtud

T

�

(TM)

?

=M

?

\ <(T

�

): (1)

(1)Polo¾me M = K

?

a H = K\N(T )

?

: Pak podle 1.20(1) (existeni T

��1

zaruèuje 1.13(2))

(TK

?

)

?

= T

��1

[K \N(T )

?

℄ = T

��1

H;

nebo»

1) v dùsledku 1.13(3) je <(T

�

) = N(T )

?

a

2) podle losed-range theorem 1.13(4) je <(T

�

) uzavøeno v X; proto¾e

<(T ) je uzavøeno v Y ;

tudí¾ <(T

�

) = N(T )

?

:

Z 1.21(1) plyne 1.20(1)

T

�

(TK

?

)

?

= K \N(T )

?

= H:

Koneènì platí 1.20(2), dimH = N � q: K dùkazu

zaprvé odvodíme vztahy

A

�

[AN(T )℄

?

= N(T )

?

\ <(A

�

) = N(T )

?

\ K = H;

(pou¾ijeme zde 1.20(1) { kde klademe A místo T a N(T ) za M { a pøihléd-

neme k 1.18(6), 1.13(3) a 1.18(8));

zadruhé doká¾eme postupnì

dim [AN(T )℄ = dimN(T ) = q

(uva¾me, ¾e A je 1-1 na N(T ))

dim [AN(T )℄

?

= N � q

dim [AN(T )℄

?

= dimA

�

[AN(T )℄

?

= N � q

(podle 1.13(2) a 1.18(7) je A

�

prosté zobrazení na E

N

),

dim(A

��1

H) = dimH = N � q: 2
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1.22.

Na základì pøede¹lého je mo¾no sestrojit algoritmus konstruke interpo-

laèního splajnu v následujííh ètyøeh kroíh:

KROK 1. Najdeme bázi prostoru H = K\N(T )

?

a to tak, ¾e najdeme

lineárnì nezávislé prvky h

1

; :::; h

N�q

v K; ortogonální k N(T )

h

i

=

N

X

j=1

h

ij

k

j

; i = 1(1)N � q: (1)

KROK 2. De�nujeme

f

i

= T

��1

h

i

; i = 1(1)N � q: (2)

Kroky 1: a 2: budou v dal¹ím (odst. 1.7) za speiálníh podmínek popsány

podrobnìji.

KROK 3. Podle 1.19(1) a 1.20(1)

Ts 2 (TK

?

)

?

= T

��1

H:

Odtud

Ts =

N�q

X

i=1

�

i

f

i

(3)

pro nìkterá èísla �

i

; i = 1(1)N � q; která vypoèteme takto:

N�q

X

i=1

�

i

(f

i

; f

j

)

Y

= (Ts; f

j

)

Y

= (s; T

�

f

j

)

X

= (s; h

j

)

X

=

= (s;

N

X

i=1

h

jik

k

i

)

X

=

N

X

i=1

h

ji

(k

i

; s)

X

1:18(4)

=

N

X

i=1

h

ji

r

i

:

Odtud dostáváme systém lineárníh rovni pro neznámé �

i

N�q

X

j=1

(f

i

; f

j

)

Y

�

j

=

N

X

j=1

h

ij

r

j

; i = 1(1)N � q; (4)

jeho¾ matie A = ((f

i

; f

j

)

Y

) je symetriká a kladnì de�nitní Gramova

matie prvkù f

1

; :::; f

N�q

:

V matiovém tvaru se 1.22(4) vyjádøí takto:

A� = Hr; (5)

kde

� = [�

1

; :::; �

N�q

℄

T

2 E

N�q

; r = [r

1

; :::; r

N

℄

T

2 E

N

;
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A = ((f

i

; f

j

)

Y

) je Gramova [(N � q)� (N � q)℄�matie (6)

H = (h

ij

) je [(N � q)�N ℄�matie:

KROK 4.

s = T

�1

Ts = T

�1

N�q

X

i=1

�

i

f

i

: (7)

1.5. Algoritmus pro vyhlazovaí splajn.

1.23.

Stále pøedpokládáme, ¾e platí 1.18(1), 1.18(2), 1.8(1) a 1.9 (1).

Pøipomeòme, ¾e vyhlazovaí splajn s

�

podle de�nie 1.3 (viz té¾ poznámku

1.4) je minimizátor funkionálu (na X)

�

�

(x) = jjTxjj

2

Y

+

N

X

i=1

1

�

i

((k

i

; x)

X

� r

i

)

2

: (1)

Prvek s

�

nabývá na funkionálu k

i

hodnoty, kterou budeme znaèit r

�

i

;

(k

i

; s

�

)

X

= r

�

i

analogiky ke 1.18(4).

Pøipomeòme dále, ¾e podle vìty 1.15 splajn interpolujíí prvek r

�

=

[r

�

1

; :::; r

�

N

℄

T

je splajn vyhlazujíí prvek r = [r

1

; :::; r

N

℄

T

{ pokud máme za-

ruèenu jednoznaènou existeni obou typù splajnu (napø. pokud platí 1.9(1),

1.8(1), 1.12 (1); viz také dùsledek 1.10 a vìtu 1.14). Lze tedy pou¾ít vý-

sledkù odst. 1.18.

Neh» tedy platí 1.9(1), 1.8 (1) a 1.12(1). Tak jako v 1.22(6) budeme

znaèit symbolem A Gramovu matii systému prvkù f

1

; :::; f

N�q

;

A = ((f

i

; f

j

)

Y

) a H = (h

ij

):

Podle 1.22(5) a 1.22(3) platí

A�

�

= Hr

�

; �

�

= [�

�

1

; :::; �

�

N�q

℄

T

2 E

N�q

;

r

�

= [r

�

1

; :::; r

�

N

℄

T

2 E

N

; T s

�

=

P

N�q

i=1

�

i

f

i

:

�

(2)

Neh» dále

Q = diag(1=�

1

; :::; 1=�

N

):

Odtud dostáváme

jjTs

�

jj

2

Y

=

N�q

X

i;j=1

�

�

i

�

�

j

(f

i

; f

j

)

Y

= (A�

�

�

�

)

E

N

:
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Funkionál �

�

(x) na prostoru interpolaèníh splajnù se na základì pøede-

¹lého dá pøepsat jako funkionál na vektoreh r

�

; a to

	

�

(r

�

) := �

�

(s

�

) = (A�

�

; �

�

)

E

N

+ (r

�

� r)

T

Q(r

�

� r): (3)

Podmínka minima funkionálu 	

�

(r

�

) = �

�

(s

�

) je následujíí

�	

�

(r

�

)

�r

�

s

= 0; s = 1(1)N:

S pou¾itím 1.23(3) obdr¾íme

�	

�

(r

�

)

�r

�

s

=

�

�r

�

s

(A�

�

; �

�

) + (2=�

s

)(r

�

s

� r

s

) = 0

Proto¾e A nezávisí na r

�

; bude platit

�

�r

�

s

(A�

�

; �

�

) = 2(

�(A�

�

)

�r

�

s

; �

�

) = 2(

�(Hr

�

)

�r

�

s

; �

�

) =

= 2(

�r

�

�r

�

s

;H

T

�

�

) = 2[H

T

�

�

℄

s

:

Závìrem

H

T

�

�

+Qr

�

= Qr;

odkud s pomoí 1.23(2) plynou rovnie pro výpoèet vektoru �

�

(A+HQ

�1

H

T

)�

�

= Hr: (4)

Rovnì¾ odtud plyne vyjádøení r

�

r

�

= r �Q

�1

H

T

�

�

: (5)

Algoritmus pro konstruki vyhlazovaího splajnu spoèívá v následujííh

ètyøeh kroíh.

KROKY 1. a 2. se shodují s kroky 1. a 2. interpolaèního splajnu (odst.

1.18).

KROK 3. Øe¹íme systém 1.23(4) pro neznámé slo¾ky vektoru �

�

a tím

najdeme Ts

�

=

P

N�q

i=1

�

�

i

f

i

a podle 1.23(5) urèíme r

�

:

KROK 4. je tý¾ jako v pøípadì interpolaèního splajnu (odst. 1.18).

Jak bylo v odst. 1.22 øeèeno, kroky 1. a 2. algoritmu budou podrobnìji

rozvedeny v 1.7 po dal¹í speializai výhozíh pøedpokladù.
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1.6. Lg-splajny.

1.24.

Lg-splajny jsou splajny jistého typu v tzv. Sobolevovýh prostoreh.

Neh» X je lineární prostor reálnýh funkí f na intervalu [0; T ℄; je-

jih¾ q-tá derivae existuje skoro v¹ude, je integrovatelná s kvadrátem, (tj.

f

(q)

2 L

2

[0; T ℄) a derivae f

(i)

; i < q; jsou absolutnì spojité na [0; T ℄:

Prostor X se stane Hilbertovým prostorem, de�nujeme-li na X skalární

souèin s odpovídajíí normou takto:

(f; g) =

q

X

i=1

Z

T

0

f

(i)

(t)g

(i)

(t)dt; (1)

jjf jj

2

=

q

X

i=0

Z

T

0

(f

(i)

)

2

(t)dt =

q

X

i=0

jjf

(i)

jj

2

L

2

[0;T ℄

: (2)

Tento prostor nazýváme Sobolevovým prostorem a znaèíme W

q;2

[0; T ℄:

Je-li nutné, skalární souèin 1.6(1 ) resp. normu 1.6(2) znaèíme (:; :)

W

q;2

resp. jj:jj

W

q;2
:

Poznamenejme, ¾e Sobolevovým prostorem se také nazývá lineární pro-

stor X pøípadnì s jiným skalárním souèinem.

De�nie 1.25. Lg-splajn je H-splajn, pro nìj¾

X je Sobolevùv prostor W

q;2

[0;T℄; (1)

Y = L

2

[0; T ℄; (2)

T = L : f 7!

q

X

j=0

a

j

f

(j)

; kde a

j

2 C

j

[0; T ℄; j = 0(1)q � 1; a

q

= 1: (3)

Zvlá¹» dùle¾itý je pøípad (jím¾ se budeme zabývat)

Z = E

N

; N je pøirozené èíslo; (4)

A : f 7! [�

1

f; :::; �

N

f ℄

T

2 E

N

; (5)

kde � = f�

i

g

N

1

je lineárnì nezávislý systém spojitýh lineárníh funkio-

nálù na W

q;2

[0; T ℄:

Zøejmì L 2 L[W

q;2

; L

2

℄ je surjektivní operátor. Podle 1.18(7) také ope-

rátor A 2 L[W

q;2

; E

N

℄ je surjektivní.
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1.26.

Vy¹etøíme, kdy pøi pøede¹lé spei�kai prostorù X; Y a Z a operátorù T

a A má ka¾dý z problémù 1.2(1) (interpolae) a 1.5(1) (vyhlazení) pøesnì

jedno øe¹ení.

Podrobnìji øeèeno, jde o øe¹ení problémù

Z

T

0

(Ls)

2

= min

f 2 A

�1

(r)

Z

T

0

(Lf)

2

; (1)

kde A

�1

(r) = ff 2W

q;2

: �

i

f = r

i

; i = 1(1)Ng

Z

Y

0

(Ls

�

)

2

+

N

X

i=1

1

�

i

[(As

�

)

i

� r

i

℄

2

=

= min

f2W

q;2

f

Z

T

0

(Lf)

2

+

N

X

i=1

1

�

i

[(Af)

i

� r

i

℄

2

g: (2)

Staèí pøeformulovat na novou situai podmínky 1.7(1), 1.8(1) a 1.12(1)

(vìty 1.7, 1.8 a 1.12). Podle vìty 1.9 podmínka 1.7(1) platí, platí-li 1.8(1)

(nebo» LW

q;2

= L

2

a dimN(L) = q <1): Podle vìty 1.14 platí podmínka

1.12(1), platí-li 1.8(1). Zbývá tedy vy¹etøit, kdy je splnìna podmínka 1.8(1).

K tomu íli uva¾ujme homogenní difereniální rovnii

Ly = 0:

Ta mù¾e být zapsána v ekvivalentní formì jako systém

y(t) = x(t)

d

dt

x(t) = A(t)x(t); t 2 [0; T ℄;

�

(3)

kde

x(t) = [y(t); y

0

(t); :::; y

q�1

(t)℄

T

;

 = [1; 0; :::; 0℄;

A(t) =

2

4

0 I

�a

0

(t) �a

1

(t); :::;�a

q�1

(t);

3

5

kde I je jednotková matie øádu q � 1:

Je-li �(t; �) fundamentální matie systému 1.26(3) splòujíí �(�; �) = I;

bude platit

y(t) 2 N(L) , y(t) = �(t; t

0

)x(t

0

) (4)

pro nìkteré t

0

2 [0; T ℄ a nìkteré øe¹ení x(t) systému 1.26(3).

Oznaème

B =

�

�

1

�(t; t

0

)

. . . . . . . . . . . . .

�

N

�(t; t

0

)

�

(5)
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Vìta 1.27. ([25℄ Th: 2:3) Podmínka 1:8(1) N(L) \N(A) = 0 je splnìna,

právì kdy¾

hodnostB = q: (1)

Dùkaz. Neh» y(t) 2 N(L): Podle 1.26(4) platí y(t) = �(t; t

0

)x(t

0

)

pro nìkteré t

0

2 [0; T ℄ a nìkterá øe¹ení x(t) systému 1.26(3). Neh» dále

y(t) 2 N(A): Pak Bx(t

0

) = 0: Je-li hodnost B = q; pak x(t

0

) = 0; y(t) = 0

a tedy N(L) \N(A) = 0:

Je-li hodnostB < q; pak existuje nenulový q-vektor v tak, ¾e Bv = 0 a øe-

¹ení x(t) systému 1.26(3) takové, ¾e v = x(t

0

): Funke y(t) = �(t; t

0

)x(t

0

)

patøí pode 1.26(4) do N(L) a proto¾e Bx(t

0

) = 0; platí y(t) 2 N(A): Od-

tud 0 6= y(t) 2 N(L) \N(A): 2

Podmínka 1.27(1) øíká, ¾e funkionály �

1

; :::; �

N

; aplikovány na první

slo¾ky fundamentálního systému øe¹ení soustavy rovni 1.26(3) { jinak øe-

èeno aplikovány na bázi prostoru N(L) { dávají matii hodnosti q:

Pøede¹lé úvahy potvrzují následujíí vìtu.

Vìta 1.28. Lg-splajn interpolujíí nebo vyhlazujíí vektor r 2 E

N

vzhledem

k operátorùm T = L a A = (�

1

; :::; �

N

) existuje a je jednoznaènì urèen,

kdy¾ je splnìna jedna z ekvivalentníh podmínek:

hodnostB = q; (1)

v mno¾inì funkionálù f�

i

g

N

1

existuje podmno¾ina

o q prvíh; která je lineárnì nezávislá v N(L):

�

(2)

2

1.29.

Neh» na intervalu [0; T ℄ je zadána sí» 0 � t

1

< t

2

< ::: < t

N

� T:

Pøedpokládejme nyní, ¾e operátor A znamená interpolai na dané síti, tj.

(Af)

i

= f(t

i

); i = 1(1)N; f 2W

q;2

[0; T ℄ (1)

a ¾e operátor L znamená q-tou derivai,tj.

L = D

q

: (2)

Vìta 1.30. Pro Lg-splajny splòujíí podmínky 1:29 (1) a (2) platí:

Úloha 1.4 (interpolae)

min

x 2 A

�1

(r)

jjD

q

xjj

L

2

resp.

Úloha 1.6 (vyhlazení)

min

x2W

q;2

n

jjD

q

xjj

2

L

2

+

N

X

i=1

1

�

i

[(Ax)

i

� r

i

℄

2

o
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má pøesnì jedno øe¹ení, kdy¾

N � q: (1)

(napø. [23℄ 1, x1.3, Teor. 1.5, str. 18).

Dùkaz. Platí A

�1

(r) 6= ; pro v¹ehna r = [r

1

; :::; r

N

℄

T

2 E

N

; proto¾e

existuje funke f 2W

q;2

s vlastností f(t

i

) = r

i

; i = 1(1)N; napø. Lagran-

geùv interpolaèní polynom stupnì N � 1:

Jádro N(A) operátoru A se skládá z funkí prostoru W

q;2

; které se anu-

lují v bodeh sítì t

1

; :::; t

N

: Jádro N(L) operátoru L se skládá z polynomù

stupnì < q: Prùnik N(L) \ N(A) obsahuje tedy { pokud platí N � q {

pouze nulovou funki, proto¾e netriviální polynom stupnì < q má nejvý¹

q � 1 koøenù. Je tedy splnìna podmínka 2.17(1).

Jak bylo dokázáno v 1.26, Lg-splajny splòují podmínky 1.7(1) a 1.12(1),

o¾ spolu s právì potvrzenou podmínkou 1.8(1) dokazuje vìtu. 2

Dohoda 1.31. V¹ude v dal¹ím budeme pøedpokládat { pokud nebude øe-

èeno jinak { ¾e podmínka 1:28(2) pro jednoznaènou existeni Lg-splajnù

je splnìna; pro jednoduhost budeme pokládat mno¾inu f�

i

g

q

i=1

za lineárnì

nezávislou v N(A) (po pøípadném pøeèíslování): Alternativnì je té¾ mo¾no

pøedpokládat, ¾e (prvníh) q øádkù matie B je lineárnì nezávislýh.

1.7. Algoritmus konstruke Lg-splajnù

Polynomiké splajny lihého stupnì.

1.32.

Pøedpokládejme, ¾e pro Lg-splajn jsou splnìny podmínky 1.29(1)

�

i

f = f(t

i

); i = 1(1)N a 1.29(2) T = L = D

q

a ¾e je podmínkou 1.30(1),

N � q; zaruèena jednoznaèná existene Lg-splajnu { viz vìtu 1.30 a do-

hodu 1.31. V této dohodì se pøedpokládá lineární nezávislost funkionálù

�

i

v poètu q v N(L): Jsou-li �

i

de�novány pøedpisem 1.29(1), �

i

f = f(t

i

)

a platí-li 1.29(2) L = D

q

a 1.30(1) N � q; pak kterákoli q-tie funkionálù

�

i

je v prostoru N(L) lineárnì nezávislá.

Podáme podrobnìj¹í popis krokù 1. a 2. algoritmu pro výpoèet interpo-

laèního a vyhlazovaího splajnu z odst. 1.18 a 1.20.

KROK 1. Jádro N(T ) operátoru T = D

q

se skládá z polynomù stupnì

< q; dimN(T ) = q; bázi jádra tvoøí napø. polynomy 1; x; x

2

; :::; x

q�1

: Zkon-

struujeme funke h

1

; :::; h

N�q

ve tvaru
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h

i

=

i+q

X

j=i

h

ij

k

j

; i = 1(1)N � q; (1)

který se získá elementárními transformaemi systému 1.22(1) (znaèení ko-

e�ientù h

ij

poneháváme). Prvky h

i

mají být ortogonální k N(T ); o¾

vede na následujíí rovnie pro neznámé koe�ienty h

ij

(h

i

; x

k

)

W

q;2
= 0; k = 0(1)q � 1; i = 1(1)N � q; (2)

èili

i+q

X

j=i

h

ij

t

k

j

= 0; k = 0(1)q � 1; i = 1(1)N � q: (3)

Podmínku (3) je mo¾no interpretovat takto: na (q + 1)-uzlové síti � �

ft

i

; :::; t

i+q

g je tøeba zkonstruovat diferenèní aproximai operátoru D

q

s øá-

dem aproximae O(h

q

); tj. takový diferenèní analog (pomìrnou difereni),

který anuluje v¹ehny polynomy do stupnì q� 1: Staèí nalézt neznámé h

ij

a¾ na konstantní faktor.

KROK 2. Inverze operátoru T

�

:

Ve shodì s 1.22(2) máme najít funke

f

i

(t) = T

��1

h

i

(t); i = 1(1)N � q; (4)

kde h

i

(t) 2 N(T )

?

a T = D

q

:

K tomu íli pøipomeòme, ¾e skalární souèin v prostoru X = W

q;2

[0; T ℄

je de�nován

(f; g)

W

q;2
=

q

X

k=0

T

Z

0

f

(k)

(t)g

(k)

(t)dt =

=

q�1

X

k=0

(T

k

f; T

k

g)

L

2

+ (Tf; Tg)

L

2

;

kde T

k

= D

k

je spojitý lineární operátor W

q;2

[0; T ℄ ! L

2

[0; T ℄; k =

0(1)q � 1: Greenova funke G

+

operátoru T = D

q

má tvar

G

+

(x� t) = (x� t)

q�1

+

=(q � 1)!;

tak¾e pro T operujíí vzhledem k x platí

TG

+

(x� t) = Æ

t

; (5)

kde Æ

t

je Diraova funke Æ vzta¾ená k promìnné t: Zdùraznìme, ¾e výrazy,

v nih¾ vystupují G

+

a Æ

t

; hápeme jako zobenìné funke.
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Tvrzení 1.33. Neh» funke h(x) 2 X =W

q;2

[0; T ℄ je ortogonální k N(T ):

Pak platí

(T

��1

h)(t) = (h(x); G

+

(x� t))

X

: (6)

Poznámka 1.34. Z následujíího dùkazu je patrné, ¾e tvrzení platí pro

libovolné lineární operátory T

i

: X ! L

2

[0; T ℄ a pro funki G

+

splòujíí

TG

+

(x� t) = Æ

t

:

Dùkaz vìty 1.33. Oznaème f(t) = T

��1

h(t); g(t) = (h(x); G

+

(x � t))

X

:

Rovnost 1.33(6) je ekvivalentní s roností h(t) = T

�

g(t): Pokud pro libovolné

�(t) 2 X platí

(h; �)

X

= (T

�

g; �)

X

(= (g; T�)

L

2

); (1)

bude platit i 1.33(6). Funke �(x) se dá vyjádøit ve tvaru

�(x) = n(x) + (G

+

(x� t); T�(t))

L

2

;

kde n(x) 2 N(T ); nebo» zøejmý vztah

T (G

+

(x� t); T�(t))

L

2

= (Æ

x

; T�)

L

2

= T�(x)

vyjadøuje, ¾e (G

+

(x � t); T�(t))

L

2

a �(x) se li¹í (aditivnì) jen o prvek

z N(T ):

Odtud obdr¾íme

(h; �)

X

= (h; n)

X

+ (h; (G

+

(x� t); T�(t))

L

2

)

X

=

=

q�1

P

i=0

(T

i

h(x); T

i

(G

+

(x� t); T�(t))

L

2

)

L

2

+

+(Th(x); T (G

+

(x� t); T�(t))

L

2

)

L

2

=

=

q�1

P

i=0

(T

i

h(x); T

i

(G

+

(x� t); T�(t))

L

2

)

L

2

+ (Th(x); T�(x))

L

2

:

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(2)

Z druhé strany

(g; T�)

L

2

= ((h(x); G

+

(x� t))

X

; T�(t))

L

2

=

=

q�1

P

i=0

((T

i

h(x); T

i

G

+

(x� t))

L

2

; T�(t))

L

2

+ (Th(t); T�(t))

L

2

:

9

>

>

=

>

>

;

(3)
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Rovnost (h; �)

X

= (g; T�)

L

2

je tím dokázána, nebo» poøádek integrování

v 2 a 3 lze zamìnit; toti¾ platí

q�1

P

i=0

((T

i

h(x); T

i

G

+

(x� t))

L

2

; T�(t))

L

2

=

=

q�1

P

i=0

(T

i

h(x); T

i

(G

+

(x� t); T�(t))

L

2

)

L

2

:

2

1.35.

Z pøede¹lé vìty plyne

f

i

(t) =

�

i+q

X

j=i

h

ij

k

j

; (x� t)

q�1

+

=(q � 1)!

�

W

q;2

:

S ohledem na interpolaèní vztah (k

i

; u)

W

q;2
= u(t

i

) obdr¾íme

f

i

(t) =

i+q

X

j=i

h

ij

(t

j

� t)

q�1

+

=(q � 1)!; i = 1(1)N � q; (1)

nebo po úpravì

�

h

ij

= h

i;i+j�1

; i = 1(1)N � q; j = 1(1)q + 1; je¾ má za

íl upravit pásovou matii H = (h

ij

) na tvar plné (N � q � q + 1)-matie

H = (

�

h

ij

) (úhlopøíèky pásu v H pøejdou ve sloupe v H), bude

f

i

(t) =

q+1

X

j=1

�

h

ij

(t

i+j�1

� t)

q�1

+

=(q � 1)!; i = 1(1)N � q: (2)

KROK 3. Poznámky ke struktuøe splajnu. Podle 1.22(3)

Ts = s

(q)

=

N�q

X

i=1

�

i

f

i

je po èásteh polynomiká funke stupnì q � 1 hladkosti C

q�2

[0; T ℄: Z vy-

jádøení 1.35(1) vyhází

s

(q+k)

(t

1

) = s

(q+k)

(t

N

) = 0; k = 0(1)q � 2:

Vnì intervalu [t

1

; t

N

℄ je funke s

(q)

toto¾nì rovna 0: Tudí¾ po q-násobné

integrai obdr¾íme splajn, který v ka¾dém podintervalu [t

i

; t

i+1

℄ je polynom

stupnì 2q�1 a v intervaleh [0; t

1

℄ a [t

N

; T ℄ se prodlu¾uje polynomem stupnì

q � 1: Na elém de�nièním intervalu [0; T ℄ platí s(t) 2 C

2q�2

[0; T ℄:

Matie A z rovnie 1.22(5) pro interpolaèní splajn

A� = Hr
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a symetriká pozitivnì de�nitní matie (A + HQ

�1

H

T

) z rovnie 1.21(4)

pro vyhlazovaí spajn

(A +HQ

�1

H

T

)�

�

= Hr

jsou pásové, první o ¹íøe pásu 2q � 1; druhá 2q + 1: Tyto matie závisí

pouze na síti t

1

; :::; t

N

a nezávisí na vzorku (na hodnotáh) r

1

; :::; r

N

:

KROK 4. Inverze operátoru T = D

q

: Jak víme 1.22(7),

Ts = s

(q)

(t) =

N�q

X

i=1

�

i

f

i

(t)

neboli s ohledem na 1.35(2)

s

(q)

(t) =

N�q

X

i=1

q+1

X

l=1

�

i

�

h

il

(t

i+l�1

� t)

q�1

+

=(q � 1)!: (3)

S ohledem na lokální vlastnost funkí f

i

(t) je mo¾né zapsat funki s

(q)

(t) =:

s

(q)

j

(t) na intervalu [t

j

; t

j+1

℄ ve tvaru

s

(q)

j

(t) =

�

X

i=�

q+1

X

l=1

�

i

�

h

il

(t

i+l�1

� t)

q�1

+

=(q � 1)!; (4)

kde � = max(1; j � q + 1); � = min(N � q; j): Na intervalu [t

j

; t

j+1

℄

vytvoøíme splajn s

j

(t) podle pravidla

s

j

(t) =

2q�1

X

k=0

a

(k)

j

(t� t

j

)

k

=k!;

kde zøejmì

a

(k)

j

= s

(k)

(t

j

):

Z 1.35(4) pak plyne

a

(q+k)

j

= s

(q+k)

(t

j

) =

= (�1)

k

�

X

i=�

q+1

X

l=1

�

i

�

h

il

(t

i+l�1

� t

j

)

q�1�k

+

=(q � 1� k)!

pro j = 1(1)N � 1; k = 0(1)q � 1; pøièem¾ se sèítání provádí pouze pro

j < j+ l�1: Odtud se pøímo vypoètou a

(q)

j

; :::; a

(2q�1)

j

: Dále a

(0)

j

= r

j

v pøí-

padì interpolaèního splajnu, a a

(0)

j

= r

�

j

v pøípadì vyhlazovaího splajnu,

pøièem¾ r

�

j

plyne z 1.21 (5). Pro efektivní výpoèet koe�ientù a

(1)

j

; :::; a

(q�1)

j

je vypraována øada algoritmù, z nih¾ jeden uvádíme v následujíím.

1.36.
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Zbývá najít koe�ienty

a

(1)

j

; :::; a

(q�1)

j

: (1)

Oznaème P

j

(t) polynom stupnì 2q�1; který je na intervalu [t

j

; t

j+1

toto¾ný

se splajnem s(t): Vyjádøení funke s(t) obdr¾íme q-násobnou integraí vý-

razu 1.35(3) s výsledkem

s(t) =M

q�1

(t) + (�1)

q

N�q

X

i=1

q+1

X

l=1

�

i

�

h

ij

(t

i+l�1

� t)

2q�1

+

=(2q � 1)!; (2)

kde M

q�1

je polynom stupnì q � 1: Z toho plynou vztahy

P

j

(t) = (�1)

q

X

N�i +l�1>j

�

i

�

h

il

(t

i+l�1

� t)

2q�1

=(2q � 1)! +M

q�1

(t): (3)

P

j+1

(t)� P

j

(t) = (�1)

q

P

i+l�1>j+1

� (�1)

q

P

i+j�1>j

=

= (�1)

q

(�

P

i+l�1=j+1

�

i

�

h

il

)(t

j+1

� t)

2q�1

=(2q � 1)! =

= 

j

(t

j+1

� t)

2q�1

=(2q � 1)!;

9

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

;

(4)

ze zøejmýh relaí

P

(2q�1)

j

(t) = a

(2q�1)

j

P

(2q�1)

j+1

(t) = a

(2q�1)

j+1

vyplývá



j

= a

(2q�1)

j+1

� a

(2q�1)

j

:

Polynomy P

j

a P

j+1

se tedy li¹í o polynom (4), který u¾ známe. Pro výpoèet

hledanýh koe�ientù (1) zvolíme q�1 uzlù t

j+1

; :::; t

j+q�1

; a pøipomeneme

zøejmý fakt, ¾e v pøípadì interpolae resp. vyhlazování platí

P

m

(t

m

) = r

m

resp: r

�

m

; m = j + 1; :::; j + q � 1: (5)

Podmínky (4) a (5) vedou na systém q�1 lineárníh algebraikýh rovni

v neznámýh (1), toti¾ na systém

q�1

P

k=1

a

(k)

j

(t

m

� t

j

)

k

=k! =

8

<

:

r

m

resp:

r

�

m

9

=

;

�

2q�1

P

k =q

a

(k)

j

(t

m

� t

j

)

k

=k! �

� a

(0)

j

�

m�1

P

k=j

(a

(2q�1)

k+1

� a

(2q�1)

k

)(t

k+1

� t

m

)

2q�1

=(2q � 1)!

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(6)
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pro m = j + 1; :::; j + q � 1: Vztah (6) plyne z rovnie

�P

j

(t

m

)�

m�1

X

k=j

[P

k+1

(t

m

)� P

k

(t

m

)℄ + P

m

(t

m

) = 0

nebo po úpravì z rovni

P

j

(t

m

) = P

m

(t

m

)�

m�1

P

k=j



k

(t

k+1

� t

m

)

2q�1

=(2q � 1)! =

= P

m

(t

m

)�

m�1

P

k=j

(a

(2q�1)

k+1

� a

(2q�1)

k

)(t

k+1

� t

m

)

2q�1

=(2q � 1)!:

Tím jsou koe�ienty a

(1)

j

; :::; a

(q�1)

j

nalezeny. Algoritmus je skonèen. 2



2. Lg-splajn jako projeke ve W

q;2

[0; T ℄:

Interpolae EHB dat: Fundamentální teorém

2.1. Interpolae Lg-splajnem jako minimální problém veWq; 2[0; T ℄.

Vìta 2:6 a vìta 2:7 jsou bezprostøedními dùsledky dobøe známé vìty o pro-

jeki (viz napø. [17℄ Th. 2, x3.3, str. 51 a Th. 1, x3.10, str. 64, ℄ 10; vìty

o projeki bylo pou¾ito v na¹em textu jednou ji¾ døíve, a to v dùkazu vìty

1:19).

Vìta 2.1. Vìta o projeki. Neh» H je Hilbertùv prostor, M uzavøený pod-

prostor v H a x 2 H: Pak existuje jediný prvek x̂ 2M takový, ¾e jjx�x̂jj

H

=

min

m2M

jjx�mjj

H

: x̂ 2M je minimalizujíí prvek, právì kdy¾ x� x̂ je or-

togonální k M:(Viz obrázek ní¾e:) 2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A

A

A

A

A

A

H

H

H

H

H

H

H

`

`

`

`

`

`

`

`

`

`

Æ

q

Æ

q

Æ

q

Æ

q

m

x

0

x̂

M

jjx�x̂jj

jjx�mjj

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A

A

A

A

P

P

P

P

P

P

�

�

�

�

�

�

Æ

q

Æ

q

Æ

q

Æ

q

x

y

x

0

=x�x̂

0

V=x+M

jjx

0

jj

jjyjj

M

Dùsledek 2.2. Je-li M generován mno¾inou prvkù fy

1

; :::; y

n

g � H; pak

x̂ =

P

n

i=1

�

i

y

i

; kde vektor � = [�

1

; :::; �

n

℄

T

je øe¹ením systému

G� = ((x; y

1

)

H

; :::; (x; y

n

)

H

)

T

;

a kde

G = ((y

i

; y

j

)

H

)

n

i;j=1

je Gramova matie mno¾iny fy

1

; :::; y

n

g: Pøede¹lé rovnie v neznámýh

�

1

; :::; �

n

se nazývají normální rovnie pro daný minimalizaèní problém.

2

Tímto zpùsobem je dána numeriká metoda pro øe¹ení minimalizaèního

problému. K tomu, aby systém normálníh rovni byl jednoznaènì øe¹itelný,

je nutné a staèí, aby Gramova matie G byla nesingulární, tj. aby systém

prvkù fy

1

; :::; y

n

g byl lineárnì nezávislý.

Následujíí vìta je jednoduhou modi�kaí vìty o projeki.

25



26 2.1. Interpolae Lg-splajnem jako minimální problém ve W

q;2

[0; T ℄

Vìta 2.3. Neh»M je (uzavøený) podprostor Hilbertova prostoru H;x 2 H

a V = x +M: Pak existuje jediný prvek x

0

ve varietì V; který má mini-

mální normu, jjx

0

jj

H

= min

y2V

jjyjj

H

: Dále x

0

je ortogonální k M a platí

x

0

= x� x̂: (Viz obrázek vý¹e.) 2

Dùsledek 2.4. Neh» fy

1

; :::; y

n

g je lineárnì nezávislá mno¾ina prvkù v H:

Neh» x

0

má minimální normu mezi v¹emi prvky x 2 H; které splòují

(x; y

i

)

H

= 

i

; i = 1(1)n;

kde  = [

1

; :::; 

n

℄

T

je dáno.

Pak

x

0

=

n

X

i=1

�

i

y

i

;

kde neznámý vektor � = [�

1

; :::; �

n

℄

T

vyhovuje rovniím

G� = :

2

2.5.

Výsledky následujíího paragrafu harakterizují Lg-splajn jako projeki

ve W

q;2

[0; T ℄: Abyhom toho íle dosáhli, musíme v lineárním prostoru

W

q;2

[0; T ℄ de�novat vhodnou normu, ekvivalentní s normou 1:6(2):

Upozoròujeme na dohodu 1:31; v ní¾ pøedpokládáme, ¾e mno¾ina f�

i

g

q

1

spojitýh lineárníh funkionálù na W

q;2

[0; T ℄ je lineárnì nezávislá v N(L);

aby byla zaruèena jednoznaèná existene Lg-splajnu.

Nu¾e, neh» fz

j

(:)g

q

1

je báze v jádru operátoru L; N(L); která je duální

k systému f�

j

g

q

1

; tj.

Lz

j

= 0; �

i

z

j

= Æ

ij

; i; j = 1(1)q (1)

a neh» G(:; :) je Greenova funke ([21℄ str.673) operátoru L splòujíí

LG(:; �) = Æ(�; :); �

j

G(:; �) = 0: (2)

Zde i v dal¹ím výrazy, ve kterýh vystupuje G a Diraova funke Æ; nutno

hápat ve smyslu zobenìnýh funkí.

Pak ka¾dé f 2W

q;2

[0; T ℄ mù¾e být jednoznaènì rozlo¾eno jako

f(t) =

q

X

j=1

(�

j

f)z

j

(t) +

Z

T

0

G(t; �)[Lf(�)℄d�: (3)

Vskutku, podle [20℄ Th.2, str.32, ℄ 4, pro libovolné g(t) 2 L[N(L)

?

℄ platí

L

�1

g(t) =

Z

T

0

G(t; �)g(�)d�:
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(L

�1

existuje, proto¾e L je 1� 1 na mno¾inì N(L)

?

). Odtud

f

2

(t) = L

�1

Lf

2

(t) =

Z

T

0

G(t; �)[Lf

2

(�)℄d�

je vyjádøení libovolného prvku f

2

(t) 2 N(L)

?

:

Libovolný prvek f 2W

q;2

se dá rozlo¾it na souèet f = f

1

+ f

2

; kde

f

1

2 N(L); f

2

2 N(L)

?

;

f

1

(t) =

q

X

j=1

(�

j

f

1

)z

j

(t);

f

2

(t) =

Z

T

0

G(t; �)[Lf

2

(�)℄d�:

Vzore 2.5(3) pak plyne z toho, ¾e platí

�

j

f = �

j

f

1

+ �

j

f

2

= �

j

f

1

;

nebo» podle 2.5(1) platí �

j

f

2

= 0; Lf = Lf

1

+ Lf

2

= Lf

2

: 2

To dává návod na nový skalární souèin pro W

q;2

[0; T ℄ { s novým ozna-

èením prostoru symbolem H

q;2

[0; T ℄ {

(e; f)

H

q;2 =

q

X

j=1

(�

j

e)(�

j

f) +

Z

T

0

(Le)(Lf) (4)

s odpovídajíí normou

jjf jj

2

H

q;2

=

q

X

j=1

(�

j

f)

2

+

Z

T

0

(Lf)

2

: (5)

První èlen na pravé stranì právì de�novaného vztahu (5) nezávisí na

f 2 A

�1

(r): Tudí¾ de�nie 1:2 se dá pøeformulovat následujíím zpùsobem.

Vìta 2.6. Lg-splajn jako problém minimální normy ([26℄).

Funke s(t) 2 A

�1

(r) je Lg-splajn interpolujíí fr

j

g

N

1

vzhledem k � =

f�

j

g

N

1

; jestli¾e

jjsjj

2

H

q;2

= min

f2A

�1

(r)

jjf jj

2

H

q;2

: (1)

2

Následujíí výsledek je snadný dùledek vìty o projeki (vìta 2.1).

Vìta 2.7. Lg-splajn jako projeke v H

q;2

[0; T ℄ ([26℄).

Neh» g(t) je libovolná funke v A

�1

(r): Pak Lg-splajn s(t) je projeke

g na K = spanfk

j

g

N

1

(viz 1.18(5)). s je tedy funke v K splòujíí

jjg � sjj

H

q;2
= min

f2K

jjg � f jj

H

q;2
: (1)
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q;2

[0; T ℄

2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

jjg � f jj

g

jjg � sjj

f

N(A)

?

= K

A

�1

(0) = N(A)

A

�1

(r)

0

Æ

q

Æ

q

Æ

q

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Øe¹ení úlohy (1) je stanoveno v následujíí vìtì.

Vìta 2.8. ([22℄ Th. 6). Lg-splajn s interpolujíí fr

j

g

N

1

vzhledem k � =

f�

j

g

N

1

je dán vztahem

s(t) = k

T

(t)R

�1

r; (1)

kde

k

T

= [k

1

; :::; k

N

℄;

R je symetriká N �N -matie, její¾ ij-tý prvek je (k

i

; k

j

)

H

q;2
:

Dùkaz. Podle vìty 2.7 prvek s patøí do K: Odtud

s =

N

X

j=1

�

j

k

j

= k

T

�;

kde � = [�

1

; :::; �

N

℄

T

a k

j

jsou reprezentanty funkionálù �

j

(1:18): Ne-

známé �

j

se najdou s pomoí interpolaèníh podmínek r

i

= �

i

s = (k

i

; s) =

P

N

j=1

�

j

(k

j

; k

i

); odkud r = R�; R = ((k

i

; k

j

)): Proto¾e systém fk

j

g

N

1

je

lineárnì nezávislý, matie R je nesingulární a tudí¾

� = R

�1

r; s = k

T

R

�1

r:

2

2.9.

Klíèový význam pro harakterizai Lg-splajnù má následujíí vìta 2.10

([8℄ Th. 2.1). Její tvrzení platí, i kdy¾ není splnìna (dostateèná) podmínka

jednoznaènosti pro interpolaèní Lg-splajn (jak je po¾adována napø. ve vìtì

1.28 nebo v dohodì 1.31).

Vìta 2.10. Problém 1:26(1) má v¾dy øe¹ení. Funke s 2 A

�1

(r) øe¹í tento

problém, právì kdy¾

Z

T

0

LsLg = 0 pro v¹ehna g 2 N(A); (1)

kde N(A) = ff 2 H

q;2

: �

i

f = 0; i = 1(1)Ng je jádro zobrazení A:
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Dùkaz. PodprostorN(L)+N(A) je uzavøený, proto¾e dimN(L) <1: Lg-

splajn s tudí¾ existuje podle vìty 1.6 a ortogonalita (1) je dokázána.

Obráenì, platí-li (1) pro nìkteré s 2 A

�1

(r) a v¹ehna g 2 N(A); snadno

z toho odvodíme, ¾e s splòuje 1.26(1). Platí toti¾

Z

(Lf)

2

=

Z

(Ls)

2

+ 2

Z

Ls(Lf � Ls) +

Z

(Lf � Ls)

2

=

=

Z

(Ls)

2

+

Z

[(L(f � s)℄

2

pro ka¾dé f 2 A

�1

(r):

Odtud

Z

(Ls)

2

�

Z

(Lf)

2

pro v¹ehna f 2 A

�1

(r):
2

2.2. Lg-splajny interpolujíí EHB data.

2.11.

Smyslem náledujíí úvahy je nalezení harakteristikýh podmínek pro

splajny interpolujíí EHB data.

2.12.

V dal¹ím budeme spei�kovat funkionály �

i

následujíím zpùsobem.

Ka¾dému �

i

pøíslu¹í bod t

i

; 0 � t

i

� T a elé èíslo j

i

; 0 � j

i

� q � 1 resp.

vektor �

i

= [�

i0

; :::; �

i;q�1

℄ 6= 0 tak, ¾e platí

�

i

f = f

(j

i

)

(t

i

); i = 1(1)N; (1)

respektive

�

i

f =

q�1

X

j=0

�

ij

f

(j)

(t

i

); i = 1(1)N: (2)

Øíkáme, ¾e systém � = f�

i

g

N

1

generuje Hermite-Birkho�ùv (struènì HB)

interpolaèní problém, resp. roz¹íøený Hermite-Birkho�ùv (struènì EHB)

interpolaèní problém.

Body t

i

2 [0; T ℄; 0(= t

0

) � t

1

� ::: � t

N

� (t

N+1

=)T; splòujíí 2.12(1)

a (2), se nazývají uzly Lg-splajnu. Jestli¾e t = t

i

= t

i+1

= ::: = t

i+l�1

;

øíkáme, ¾e uzel t je l-násobný nebo ¾e funkionály �

j

; j = 1(1)i + l � 1;

jsou vzta¾eny k tému¾ uzlu t: V tomto pøípadì pøedpokládáme, ¾e matie,

tvoøená øádky �

j

; j = i(1)i + l � 1; má hodnost l: Ov¹em platí l � q:

2.13.
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Dá se dokázat,¾e systém � = f�

i

g

N

1

de�nujíí EHB problém je lineárnì

nezávislý a ¾e v Hilbertovýh prostoreh s reprodukujíím jádrem jsou funk-

ionály �

i

spojité (4.10)).

2.14.

Výsledek základní dùle¾itosti je fundamentální vìta 2.20 harakterizu-

jíí Lg-splajny interpolujíí EHB data. Tato vìta je zalo¾ena na vìtì 2.10

pøede¹lého paragrafu 2.9. Uvedení vìty 2.20 vy¾aduje jistou pøípravu.

2.15.

Nejprve doká¾eme, ¾e libovolné øe¹ení s rovnie 1.26(1) odpovídajíí EHB

datùm � splòuje L

�

Ls = 0 v intervaleh mezi uzly (t

i

; t

i+1

) (za pøedpokladu

t

i

< t

i+1

); kde L

�

znaèí formální sdru¾ený operátor k L de�novaný vztahem

L

�

f =

q

X

j=0

(�1)

j

(a

j

f)

(j)

:

Vskutku, neh» g je funke z C

1

[0; T ℄; její¾ suport suppg(t) = lft 2 [0; T ℄ :

g(t) 6= 0g (kde þlÿ = losure = uzávìr) je podmno¾inou intervalu (t

i

; t

i+1

):

Odtud pro restriki �g = g j

(t

i

;t

i+1

)

platí �g 2 C

1

0

[t

i

; t

i+1

℄: Existují y

i

; y

i+1

; t

i

<

y

i

� y

i+1

< t

i+1

tak, ¾e �g(t) = 0 pro v¹ehna t 2 (t

i

; y

i

)[(y

i+1

; t

i+1

): Odtud

�g

(j)

(t

i

) = 0 = �g

(j)

(t

i+1

); 0 � j � q � 1 a tudí¾ g 2 N(A): Z toho plyne

podle 2.10(1) a po integrai per partes (viz napø. [20℄,℄ 4, rovnii (10), str.

13, v ní¾ polo¾íme y = g; z = Ls)

0 =

Z

T

0

LsLg =

Z

t

i+1

t

i

�gL

�

Ls;

je¾ vede ke vztahu

0 = (�g; L

�

Ls) v prostoru L

2

[t

i

; t

i+1

℄

pro v¹ehna �g 2 C

1

0

[t

i

; t

i+1

℄: Jak je dobøe známo, mno¾ina C

1

0

[t

i

; ti+ 1℄

je hustá v L

2

[t

i

; t

i+1

) (napø. [13℄, 2.6.1, ℄ 5, také [19a℄, str. 106). Odtud

L

�

Ls = 0 v intervalu (t

i

; t

i+1

):
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q;2
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2.16.

Nyní doká¾eme, ¾e Ls(t) = 0 pro 0 < t < t

1

a t

N

< t < T:

Ls je spojitá na mno¾inì (0; t

1

) [ (t

N

; T ); proto¾e L

�

Ls = 0: Pøedpoklá-

dejme Ls(�) 6= 0 pro nìjaké 0 < � < t

1

a polo¾me

v(t) =

�

s(t); t

1

< t < T

u(t); 0 < t � t

1

;

kde u(t) 2 N(L) splòuje u

(j)

(t

1

) = s

(j)

(t

1

); 0 � j � q � 1: Potom

v 2 W

q;2

[0; T ℄ a s ohledem na spojitost Ls máme

Z

T

0

(Lv)

2

=

Z

t

1

0

(Lu)

2

+

Z

T

t

1

(Ls)

2

<

Z

T

0

(Ls)

2

:

Ale skuteènost, ¾e �

i

s = �

i

v pro v¹ehna �

i

2 � odporuje minimální vlast-

nosti s, 1.26(1).

2.17.

Zavedeme pojem operátorù R

(t)

; které se objeví v podmíne 2.20(3).

Zvolme t 2 (0; T ); " > 0 dostateènì malé a g 2 N(A) \ C

1

0

(t � "; t + "):

Integrování 2.10(1) po èásteh dává

0 =

Z

t+"

t�"

LsLg = �

q�1

X

i=0

g

(i)

(t)[�

i

s℄

t

; (1)

kde

�

i

s =

q�i�1

X

j=0

(�1)

j+1

(a

j+i +1

Ls)

(j)

; i = 0(1)q � 1 (2)

[�℄

t

= �(t+)��(t�): (3)

Relae analogiká k 2.17(1) platí i pro body 0 a T spolu s de�nií

[�℄

0

= �(0+); [�℄

T

= �(T�): (4)

2.18.

Upravíme 2.17(1) následujíím zpùsobem. Neh» matie � = (�

ij

)

l�1;q�1

0;0

;

l � q má hodnost l a neh» e� = (e�

ij

)

q�1;q�1

0;0

je q � q nesingulární matie,

je¾ se získá roz¹íøením matie �: Oznaèíme jako � = (�

ij

) matii (e�

�1

)

T

:

Dále, de�nujeme-li

M

i

=

q�1

X

j=0

e�

ij

(

d

dt

)

j

a R

i

=

q�1

X

j=0

�

ij

�

j

; i = 0(1)q � 1; (1)
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pak po men¹ím poèítání obdr¾íme

q�1

X

i=0

g

(i)

(t)[�

i

s℄

t

=

q�1

X

i=0

M

i

g(t)[R

i

s℄

t

pro v¹ehna g 2W

q;2

a s 2 K (= spanfk

i

g

N

1

, vìta 2.7).

2.19.

Pøedpokládejme nyní, ¾e t 2 [0; T ℄ je uzel splajnu s a ¾e

existuje l(t) funkionálù v � vzta¾enýh k tému¾ uzlu t (1)

podle 2:12 (1) a (2): PakM

(t)

i

; i = 0(1)l(t)�1; je de�nováno podle 2.18(1)

s koe�ienty �

ij

spei�kovanými jako �

ij

(t); tj.

M

(t)

i

g =

q�1

X

j=0

�

ij

(t)g

(j)

(t); i = 0(1)l(t) � 1: (2)

[Øádky �

i

(t) = (�

i0

(t); :::; �

i;q�1

(t)) jsou podle pøedpokladu lineárnì nezá-

vislé.℄ Zøejmì M

(t)

i

2 �; i = 0(1)l(t) � 1:

Operátory R

(t)

i

jsou de�novány analogiky jako R

i

v 2.18(1)

R

(t)

i

s =

q�1

X

j=0

�

ij

(t)�

j

s; l(t) � i 5 �1: (3)

Uzavøeme pøede¹lé úvahy následujíí fundamentální harakterizaèní vì-

tou.

Vìta 2.20. Fundamentální vìta([8℄, Th. 3.6.)

Neh» s je Lg-splajn interpolujíí EHB data fr

i

g

N

1

vzhledem k � = f�

i

g

N

1

:

Pak

L

�

Ls(t) = 0; jestli¾e t není uzel a t 2 [0; T ℄ (1)

�

i

s = r

i

; i = 1(1)N (2)

[R

(t)

i

s℄

t

= 0; l(t) � i � q � 1; jestli¾e t je uzel (3)

Ls(t) = 0 pro 0 < t < t

1

a t

N

< t < T: (4)

Obráenì, libovolná funke s 2W

q;2

[0; T ℄ splòujíí 2:20(4) a¾ 2:20(4) je

Lg-splajn interpolujíí fr

i

g

N

1

vzhledem k �:

Dùkaz následuje za poznámkou 2.21
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Poznámka 2.21.

1) Èíslo l(t) z podmínky (3) je de�nováno ve 2:19(1); operátor R

(t)

i

s ve

2:19(3) a symbol [�℄

t

v 2:17(3):

2) Pøedpokládá se, ¾e systém � je lineárnì nezávislý ve W

q;2

; ale exis-

tene podmno¾iny �

1

= f�

i

g

q

1

� �; která je lineárnì nezávislá v N(L); se

nepøedpokládá. (Existene takové �

1

zaruèuje jednoznaènou existeni Lg-

splajnu s podle vìty 1:28: Potøebuje se pouze existene Lg-splajnu, a ta je

zaruèena vìtou 2:10:)

Dùkaz vìty 2.20. Nutnost podmínek vìty 2.20 a¾ na podmínku (3) byla

ji¾ dokázána vpøedu. Abyhom dokázali nutnost podmínky (3), pøedpo-

kládejme t

0

2 (0; T ) a zvolme j; l(t

0

) � j � q � 1: Zvolme " > 0

tak, aby t

0

byl jediný uzel splajnu s v intervalu (t

0

� "; t

0

+ "): Pak,

jak je snadno vidìt, existují funke g

j

2 C

1

0

(t

0

� "; t

0

+ "); takové, ¾e

(g

j

(t

0

); :::; g

(q�1)

j

(t

0

))

T

je j-tý sloupe matie e�

�1

: Podle konstruke platí

M

(t

0

)

i

g

j

= Æ

ij

; i = 0(1)q� 1 a g

j

2 N(A): Kdy¾ nyní kombinujeme 2.17(1)

a 2.18(1), obdr¾íme 0 = [R

(t

0

)

j

s℄

t

0

: Pøípady l(0) > 0 a l(T ) > 0 se vy¹etøí

podobnì.

Na základì vìty 2.10 obráení plyne bezprostøednì z relae, která se

snadno ovìøí

Z

T

0

Ls(Ls� Lf) = 0 pro libovolné f 2 A

�1

(r):

2

V praxi se nejèastìji vyskytuje interpolae HB dat, eventuálnì pøípad

L = D

q

a �

i

f = f(t

i

): V následujííh dùsledíh redukujeme obené vý-

sledky, týkajíí se EHB dat, na nìkterý z tìhto pøípadù.

Dùsledek 2.22. Pøedpokládejme, ¾e s je Lg-splajn interpolujíí HB data

a ¾e t = t

i

pro nìkteré i = 1(1)N je uzel splajnu s: Neh» k = 0(1)q � 1

a k 6= j

i

(viz 2:12). Pak [�

k

s℄

t

= 0:

Dùkaz. Pou¾ijeme postupu z 2.17. Lze zvolit " > 0 a g 2 C

1

0

(t� "; t+ ")

tak, ¾e pro k pevné g

(k)

(t) 6= 0; g

(i)

(t) = 0; i 6= k; 0 � i � q � 1: Platí

zøejmì g 2 N(A) a 2.17(1) dává ¾ádaný výsledek. 2

hspae*3mm Následujíí dùsledek vìty 2.20 udává pro interpolaèní HB

problém, které derivae Lg-splajnu jsou spojité.

Dùsledek 2.23. Pøedpokládejme, ¾e s je Lg-splajn interpolujíí HB data

a ¾e pro nìjaké i = 1(1)N; t = t

i

je uzel splajnu s: Pak

1: Je-li t 2 (0; T ); platí [s

(j)

℄

t

= 0 pro j = 0(1)2q � 2� j

i

:

2: Je-li L = D

q

a k = 0(1)q � 1; k 6= j

i

; platí [s

(2q�k �1)

℄

t

= 0:
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Dùkaz. 1. Proto¾e s 2 C

q�1

0

[0; T ℄; platí [s

(j)

℄

t

= 0 pro j = 0(1)q�1: Nyní

pøedpokládejme, ¾e tento závìr platí pro v¹ehna j slòujíí 0 � j � p <

2q � 2� j

i

: Pak j

i

< 2q � p� 2 a tudí¾ podle dùsledku 2.22

0 = [�

2q�p�2

s℄

t

=

p�q+1

X

j=0

(�1)

j+1

[(a

j+2q�p�1

Ls)

(j)

℄

t

: (1)

Pou¾ijeme-li Leibnitzova pravidla a indukèního pøedpokladu [s

(j)

℄

t

= 0 pro

j = 0(1)p; (1) se redukuje na 0 = (�1)

p�q

[a

2

q

s

(p+1)

℄

t

a odtud plyne tvrzení,

proto¾e a

2

q

6= 0:

2. Podle dùsledku 2.22. 2

Dùsledek 2.24. Pøedpokládejme, ¾e s je Lg-splajn interpolujíí EHB data

a ¾e pro nìkteré i = 1(1)N je t = t

i

uzel splajnu s: Neh» L = D

q

a neh» �

i

jsou zadaná pouze podmínkou typu �

i

f = f(t

i

) pro v¹ehna f (a dané i ) :

Pak [s

(j)

℄

t

= 0; j = 0(1)2q � 2:

Dùkaz. Vzore 2.17(2) a 2.18(1) mají nyní tvar

�

j

s = (�1)

q�j

s

(2q�j�1)

; j = 0(1)q � 1

R

i

s =

P

q�1

j=0

�

ij

(�1)

q�j

s

(2q�j�1)

; i = 1(1)q � 1:

Abyhom vyjádøili 2.20(4), polo¾me �

i

= (1; 0; :::; 0); e� = I

q

:Odtud (e�

�1

)

T

= I

q

: Uzel t splajnu s je jednoduhý (l(t) = 1), tudí¾ R

i

s = �

i

s a odtud

0 = [R

(t)

i

s℄

t

= [(�1)

q�i

s

(2q�i �1)

℄

t

pro i = 1(1)q � 1:

2

Poznamenejme, ¾e v pøípadì �

i

f = f(t

i

) pro v¹ehna f; uzel t = t

i

je

jednoduhý vzhledem k po¾adavku, aby matie � = (�

(ij)

(t))

l�1;q�1

0;0

byla

hodnosti l:



3. Stohastiký odhad a Kalmanova

filtrae

V dal¹ím výkladu pou¾ijeme Kalmanova pøístupu k problému �ltrae

a predike [9℄. Pøíslu¹ná rekurzivní metoda bude popsána v odst. 3.2.

V odst. 3.1 je vylo¾ena nezbytná pøíprava ze statistiky.

3.1. Odhad minimalizujíí rozptyl.

3.1.

Mno¾ina reálnýh náhodnýh velièin x na daném (R;B; P ); které mají

nulovou støední hodnotu a koneèný rozptyl, (tj. Ex =

R

R

x(t)dP (t) = 0

a

R

R

x

2

(t)dP (t) <1); je Hilbertùv prostor se skalárním souèinem (x; y) =

E(xy) a s pøíslu¹nou normou jjxjj

2

= Ex

2

: Oznaèíme jej H: Pøesnì øeèeno,

tento souèin je de�nován na mno¾inì tøíd ekvivalentníh velièin (velièin,

které se li¹í jen na mno¾inì P -míry nula; ekvivalene velièin x a y je tedy

harakterizována vztahem E(x�y)

2

= 0): Souèin (x; y) v¹ak zøejmì nezávisí

na volbì reprezentantù ve tøídáh ekvivalentníh velièin. Z toho dùvodu se

vyjadøujeme tak, jako by byl de�nován na samotném prostoru náhodnýh

velièin.

Jsou-li x = [x

1

; :::; x

n

℄

T

a z = [z

1

; :::; z

n

℄

T

prvky vH

n

; de�nujeme skalární

souèin a pøíslu¹nou normu v H formulemi

(x; z)

H

n

= E(

n

X

i=1

x

i

z

i

) = TrE(xz

T

); (1)

jjxjj

2

H

n

= E(

n

X

i=1

x

2

i

) = E(jjxjj

2

E

n

) = TrE(xx

T

); (2)

(Tr = stopa) kde matie

E(xz

T

) = (E(x

i

z

j

))

n

i;j=1

: (3)

H

n

s vý¹e zavedeným skalárním souèinem tvoøí Hilbertùv prostor.

Pøedpokládejme dále, ¾e fz

1

; :::; z

t

g � H

m

: Prostor H = spanfz

1

; :::; z

t

g

þgenerovanýÿ tìmito vektory de�nujeme jako mno¾inu n-vektorù z = k

1

z

1

+

:::+ k

t

z

t

; kde k

j

jsou reálné n�m-matie.

Podotknìme je¹tì, ¾e v odst. 3.1 budeme praovat s náhodnými velièi-

nami z prostoru H:

35
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3.2.

Pøedpokládejme, ¾e jsme provedli experiment, který vede na vektor dat

v ve tvaru

v =Mx+ w;

kde x je neznámý náhodný vektor parametrù, w je náhodný vektor a M

známá matie. Pak v je náhodný vektor.

Úlohu, jak vyjádøit vektor x, øe¹íme metodou (lineárního) odhadu vek-

toru x z mìøení v = [v

1

; :::; v

m

℄

T

. Pod (lineárním) odhadem vektoru x tvo-

øeným na bázi (mìøení) v minimalizaí výrazu E[jjx�x̂jj

2

℄; rozumíme prvek

x̂ prostoru H = spanfv

i

g

m

1

;

1

pro nìj¾ E[jjx � x̂jj

2

℄ = min

y2H

E[jjx� yjj

2

℄:

Zde se pod jj � jj rozumí norma v reálném euklidovském prostoru pat-

øièné (koneèné) dimenze. Vzhledem k de�nii normy jj � jj

H

n

; odst. 3.1, je

E[jjx� x̂jj

2

℄ = jjx� x̂jj

2

H

n

:

Následujíí vìta, která dává expliitní vzore pro odhad x̂; je ve skuteè-

nosti pouhou aplikaí normálníh rovni (viz 2.1).

Vìta 3.3. (Odhad minimalizujíí rozptyl.)

I. Pøedpokládejme, ¾e

v =Mx+ w (1)

je známý náhodný m-vektor dat, x je neznámý náhodný n-vektor, w je

neznámý náhodný m-vektor hyb a M je známá konstantní m� n-matie.

Pøedpokládejme, ¾e E(vv

T

) je nesingulární. Pak lineární odhad x̂ vektoru

x tvoøený na bázi (mìøení) v { minimalizaí E[jjx� x̂jj

2

℄ { je

x̂ = E[xv

T

℄[E(vv

T

)℄

�1

v; (2)

s odpovídajíí kovarianèní (rozptylovou) matií hyb

E[(x� x̂)(x� x̂)

T

℄ = E(xx

T

)�E(xv

T

)�

�[E(vv

T

)℄

�1

E(vx

T

) = E(xx

T

)�E(x̂x̂

T

):

�

(3)

II. Oznaème E(vv

T

) = R; E(xx

T

) = S a pøedpokládejme, ¾e platí

E(vx

T

) = 0 a ¾e MSM

T

+ R je nesingulární. Pak lineární odhad x̂ za-

lo¾ený na v minimalizujíí E[jjx� x̂jj

2

℄ je

x̂ = SM

T

(MSM

T

+R)

�1

v (4)

s kovarianí hyb

E[(x� x̂)(x� x̂

T

℄ = S � SM

T

(MSM

T

+R)

�1

MS

T

: (5)

1

Koe�ienty v lineární kombinai jsou matie typu n� 1:
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Poznámka. Matie R a S jsou pozitivnì semide�nitní (napø. [1℄

I, Th. 3).

Dùkaz vìty 3.3. I. Problém se rozpadá na separátní problémy pro ka¾-

dou slo¾ku x

i

: Proto¾e zde nejsou ¾ádná omezení, i-tý subproblém je prostì

úloha o nalezení nejlep¹í aproximae velièiny x

i

v podprostoru generova-

ném velièinami v

j

:

Vyjádøíme optimální odhad ve tvaru x̂ = Kv; kde K je n �m-matie.

Pak i-tý subproblém je ekvivalentní s problémem vybrat i-tý øádek matie

K; jen¾ dává x̂

i

jako optimální lineární kombinai slo¾ek v

j

: Tudí¾ ka¾dý

øádek matie K splòuje normální rovnie pøíslu¹ejíí projeki x

i

do prostoru

spanfv

i

g

m

1

: Je-li K = (�

ij

); pak se normální matie

m

X

j=1

�

ij

(v

j

; v

k

) = (x

i

; v

k

); i = 1(1)n; k = 1(1)m; (6)

dají zapsat v matiové formì

0

�

(v

1

; v

1

) : : : (v

1

; v

m

)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(v

m

; v

1

) : : : (v

m

; v

m

)

1

A

K

T

=

0

�

(v

1

; x

1

) : : : (v

1

; x

n

)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(v

m

; x

1

) : : : (v

m

; x

n

)

1

A

(7)

neboli

E(vv

T

)K

T

= E(vx

T

);

z èeho¾ vyplývá

K = E(xv

T

)[E(vv

T

)℄

�1

;

a to je ¾ádaný výsledek.

Dùkaz vzore pro kovariani hyby se obdr¾í pøímým dosazením.

II. Tento výsledek plyne z èásti I, nebo» platí E(vv

T

) = MSM

T

+ R

a E(xv

T

) = SM

T

: 2

Pro jednoduhost je následujíí vìta 3.4 formulována pouze pro nezná-

mou náhodnou velièinu x: Proto¾e odhad minimalizujíí rozptyl n-dimenzio-

nálního náhodného vektoru je pouze n separátníh problémù, tvrzení vìty

se snadno pøenese na obenìj¹í pøípad.

Vìta 3.4. Neh» x je prvek Hilbertova prostoru H náhodnýh velièin a neh»

x̂ oznaèuje jeho ortogonální projeki na uzavøený podprostor V

1

prostoru

H: (Tedy x̂ je optimální odhad velièiny x ve V

1

:) Neh» v

2

je m-vektor ná-

hodnýh velièin, je¾ generují podprostor V

2

prostoru H a neh» v̂

2

znaèí

m-dimenzionální vektor projekí slo¾ek vektoru v

2

do V

1

: (v̂

2

je tedy vektor

nejlep¹íh odhadù vektoru v

2

ve V

1

:) Oznaème ~v

2

= v

2

� v̂

2

: Pak projeke

velièiny x na podprostor V

1

+ V

2

; znaèená

+

x

; je

+

x

= x̂+E(x~v

T

)

2

)[E(~v

2

~v

T

2

)℄

�1

~v

2

; (1)
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za pøedpokladu, ¾e

�

E(~v

T

2

)

�

�1

existuje.

Jinými slovy,

+

x

je x̂ plus nejlep¹í odhad velièiny x v podprostoru

~

V

2

generovaném ~v

2

:

Dùkaz. Je jasné, ¾e V

1

+ V

2

= V

1

+

~

V

2

a ¾e

~

V

2

je ortogonální k V

1

: Dále

podprostor V

1

+ V

2

je uzavøený, proto¾e V

2

je koneèné dimenze. Výsledek

pak plyne z vìty 3.3, proto¾e projeke na souèet dvou ortogonálníh pod-

prostorù je souèet projekí na jednotlivé podprostory. Nyní staèí aplikovat

vìtu 3.3. 2

Vìta 3.4 se dá interpretovat takto: Neh» x̂ je odhad zalo¾ený na mìøe-

níh, která generují V

1

: Pou¾ijeme-li dal¹í mno¾inu mìøení, musíme oddìlit

z tìhto mìøení tu èást, která se dá antiipovat z výsledku prvníh mìøení.

Jinými slovy, aktualizae musí být zalo¾ena na té èásti novýh dat, která

je ortogonální k pùvodním datùm.

Vìta 3.6, která následuje po lemmatu 3.5, pøedstavuje ilustrativní pøíklad

aplikae pøede¹lýh úvah, a to pøesnì ve formì, v jaké ji pou¾ijeme v ná-

sledujíím odst. 3.2 pojednávajíím o rekurzivní metodì odhadu. Odhad

rekurzivní metodou je pak základem stohastikého pøístupu ke konstruki

Lg-spajnu interpolujíího EHB data (kapitola 3.2).

Lemma 3.5. Lineární odhad minimalizujíí rozptyl (MVLE) dané lineární

funke vektoru x zalo¾ený na náhodném vektoru v je roven té¾e lineární

funki MVLE vektoru x, tj. je-li dána libovolná p � n-matie U; nejlep¹í

odhad vektoru Ux je Ux̂: Lemma platí za pøedpokladu, ¾e E(vv

T

) je nesin-

gulární.

(Vektory neznaèíme tuènými znaky, jak tomu bude v dal¹íh kapitoláh,

kde bude gra�ké rozli¹ení od skalárù potøebnìj¹í.)

Dùkaz se obdr¾í z vìty o projeki. Je-li �v optimální odhad vektoru

Ux; pak platí E[v(Ux � �v)

T

℄ = 0 (proto¾e Ux � �v le¾í v ortogonálním

doplòku podprostoru þgenerovanéhoÿ vektorem v; viz vìtu 2.1). Odtud

plynou normální rovnie pro sloupe matie �

T

ve tvaru

[E(vv

T

)℄�

T

= E(vx

T

)U

T

;

(proto¾e 0 = E[v(Ux � �v)

T

℄ = E(vx

T

)U

T

�E(vv

T

)�

T

), tak¾e

� = U E(xv

T

)[E(vv

T

)℄

�1

;

o¾ podle vìty 3.3 dává ¾ádaný výsledek



Ux = �v = Ux̂:

2

Vìta 3.6. Pøedpokládejme, ¾e optimální odhad x̂ náhodného vektoru x byl

tvoøen na bázi minulýh mìøení a ¾e

E[(x� x̂)(x� x̂)

T

℄ = P: (1)
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Je-li dáno dal¹í mìøení ve tvaru

v =Mx+ w; (2)

kde w je náhodný vektor s nulovým støedem, který je nekorelovaný s x

i s minulými mìøeními, pak za pøedpokladu, ¾e E(~v~v

T

) je nesingulární,

aktualizovaný optimální odhad

+

x

vektoru x je

+

x

= x̂+E(x~v

T

)[E(~v~v

T

)℄

�1

~v = x̂+ PM

T

(MPM

T

+R)

�1

(v �Mx̂); (3)

kde

R = E(ww

T

) a ~v = v �Mx̂: (4)

Odpovídajíí kovariane hyb je

E[(x�

+

x

)(x�

+

x

)

T

℄ = P � PM

T

(MPM

T

+R)

�1

MP

T

: (5)

Dùkaz. Nejlep¹í odhad vektoru v zalo¾ený na minulýh mìøeníh (tj.

projeke v na podprostor V

1

generovaný minulými mìøeními) je v̂ = Mx̂:

To plyne z toho, ¾e podle lemmatu 3.5 platí v̂ =

d

Mx + ŵ = Mx̂ + ŵ

a ¾e dále platí ŵ = 0; o¾ vyplývá z ortogonality w k minulým mìøením.

(Vskutku, je-li  jedno z minulýh mìøení, pak E(w

T

) = EwE = 0:)

Tudí¾ ~v := v � v̂ = v �Mx̂:

Odtud podle vìty 3.4 po men¹í algebraiké manipulai obdr¾íme

+

x

= x̂+E(x~v

T

)[E(~v~v

T

)℄

�1

~v

o¾ se podle vìty 3.3 dá vyjádøit jako

+

x

= x̂+ PM

T

(MPM

T

+R)

�1

(v �Mx̂):

Kovariane hyb je

E[(x�

+

x

)(x�

+

x

)

T

℄ = P � PM

T

(MPM

T

+R)

�1

MP

T

:

2

3.2. Rekurzivní metoda odhadu.

3.7.

Budeme se nyní zabývat diskrétními náhodnými proesy, èím¾ rozu-

míme { jak je obvyklé { posloupnost náhodnýh velièin x(1); :::; x(k); ::: :

Je vhodné upravit trohu na¹e pøede¹lé znaèení tak, ¾e budeme znaèit ná-

hodné promìnné proesu zpùsobem x(k) místo x

k

:

Øeknìme, ¾e jsou dány pouze náhodné velièiny x(1); :::; x(n): Je øada

dùle¾itýh estimaèníh problémù, které jsou v souvislosti s náhodným pro-

esem. Napø.

1. Predike, tj. odhad budouí hodnoty proesu, øeknìme odhad velièiny

x(n+ h); na základì minulýh pozorování x(1); :::; x(n);
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2. Filtrae, o¾ je odhad souèasné (tj. n-té) hodnoty náhodného pro-

esu z nepøesnýh mìøení proesu a¾ do souèasné doby, x(1); :::; x(n); nebo

obenìji

3. Odhad jednoho náhodného proesu z pozorování jiného, ale vzta¾eného

proesu.

Jestli¾e po¾adujeme lineární odhad minimalizujíí rozptyl, pak tyto pro-

blémy odhadù jsou zvlá¹tními pøípady teorie rozvinuté v prvním odstavi

této kapitoly.

Pokud nebude v dal¹ím expliite stanoveno jinak, pøedpokládáme, ¾e jsou

splnìny následujíí podmínky (�) a¾ (� � �)

(�) V¹ehny náhodné velièiny jsou reálné a s nulovým støedem.

(��) Podkladem ka¾dého pozorovaného náhodného proesu je ortogo-

nální proes v tom smyslu, ¾e velièiny pozorovaného proesu jsou lineární

kombinae minulýh hodnot ortogonálního proesu.

Pro pohodlí a obenost budeme generovat náhodný proes radìji vekto-

rovou diferenèní rovnií prvního øádu ne¾ skalární diferenèní rovnií n-tého

øádu.

De�nie 3.8. n-Dimenzionální dynamiký model náhodného proesu se-

stává z následujííh tøí èástí:

D1. Vektorová diferenèní rovnie

x(k + 1) = �(k)x(k) + u(k); k = 0; 1; ::: ; (1)

kde x(k) je n-dimenzionální stavový vektor, jeho¾ ka¾dá slo¾ka je náhodná

velièina, �(k) je známá n � n-matie a u(k) je n-dimenzionální náhodný

vektorový vstup s nulovým støedem, který splòuje

E[u(k)u

T

(l)℄ = Q(k)Æ

kl

: (2)

D2. Poèáteèní náhodný vektor x(0) spolu s poèáteèním odhadem x̂(0);

který má kovariani

E[(x(0) � x̂(0))(x(0) � x̂(0))

T

℄ = P (0): (3)

D3. Mìøení proesu se pøedpokládají ve tvaru

v(k) = C(k)x(k) + w(k); k = 0; 1; ::: (4)

kde C(k) je m� n-matie a w(k) je m-dimenzionální hyba mìøení majíí

nulový støed a splòujíí

E[w(k)w

T

(j)℄ =W (k)Æ

kj

; (5)

kde W (k) je kladnì semide�nitní.

Naví pøedpokládáme splnìní podmínky

(� � �) Náhodné vektory x(0); u(j); w(k) jsou navzájem nekorelované
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pro j � 0; k � 0:

Jako dùsledek podmínky (� � �) odvodíme, ¾e

x(k) je nekorelované s u(j); j � k; a s w(j) pro v¹ehna j: (6)

Doká¾eme napø.

E[x(k)u

T

(k)℄ = �(1)E[x(k � 1)u

T

(k)℄ +E[u(k � 1)u

T

(k)℄ = 0 (7)

(induke).

Problém odhadu spoèívá v nalezení lineárního odhadu minimalizují-

ího rozptyl stavového vektoru x z mìøení v:

Zavedeme oznaèení:

x̂(kjj) je optimální odhad vektoru x(k)

na základì pozorování v a¾ do okam¾iku j:

�

(8)

Tedy x̂(kjj) je projeke vektoru x(k) na prostor V (j); kde

V (j) je prostor "generovaný"

náhodnými m�vektory v(0); v(1); :::; v(j):

�

(9)

Pro jasnost a jednoduhost se budeme zabývat výhradnì pøípadem k � j

{ pøípadem, který odpovídá prediki nìjaké budouí hodnoty stavu nebo

odhadu souèasného stavu (�ltrae). S tím pro na¹e úèely vystaèíme. Od-

had minulýh hodnot stavového vektoru (vyhlazení), tøeba¾e se v prinipu

podstatnì neli¹í od predike, je komplikovanìj¹í v detailníh výpoèteh.

Vìta 3.9. (Nalezení rekurzivní metody odhadu { Kalman [9℄.)

Optimální odhad x̂(k+1jk) náhodného stavového vektoru x(k+1) (na bázi

V (k)) se dá vytvoøit rekurzivnì následujíím zpùsobem

x̂(k + 1jk) = �(k)P (k)C

T

(k)[C(k)P (k)C

T

(k) +W (k)℄

�1

�

�[v(k)� C(k)x̂(kjk � 1)℄ + �(k)x̂(kjk � 1);

�

(1)

kde n� n-matie P (k) je kovariane vektoru x̂(kjk � 1)

P (k) = E[(x(k) � x̂(kjk � 1))(x(k) � x̂(kjk � 1)

T

℄; (2)

je¾ sama je vytvoøena rekurzivnì takto

P (k + 1) = �(k)P (k)fI � C

T

(k)[C(k)P (k)C

T

(k) +W (k)℄

�1

�

�C(k)P

T

(k)g�

T

(k) +Q(k):

�

(3)

Poèáteèní podmínky pro tyto rekurzivní rovnie jsou poèáteèní odhad

x̂(0j�1) = x̂(0) a jeho odpovídajíí kovariane P (0): Dále pøedpokládejme,

¾e matie C(k)P (k)C

T

(k) +W (k) je nesingulární pro v¹ehna k � 0:



42 3.2. Rekurzivní metoda odhadu

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e v(0); :::; v(k � 1) byly zmìøeny a ¾e byl spo-

èítán odhad x̂(kjk � 1) spolu s kovarianèní matií

P (k) = E[(x(k) � x̂(kjk � 1))(x(k) � x̂(kjk � 1))

T

℄: (4)

Jinými slovy máme projeki vektoru x(k) na podprostor V (k� 1) þgenero-

vanýÿ náhodnými vektory v(0); :::; v(k � 1): V èase k obdr¾íme mìøení

v(k) = C(k)x(k) + w(k);

je¾ nám dává dodateènou informai o náhodném vektoru x(k): To je pøesnì

situae uva¾ovaná ve vìtì 3.6.

q Aktualizovaný odhad x̂(k) vektoru x(k) je nyní podle vìty 3.6

x̂(kjk) = x̂(kjk � 1) + P (k)C

T

(k)[C(k)P (k)C

T

(k) +W (k)℄

�1

�

�[v(k)� C(k)x̂(kjk � 1)℄

�

(5)

s pøíslu¹nou kovarianí P (kjk) = E[(x(k) � x̂(kjk))(x(k) � x̂(kjk))

T

℄

P (kjk) = P (k)� P (k)C

T

(k)[C(k)P (k)C

T

(k)+

+W (k)℄

�1

C(k)P

T

(k):

�

(6)

Na základì optimálního odhadu x̂(kjk) vektoru x(k) mù¾eme nyní spoèítat

optimální odhad x̂(k + 1jk) vektoru x(k + 1) = �(x)x(k) + u(k) na bázi

roz¹íøené mno¾iny pozorování v(0); :::; v(k):

Provedeme to na základì tìhto poznámek:

1) Podle vìty 3.5 je optimální odhad vektoru �(k)x(k) roven �(k)x̂(kjk):

2) Odhad vektoru u(k) na bázi pozorování [v(0); :::; v(k)℄

T

= v(k) je podle

lemmatu 3.3 roven E[u(k)v

T

(k)℄[E(v(k)v

T

(k))℄

�1

v(k); o¾ je na základì

3.8(7) rovno nule. Odtud

x̂(k + 1jk) = �(k)x̂(kjk) + û(kjk) = �(k)x̂(kjk): (7)

Kovariane tohoto odhadu plyne z následujíího

P (k + 1) = E[(x(k + 1)� x̂(k + 1jk))(x(k + 1)� x̂(k + 1jk))

T

℄

= E[(x̂(k + 1jk) � �(k)x(k)� u(k))(x̂(k + 1jk) � �(k)x(k)�

�u(k))

T

℄

= E[x̂(k + 1jk)x̂

T

(k + 1jk)℄ � �(k)E[x(k)x̂

T

(k + 1jk)℄ �

�E[u(k)x̂

T

(k + 1jk)℄�E[x̂(k + 1jk)x

T

(k)℄�

T

(k) +

+�(k)E[x(k)x

T

(k)℄�

T

(k) +E[u(k)x

T

(k)℄�

T

(k)�

�E[x̂(k + 1jk)u

T

(k)℄ + �(k)E[x(k)u

T

(k)℄ +E[u(k)u

T

(k)℄

�

= �(k)fE[x̂(kjk)x̂

T

(kjk)℄ +E[x(k)x

T

(k)℄�E[

^

(kjk)x

T

(k)℄�

�E[x(k)x̂

T

(kjk)℄g�

T

(k) +E[u(k)u

T

(k)℄;
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(* znamená: pou¾ít rovni 3.8(7) a 3.9(7))

tedy

P (k + 1) = �(k)P (kjk)�

T

(k) +Q(k) (8)

v dùsledku relae (6).

Substitue rovnie (5) do (7) a (6) do (8) vede pøímo na (1) a (3). 2



4. Stohastiká metoda konstruke

interpolaèníh splajnù

V kapitole je vypraován dynamiký rekurzivní algoritmus pro inter-

polai EHB dat Lg-splajny za pou¾ití stohastiké tehniky, zalo¾ené na

stohastikýh (náhodnýh) proeseh a Kalmanovì metodì �ltrae a pre-

dike, s kterou jsme se seznámili v pøede¹lé kapitole. Vztah mezi náhodným

proesem vyhlazeným nejmen¹ími ètveri a deterministikým problémem

splajnové interpolae je zprostøedkován reprodukujíím jádrem Hilbertova

prostoru, z jeho¾ prvkù splajn vybíráme. Tento náhodný proes je výstup

jistého dynamikého systému øízeného bílým ¹umem jako vstupem (vìta

4.17). Parametry dynamikého systému jsou urèeny koe�ienty difereniál-

ního operátoru, který de�nuje splajn. Na závìr je odvozen rekurzivní algo-

ritmus pro konstruki splajnu interpolujíího EHB data.

4.1. Reprodukujíí jádro Hilbertova prostoru.

R. 1939 vy¹la kniha E.H.Moora ([19℄, Part II), v ní¾ autor zavedl po-

jem pozitivní hermitovské matie a pojem tøíd modulárníh funkí, o¾ jsou

tøídy funkí, které takovou matii pøipou¹tìjí. Nezávisle na tom de�noval

N.Aronszajn r. 1939 [3℄ a r. 1950 [4℄ analogiký pojem jako funki dvou pro-

mìnnýh na Hilbertovì prostoru, funki nazvanou reprodukujíí jádro toho

prostoru. Pod tímto názvem je Aronszajnùv pojem v¹eobenì pou¾íván.

V paragrafu 4.1 de�nujeme tento pojem, dále uvádíme harakteristiku Hil-

bertovýh prostorù s reprodukujíím jádrem a nìkteré základní vlastnosti

jádra.

De�nie 4.1. (N. ARONSZAJN [3℄ str. 135, [4℄ str. 343; viz také [19℄

a [26℄).

Neh» H je Hilbertùv prostor reálnýh funkí de�novanýh na abstraktní

mno¾inì I: Reálná funke K(t; �) dvou promìnnýh t a � v I se nazývá

reprodukujíí jádro v H; kdy¾ splòuje podmínky:

(1) Pro ka¾dé � 2 I; K(t; �) jako funke t patøí do H:

(2) Reprodukèní vlastnost: pro ka¾dé � 2 I a ka¾dé f 2 H platí

f(�) =

�

f(t);K(t; �)

�

t

;

kde (�; �) znaèí skalární souèin v prostoru H a index t vyjadøuje, ¾e se

skalární souèin aplikuje na funke promìnné t: De�nièní vztah èasto zapi-

sujeme rovnií, v ní¾ þaktivníÿ promìnnou zaznamenáváme teèkou

f(�) =

�

f(�);K(�; �)

�

:

2

Vìta 4.2. [3℄ Neh» H je Hilbertùv prostor reálnýh funkí na nìjaké mno-

¾inì I:

44
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(1) V prostoru H existuje reprodukujíí jádro, právì kdy¾ lineární funk-

ionál �

t

: f 7! f(t) je spojitý pro ka¾dé t 2 I:

(2) Existuje nejvý¹ jedno reprodukujíí jádro prostoru H:

(3) Má-li H reprodukujíí jádro, pak ka¾dý uzavøený podprostor v H má

reprodukujíí jádro.

(4) Je-li K(t; �) reprodukujíí jádro prostoru H a H je uzavøený podpro-

stor vìt¹ího Hilbertova prostoru H; pak funke f

1

(�) de�novaná vzorem

f

1

(�) =

�

f(t);K(t; �)

�

t

je projeke na H prvku f 2 H:

(5) Jsou-li H

1

a H

2

komplementární podprostory Hilbertova prostoru H,

který má reprodukujíí jádro, pak pro jejih reprodukujíí jádra K

1

; K

2

a K resp. platí K

1

+K

2

= K:

Dùkaz. (1) Neh» K(t; �) je reprodukujíí jádro pro H; t 2 I: Pak pro

lineární funkionál de�novaný vztahem �

t

(f) = f(t) platí

j�

�

(f)j = jf(�)j = j

�

f(t);K(t; �)

�

t

j � (f; f)

1=2

�

K(t; �); K(t; �)

�

1=2

t

=

= jjf jj[K(t; t)℄

1=2

;

tak¾e �

t

je spojité zobrazení na H:

Obráenì, je-li lineární funkionál �

t

(f) = f(t) spojitý, pak pro jeho

reprezentant u

t

2 H platí

f(t) = �

t

(f) =

�

f(�); u

t

(�)

�

;

o¾ je vlastnost 4.1(2) reprodukujíího jádra K(�; t) = u

t

(�):

Vlastnost 4.1(1) je evidentní.

(2) Jsou-li K(t; �) a M(t; �) reprodukujíí jádra pro H; bude pro � 2 I

platit

0 � jjK(t; �)�M(t; �)jj

2

= (K �M;K�M) = (K �M;K)�(K �M;M) = 0:

(3) Plyne z (1).

(4) Neh» f = f

1

+ f

2

; f

1

2 H; (H uzavøené) f

2

2 H

?

= ortogonální

doplnìk H v H:

Odtud

�

f;K(t; �)

�

t

=

�

f

1

+ f

2

;K(t; �)

�

t

=

�

f

1

;K(t; �)

�

t

= f

1

(�):

(5) Neh» f = f

1

+ f

2

; f

1;2

2 H

1;2

a H

1

+H

2

= H neh» je ortogonální

rozklad H: Podle (4)

�

f(t);K

1;2

(t; �)

�

t

= f

1;2

(�); tak¾e

f(�) = f

1

(�) + f

2

(�) =

�

f(t);K

1

(t; �)

�

t

+

�

f(t);K

2

(t; �)

�

t

=

=

�

f(t);K

1

(t; �) +K

2

(t; �)

�

t

:

Tedy podle (2) funke K(t; �) = K

1

(t; �) +K

2

(t; �) je reprodukujíí jádro

v H: 2
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Nìkolik elementárníh vlastností reprodukujíího jádra prostoru H:

Vìta 4.3. Neh» prostor H má reprodukujíí jádro K(t; �): Pak

(1) K(�; !) =

�

K(t; !);K(t; �)

�

t

pro v¹ehna �; ! 2 I:

(2) K(t; �) = K(�; t) pro v¹ehna t; � 2 I (plyne z (1)).

(3) Kvadratiká forma

Q(�) =

n

X

j;k=1

K(�

j

; �

k

)�

j

�

k

je pozitivnì semide�nitní pro v¹ehna �

1

; :::; �

n

v I a pro libovolné n = 1; ::: :

(4) Rovnie Q(�) = 0 je ekvivalentní s rovnií

P

n

k=1

K(t; �

k

)�

k

= 0 pro

v¹ehna t 2 I (plyne z (3)).

(5) K(�; �) � 0 pro v¹ehna � 2 I; K(�; �) = 0; právì kdy¾ K(t; �) = 0

pro v¹ehna t 2 I:

(6) jK(�; !)j � [K(�; �)K(!; !)℄

1=2

pro v¹ehna �; ! 2 I: Rovnost na-

stane, právì kdy¾ �K(t; �) = �K(t; !) pro v¹ehna t 2 I a pro èísla (�; �)

nezávislá na t a nerovná (0; 0):

(7) Jsou-li � a � dva spojité lineární funkionály na H; pak platí

�

�

[�

t

K(t; �)℄ = �

t

[�

�

K(�; t)℄:

Indexy znamenají promìnnou, vzhledem ke které pøíslu¹ný funkionál ope-

ruje.

(8) Spojitý lineární funkionál � na H má reprezentant k 2 H; právì

kdy¾ �

t

K(t; �) = k(�): V dùsledku toho �

t

K(t; �) 2 H:

Dùkaz. (5) je speiální pøípad (3) a (4) pro n = 1; �

1

= �; �

1

= 1:

(6) je jak známo nutná a dostateèná podmínka, aby kvadratiká forma

Q(�) = K(�; �)�

2

1

+K(!; !)�

2

2

+K(�; !)�

1

�

2

+K(!; �)�

2

�

1

pro n = 2; �

1

= � a �

2

= ! byla pozitivnì semide�nitní. Rovnost v (6)

znaèí, ¾e Q(�) není pozitivnì de�nitní, tedy ¾e pro nìjaké � = (�

1

; �

2

) 6=

(0; 0) platí Q(�) = 0: Podle (4) tato rovnost je ekvivalentní se vztahem

K(t; �)�

1

+ K(t; !)�

2

= 0 pro v¹ehna t 2 I; o¾ dává druhou èást (6)

s koe�ienty �

1

= � a �

2

= ��:

(7) Jsou-li k a h reprezentanty funkionálù � a �; bude

�

�

[�

t

K(t; �)℄ = �

�

k(�) = (k; h) = (h; k) = �

t

[�

�

K(�; t)℄:

(8) Zvolme f 2 H a de�nujme � jako skalární násobení prvkem f; �g =

= (g; f); g 2 H: Pro libovolný lineární funkionál � pak platí

�

t

[�

�

K(�; t)℄ = �

t

�

K(�; t); f(�)

�

�

= �f(t) = �f:

Je-li funkionál � spojitý a platí-li pro nìj �

t

K(t; �) = k(�); pak

�

�

[�

t

K(t; �)℄ = �k(�) = (k(�); f(�))

H

= (k; f)

H

:
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Vzhledem k (7) máme �f = (k; f) pro ka¾dé f 2 H; tedy k je reprezentant

funkionálu �:

Obráenì, je-li k reprezentant funkionálu �; pak

�

t

K(t; �) =

�

K(t; �); k(t)

�

t

= k(�):

2

Dùsledek 4.4. Neh» H má reprodukèní jádro, f

(k)

2 H pro ka¾dé f 2 H;

k pøirozené, t

0

2 I = interval. Pak lineární funkionál

	

k;t

0

(f) = f

(k)

(t

0

)

je spojitý, pokud je operátor f ! f

(k)

spojitý.

Vskutku, podle vìty 4.2(1) je operátor f

(k)

! f

(k)

(t

0

) spojitý. 2

Vìta 4.5. Neh» H má reprodukujíí jádro K(t; �): Pak platí

(1) Mno¾ina funkí u

�

(t) 2 H; fu

�

= K(t; �) : � 2 Ig; je úplný (funda-

men-

tální) systém v prostoru H ([11℄ str. 168, [10℄ str. 164).

(2) Slabá konvergene posloupnosti ff

n

g k prvku f (f

n

w

! f) je ekvivalent-

ní se souèasnou platností dvou podmínek:

(a) f

n

(t)! f(t) pro ka¾dé t 2 I;

(b) mno¾ina norem fjjf

n

jjg je ohranièená.

(3) Silná konvergene posloupnosti ff

n

g k prvku f (f

n

s

! f) je ekvivalent-

ní se souèasnou platností dvou podmínek:

(a) f

n

(t)! f(t) pro ka¾dé t 2 I;

(b) jjf

n

jj ! jjf jj:

(4) Kdy¾ posloupnost ff

n

g konverguje silnì k f (v H); pak f

n

(t) konvergu-

je k f(t) stejnomìrnì na ka¾dé mno¾inì prvkù t 2 I; na které je funke

K(t; t) ohranièená.

Dùkaz. (1) Kdy¾ g 2 H je ortogonální ke v¹em funkím u

�;

platí

g(�) = (g(t);K(t; �))

t

= (g; u

�

) = 0: Pro v¹ehna �; tedy g = 0 ([10℄,

str. 164). Tvrzení pak plyne z [11℄, str. 179, v. 2, str.180 (viz také [11℄ III

x4, str. 145 ℄ 6 ).

(2) Neh» f

n

w

! f: Pak pro t 2 I existuje � 2 L(H) tak, ¾e �g = g(t) pro

ka¾dé g 2 H: Odtud f

n

(t) = �f

n

! �f = f(t): Vlastnost (b) plyne z [11℄,

IV x3, Teor. 1, str. 183, ℄ 7 (Banah-Steinhausova vìta).

Obráení platí podle [11℄, IV x3, Teor. 2, str.184, ℄ 8.

(3) f

n

s

! f implikuje f

n

w

! f: Dále jkf

n

k � kfkj � kf

n

� fk ! 0; tedy

kf

n

k ! kfk:

Obráenì, neh» f

n

(t) ! f(t); t 2 I a kf

n

k ! kfk: Máme dokázat, ¾e

platí (f

n

� f; f

n

� f)! 0: Podle (2) platí f

n

w

! f: Z toho dostaneme

(i) (f

n

� f; f) =: �

f

(f

n

� f) = �

f

f

n

� �

f

f ! 0;

èili �

f

f

n

! �

f

f: Z pøedpokladu kf

n

k ! kfk plyne
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(ii) (f

n

; f

n

)! (f; f) = �

f

f:

Dále

(iii) (f

n

� f; f

n

) = (f

n

; f

n

)� (f; f

n

)

(ii)

! �

f

f � lim�

f

f

n

(i)

= 0:

Koneènì (f

n

� f; f

n

� f) = (f

n

� f; f

n

)� (f

n

� f; f)! 0 podle (iii) a (i).

(4) jf(�)� f

n

(�)j = j(f(t)� f

n

(t);K(t; �))j � kf � f

n

kkK(t; �)k =

kf � f

n

k(K(�; �))

1=2

: 2

4.6.

V tomto odstavi zkonstruujeme reprodukujíí jádro pro Hilbertùv pro-

stor H

q;2

[0; T ℄: Pøipomeòme pojmy, které byly zavedeny a vztahy, které

byly stanoveny v souvislosti s de�nií skalárního souèinu v H

q;2

[0; T ℄; odst.

2.5:

fz

j

(�)g

q

1

pøedstavuje bázi v podprostoru N(L); která je duální vzhledem

k f�

i

g

q

1

; tedy báze s vlastnostmi 2.5(1):

(1) Lz

j

= 0; �

i

z

j

= Æ

ij

; i; j = 1(1)q:

Dále

G(�; �) je Greenova funke operátoru L splòujíí 2.5(2):

(2) LG(�; �) = Æ(� � �); �

j

G(�; �) = 0:

Za tìhto podmínek ka¾dé f 2 H

q;2

[0; T ℄ mù¾e být jednoznaènì rozlo¾eno

ve tvaru 2.5(3):

(3) f(�) =

P

q

j=1

(�

j

f)z

j

(�) +

R

T

0

G(�; �)[Lf(�)℄d�:

Koneènì, skalární souèin v H

q;2

[0; T ℄ je de�nován jako

(4) (e; f)

H

q;2
=

P

q

j=1

(�

j

e)(�

j

f) +

R

T

0

(Le)(Lf):

Vìta 4.7. Prostor H

q;2

[0; T ℄ (se skalárním souèinem 4:6(4) má reprodu-

kujíí jádro

K(t; �) =

q

X

j=1

z

j

(t)z

j

(�) +

Z

T

0

G(t; �)G(�; �)d�; t; � 2 [0; T ℄: (1)

Dùkaz. K dùkazu podmínky 4.1(1) pro reprodukujíí jádro staèí pøipo-

menout, ¾e podle (1) a (2) (odkazy se vztahují na odst. 4.6)

�

j

K(�; �) = z

j

(�); j = 1(1)q a LK(�; �) = G(�; �); � 2 [0; T ℄:

odkud obdr¾íme K(�; �) ve tvaru (3), o¾ znamená, ¾e K(�; �) 2 H

q;2

[0; T ℄:

Vzhledem k symetrii také K(t; �) 2 H

q;2

[0; T ℄:

Dùkaz de�nièní vlastnosti (2):

(f(�);K(�; �))

H

q;2
=

�

f(�);

q

X

j=1

z

j

(�)z

j

(�) +

Z

T

0

G(�; �)G(�; �)d�

�

H

q;2

=



4. Stohastiká metoda konstruke interpolaèníh splajnù 49

=

q

X

i=1

(�

i

f)

h

�

i

q

X

j=1

z

j

(�)z

j

(�) + �

i

Z

T

0

G(�; �)G(�; �)d�

i

+

+

Z

T

0

Lf(y)

h

L

y

q

X

j=1

z

j

(y)z

j

(�) + L

y

Z

T

0

G(y; �)G(�; �)d�

i

dy =

=

q

X

i=1

(�

i

f)z

i

(�) +

Z

T

0

�

Lf(y)

�

G(�; y)dy = f(�):

2

Poznámka 4.8. Lineární funkionál � v prostoru H

q;2

[0; T ℄ de�novaný

vztahem �f = f(t) pro f 2 H

q;2

a t 2 [0; T ℄ je spojitý (vìta 4:7 a vìta

4:2(1)).

Vìta 4.9.

(1) z

j

(�) je reprezentant funkionálu �

j

; j = 1(1)q; (1:18(3)); tj. z

j

(�) =

k

j

(�):

1.18(3 (2) fz

j

g

q

1

tvoøí ortonormální bázi v N(L):

Dùkaz. (1) Z (1) a¾ (3) (v odstavi 4.6) a z vìty 4.3(8) plyne

k

j

(�) = �

j

K(�; �) =

P

q

i=1

(�

j

z

i

)z

i

(�)+

+

R

T

0

�

j

G(�; �)G(�; �)d� = z

j

(�):

(2) Platí

Æ

ij

= �

i

z

j

= (z

j

; k

i

) = (z

j

; z

i

);

o¾ dokazuje, ¾e báze fz

j

g

q

1

je ortonormální. 2

V de�nii 1.25 Lg-splajnu se funkionály �

i

pøedpokládají spojité.

V pøípadì EHB problému jsou funkionály pøedepsány pøedpisem 2.12(2),

ale jejih spojitost nebyla zkoumána. V Hilbertovì prostoru s reprodukují-

ím jádrem H

q;2

se mù¾eme k problému vyjádøit, a to takto:

Tvrzení 4.10. Lineární funkionály �

i

de�nované na Hilbertovì prostoru

s reprodukujíím jádrem H

q;2

a splòujíí EHB podmínky 2.12(2), jsou spo-

jité.

Dùkaz vyplývá pøímo z dùsledku 4.4 pro funkionál 	

j;t

: f 7! f

j

(t); j =

0(1)q�1; èeho¾ zøejmým dùsledkem je spojitost lineárníh kombinaí funk-

ionálù 	

j;t

: 2
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4.2. Interpolae splajny a náhodné proesy.

4.11. Vytvoøení náhodného proesu.

Podle vìty 4.7 má Hilbertùv prostor H

q;2

[0; T ℄ (se skalárním souèinem

4.6(4)) reprodukujíí jádro, øeknìme K(t; �); de�nované v 4.7(1). Proto¾e

reprodukujíí jádro je symetriká a semide�nitní funke (vìta 4.3 (2) a (3)),

je kovarianèní funkí náhodného proesu s nulovým støedem

fy(t) : t 2 [0; T ℄g (1)

(viz napø. Andìl [1℄ vìta 5, str. 15 a I.4, Cvièení 3, str. 16; ℄ 9 [15℄ str. 140).

Odtud

E[y(t)℄ = 0; E[y(t)y(�)℄ = K(t; �); t; � 2 [0; T ℄: (2)

Oznaème Y Hilbertùv prostor náhodnýh velièin s nulovým støedem (viz

napø. [1℄ str. 130, rovnì¾ 3.1) generovaný mno¾inou fy(t) : t 2 [0; T ℄g

a opatøený skalárním (vnitøním) souèinem

(y

1

; y

2

)

Y

= E[y

1

y

2

℄; y

1

; y

2

2 Y: (3)

Dva prostory se skalárním souèinem (tj. dva Euklidovské prostory) H

1

a H

2

se nazývají kongruentní, kdy¾ existuje 1{1 lineární zobrazení � z H

1

do H

2

; které zahovává skalární souèin, tj. kdy¾

(f; g)

H

1

= (�f; �g)

H

2

; f; g 2 H

1

:

Následujíí vìta (Lo�eve [17℄ str. 108) podává pøíklad takové kongruene.

Vìta 4.12. Hilbertovy prostory Y a H

q;2

[0; T ℄ jsou kongruentní. Pøíslu¹né

lineární zobrazení � se de�nuje

(�w)(�) = E[wy(�)℄; w 2 Y: (1)

Jestli¾e pro f 2 H

q;2

[0; T ℄ a w 2 Y platí �w = f; pí¹eme

f � w:

Pak

f � w � f(�) = E[wy(�)℄: (2)

Napø. 4.11(2) a 4.12(2) implikují

K(�; t) � y(t); (3)

jinak vyjádøeno

y(t)(�) jako funke na pravdìpodobnostním

prostoru (R;B;P) je rovna K(�; t):

�

(4)

Prvek �

�1

k

j

(2 Y ) oznaème vhodnìji �

j

y: Pak

k

j

� �

j

y; j = 1(1)N: (5)
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�

Dùvod pro toto oznaèení spoèívá v následujíím: z 4.12(3) a z tvrzení

(8) vìty 4.3 plyne

�

�1

k

j

= �

�1

�

j

K(�; t) = �

�1

�

j

[�y(t)℄;

neboli

�

j

y := �

�1

k

j

= �

�1

�

j

�y(t):

�

Interpolaèní Lg-splajn urèuje podprostor K prostoru H

q;2

[0; T ℄ (1.18(5))

generovaný

mno¾inou fk

j

g

N

1

: Jemu odpovídá v Y podprostor D = �

�1

K generovaný

náhodnými velièinami f�

j

yg

N

1

: Je-li nyní g 2 A

�1

(r) a  = �

�1

(g); pak

E[(�

j

y)℄ = (; �

j

y)

Y

= (�; �(�

j

y))

H

q;2
= (g; k

j

)

H

q;2
= �

j

g = r

j

;

tj.

E[(�

j

y)℄ = r

j

; j = 1(1)N: (6)

Nyní mù¾eme zformulovat problém projeke v Y odpovídajíí problému

projeke v H

q;2

[0; T ℄ (vìta 2.7).

4.3. Problém projeke

(lineární odhad minimalizujíí rozptyl v Y ).

4.13.

Neh»  2 Y splòuje E[(�

j

y)℄ = r

j

; j = 1(1)N: Neh» ̂ je lineární

odhad minimalizujíí rozptyl (LMVE) velièiny  na základì f�

j

yg

N

1

: To

znamená, ¾e ̂ je náhodná velièina v D vyhovujíí vztahu

jj � ̂jj

Y

= min

�2D

jj � �jj

Y

; (1)

neboli jinými slovy,

̂ je projeke velièiny  na D:

Z pøede¹lé diskuze a na základì 2.7(1) obdr¾íme

s(�) � ̂ (2)

a z 4.12(2)

s(�) = E[̂y(�)℄: (3)

Oznaème

ŷ(t) = LMVE velièiny y(t) na bázi f�

j

yg

N

1

: (4)

Pak

ŷ(t) =

N

X

j=1

�

j

(t)�

j

y (5)
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pro nìjaké koe�ienty �

j

(t): Z toho, ¾e projeke je samoadjungovaný ope-

rátor a z pøede¹lýh vztahù 4.12(6), 4.13(3) a (5) plyne

s(t)

(3)

= (̂; y(t))

Y

= (; ŷ(t))

Y

(4)

=

=

P

N

j=1

�

j

(t)(; �

j

y)

Y

4:12(6)

=

P

N

j=1

�

j

(t)r

j

:

9

=

;

(6)

Tento vztah spolu s pøede¹lým vztahem 4.13(5) dovoluje formulovat ná-

sledujíí dùle¾itý výsledek, který uvádí do relae splajny a stohastiké

odhady.

Vìta 4.14. Je-li y

t

pozorování náhodné velièiny ŷ(t); které se obdr¾í sub-

stituí �

j

y = r

j

; j = 1(1)N; pak

s(t) = y

t

; t 2 [0; T ℄:

2

4.4. Dynamiký model pro y(�).

4.15.

Pomoí vìty 4.14 pøede¹lého paragrafu mù¾eme vyu¾ít rekurzivního al-

goritmu pro ŷ(�); odvozeného v kapitole 2.2, také pro rekurzivní algoritmus

výpoètu s(�) { prostì tak, ¾e nahradíme �

j

y èíslem r

j

:

Jedna z mo¾ností, jak vypoèítat ŷ(t) rekurentnì je ov¹em vyu¾ít infor-

mae, kterou poskytuje reprodukujíí jádro jako kovarianèní funke jistého

náhodného proesu.

Druhá esta, která umo¾òuje vyhnout se pøímému výpoètu reprodukují-

ího jádra, vede na dynamiký model, který generuje y(t); parametrizovaný

koe�ienty difereniálního operátoru L: To je idea dal¹ího postupu.

Zkonstruujeme jistý náhodný proes, který budeme znaèit

fu(t) : t 2 [0; T ℄g

a de�nujeme formulí

Ly(�) = u(�): (1)

Podrobnìji:

u(t)(�) jako funke argumentu � na pravdìpodobnostním

prostoru (R;B; P ) je rovna L

t

[y(t)(�)℄:

Tvrzení 4.16. Náhodný proes fu(t) : t[0; T ℄g je bílý ¹um s nulovým støe-

dem, tj.

E[u(�)℄ = 0; E[u(�)u(�)℄ = Æ(� � tau); �; tau 2 [0; T ℄: (1)
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Dùkaz. E[u(�)℄ = E[Ly(�)℄ = LE[y(�)℄

4:11(2)

= 0: K odvození vztahu

E[u(�)u(�)℄ = Æ(� � �) nejprve poznamenejme, ¾e z 4.6 (1) a (2) a 4.7(1)

snadno plyne

LK(�; �) = G(�; �): (2)

Odtud

G(�; �) = LK(�; �)

4:11(2)

= LE[y(�)y(�)℄ = E[Ly(�)y(�)℄;

tak¾e podle 4.6(2) a podle pøede¹lého

Æ(� � �) = L

�

G(�; �) = E[Ly(�)Ly(�)℄ = E[u(�)u(�)℄:

2

Zapí¹eme-li rovnii 4.15(1) ve formì systému lineárníh difereniálníh

rovni 1. øádu (state-variable form), máme následujíí vìtu.

Vìta 4.17. Proes 4:11(1) fy(t) : t 2 [0; T ℄g je výstup následujíího sys-

tému øízeného bílým ¹umem (vstupem):

d

dt

x(t) = A(t)x(t) + bu(t)

y(t) = x(t);

�

(1)

kde

x(�) = [y(�); y

0

(�); :::; y

q�1

(�)℄ (2)

b

T

= [0; :::; 0; 1℄ (3)

 = [1; 0; :::; 0℄ (4)

A(�) =

"

0

.

.

. I

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�a

0

(�)

.

.

. �a

1

(�)::: � a

q�1

(�):

#

(5)

Prvky matie A jsou koe�inty operátoru L: 2

Pøedházejíí model bude úplný, pøedepí¹eme-li poèáteèní podmínky;

ty jsou jednoznaènì urèeny reprodukujíím jádrem a stanoveny v 4.18(8)

a (9) v následujíím.

Poèáteèní podmínky stanovíme pro pøípad interpolae EHB dat, 2.12(1)

a (2).

�

j

f =

q

X

k=1

�

jk

f

(k�1)

(t

j

) = 

j

f(t

j

); j = 1(1)N; (6)

kde 0 � t

1

< t

2

< ::: < t

N

� T je zadaná sí», �

jk

jsou zadaná èísla,

f(t

j

) = [f(t

j

); f

0

(t

j

); :::; f

(q�1)

(t

j

)℄

T

a



j

= [�

j1

; :::; �

jq

℄; j = 1(1)N: (7)

Tedy vzhledem k 4.12(5) a 4.17 (2)

�

j

y = x(t

j

); (�

j

y 2 Y ): (8)
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Pro EBH funkionály jako poèáteèní bod je nejvhodnìj¹í bod t

q

:

Neh» �(�; �) je fundamentální matie pro A(�); tj.

�

�t

�(t; �) = A(t)�(t; �); �(�; �) = I: (9)

Jak známo

x(t) = �(t; t

q

)x(t

q

) +

Z

t

t

q

�(t; �)bu(�)d�: (10)

Odtud podle 4.17(8)

�

j

y = 

j

�(t

j

; t

q

)x(t

q

) +

Z

t

j

t

q



j

�(t

j

; �)bu(�)d�: (11)

Poznámka 4.18.

1) 4.17(10) zùstává v platnosti, kdy¾ t

q

nahradíme libovolným t

0

2 [0; T ℄:

2) 4:17(10) má diskrétní analogii v rovnii

x(k + 1) = �(k)x(k) + u(k);

která �guruje v de�nii 3.8(2) dynamikého modelu, pøièem¾ u(t) (na rozdíl

od skalární náhodné velièiny u(t) v 4.15(1)) je vektorový náhodný vstup,

u(t) =

Z

t

t

0

�(t; �)bu(�)d�:

Pøi oznaèení

�

T

= [�

1

y; :::; �

q

y℄ (1)

mù¾eme s pou¾itím 4.17(11) snadno dokázat, ¾e platí

x(t

q

) =M

�1

�+M

�1

Z

t

q

t

1

�(�)bu(�)d�; (2)

kde M je q � q-matie s i-tým øádkem M

T

i

ve tvaru

M

T

i

= 

i

�(t

i

; t

q

); (3)

o¾ podle 4.17 (6) a (4) vede na

M

T

i

= �

i

�(t; t

q

) (4)

(viz 1.26(5)) a kde �(�) je q � q -matie, její¾ i-tý øádek �

T

i

(�) je dán

vztahem

�

T

i

(�) =

�



i

�(t

i

; �); � 2 [t

i

; t

q

℄;

0 jinak:

(5)
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Existene inverzní matie M

�1

je zaruèena podmínkou jednoznaènosti,

vìta 1.28.

Nyní snadno odvodíme, ¾e platí

E[�u(t)℄ = 0; t 2 [0; T ℄; (6)

E[��

T

℄ = I: (7)

Vskutku, platí

E[�

i

u(t)℄

I

= (�

i

; u(t))

Y

II

= (�

i

y; u(t))

Y

III

=

= (�(�

i

y); �(u(t)))

H

q;2

IV

= (k

i

; G(�; t))

H

q;2

V

= �

(�)

i

G(�; t)

V I

= 0;

(význam znakù: I � 4:11(3); II � 4:18(1); III � V:4:12; IV � 4:12(5);

4:16(2); V � 1:20; V I � 2:5) odkud plyne (6).

K dùkazu 4.18(7): Podle vìty 4.9 platí k

i

(�) = z

i

(�); i = 1(1)q:

Odtud a podle 2.5(1)

(k

i

; k

j

) = �

i

z

j

=

�

1; i = j

0; i 6= j:

Závìrem

(E[��

T

℄)

ij

= E[(�

i

y)(�

j

y)℄

4:11(3)

= (�

i

y; �

j

y)

Y

V:4:12

=

= (�(�

i

y); �(�

j

y))

H

q;2

4:12(5)

= (k

i

; k

j

)

H

q;2
= Æ

ij

; i; j = 1(1)q:

2

Rovnie 4.18 (2), (6) a (7) implikují

E[x(t

q

)x

T

(t

q

)℄ =M

�1

[I +

Z

t

q

t

1

�(�)bb

T

�

T

(�)d� ℄M

�T

; (8)

E[x(t

q

)u(t)℄ =

(

M

�1

�(t)b; t 2 [t

1

; t

q

℄;

0 jinak:

(9)

Ad 4.18(8): Podle 4.16(2) platí

E[x(t

q

)x

T

(t

q

)℄ =M

�1

E[(� +

Z

t

q

t

1

�(�)bu(�)d� �

� (�

T

+

Z

t

q

t

1

b

T

�

T

(�)u(�)d�)℄M

�T

=

= M

�1

fE(��

T

) +E[�

Z

t

q

t

1

b�

T

(�)u(�)d� ℄ +

+ E[

Z

t

q

t

1

�(�)bu(�)d� ��

T

℄ +

+ E[

Z

t

q

t

1

�(�)bu(�)d� �

Z

t

q

t

1

b

T

�

T

(�)u(�)d� ℄gM

�T

:
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První èlen ve slo¾ené závore je roven I podle 4.18 (7), dal¹í dva jsou

rovny nule podle 4.18 (6). Poslední èlen spoèteme takto: nejprve platí

�u(t)

4:15(1)

= �Ly(t)

4:12(3)

= L

t

K(�; t)

4:16(2)

= G(�; t):

Podrobnìj¹í zápis: �[u(t)℄(�) = �L

t

[y(t)℄(�) = L

t

K(�; t) = G(�; t); kde

� znaèí argument probíhajíí prostor (R;B; P ); tak¾e zmínìný èlen bude

roven

�

Z

t

q

t

1

�(�)bu(�)d�;

Z

t

q

t

1

b

T

�

T

(�)u(�)d�

�

Y

=

=

�

�

Z

t

q

t

1

�(�)bu(�)d�; �

Z

t

q

t

1

b

T

�

T

(�)u(�)d�

�

H

q;2

= (viz pozn: dole)

1

=

�

Z

t

q

t

1

�(�)bG(t; �)d�;

Z

t

q

t

1

b

T

�

T

(�)G(t; �)d�

�

H

q;2

2:5(4)

=

=

q

X

j=1

Z

t

q

t

1

�(�)b�

(t)

j

G(t; �)d� �

Z

t

q

t

1

b

T

�

T

(�)�

(t)

j

G(t; �)d� +

+

Z

T

0

h

Z

t

q

t

1

�(�)bL

(t)

G(t; �)d� �

Z

t

q

t

1

b

T

�

T

(�)L

(t)

G(t; �)d�

i

dt

2:5(2)

=

=

Z

T

0

h

Z

t

q

t

1

�(�)bÆ(� � t)d� �

Z

t

q

t

1

b

T

�

T

(�)Æ(� � t)d�

i

dt =

=

Z

T

0

�(t)bb

T

�

T

(t)dt

4:18(5)

=

Z

t

q

t

1

�(t)bb

T

�

T

(t)dt:

Ad 4.18(9): Podle 4.18 (6), (2) a 4.16(1) platí

E[x(t

q

)u(t)℄ = E

�

(M

�1

�+M

�1

Z

t

q

t

1

�(�)bu(�)d�)u(�)

�

=

=M

�1

E[�u(t)℄ +M

�1

E

�

Z

t

q

t

1

�(�)bu(�)u(t)d�

�

4:16(1)

=

=M

�1

Z

t

q

t

1

�(�)bÆ(t� �)d�;

o¾ podle 4.18(5) dává ¾ádaný výsledek.

Rovnie 4.18 (8) a (9) pøedstavují poèáteèní podmínky. Tím je dokonèena

spei�kae modelu 4.17 (1) a¾ (5) pro y(�): 2

1

Tato rovnie se opakuje (bez detailù) v odstavi 4.28 (viz poznámku [1℄ pod èarou

na str. 68).
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4.5. Rekurzivní algoritmus pro Lg-splajny interpolujíí EHB data.

4.19. Rekurzivní algoritmus

pro Lg-splajn s(�) interpolujíí data fr

j

g

N

1

vzhledem k EHB funkioná-

lùm � = f�

j

g

N

1

: (Odvození viz dále v odst. 4.6.)

KROK 1. Pøímý hod pro t

j�1

� t � t

j

; j = q + 1(1)N (pokud ov¹em

q + 1 � N):

Z výhozíh podmínek

x

q=q

= M

�1

r

q

; kde r

q

= [r

1

; :::; r

q

℄

T

(1)

P

q=q

= M

�1

[

Z

t

q

t

1

�(�)bb

T

�

T

(�)d� ℄M

�T

(2)

spoèteme indukí následujíí velièiny pro j = q + 1(1)N :

"

j

= r

j

� x

j=j�1

(3)

R

j

= 

j

P

j=j�1



T

j

(skalár) (4)

K

j

= P

j=j�1



T

j

(5)

x

j=j�1

= �(t

j

; t

j�1

)x

j�1=j�1

(6)

x

j=j

= x

j=j�1

+K

j

R

�1

j

"

j

(7)

P

j=j�1

= �(t

j

; t

j�1

)P

j�1=j�1

�

T

(t

j

; t

j�1

)+

+

Z

t

j

t

j�1

�(t

j

; �)bb

T

�

T

(t

j

; �)d� (8)

P

j=j

= P

j=j�1

� P

j=j�1



T

j

[P

j=j�1



T

j

℄

�1



j

P

T

j=j�1

=

= [I �K

j

R

�1

j

℄P

j=j�1

[I �KR

�1

j



j

℄

T

: (9)

Tìhto velièin pou¾ijeme k provedení Gram-Shmidtovy ortogonalizae

posloupnosti f�

i

yg

N

1

: Vlastní provedení bude popsáno shématem (G� S)

v odst. 4.6 { odvození algoritmu.

Ulo¾ x

N=N

a v¹ehna "

j

; K

j

; R

j

; j = q + 1(1)N:

KROK 2. Pro t � t

N

s(t) = �(t; t

N

)x

N=N

: (10)
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KROK 3. Zpìtný hod pro t

j�1

� t � t

j

; j = N(1)q + 1 :

s(t) = x(t=N) (11)

kde

x(t=N) = �(t; t

j

)x(t

j

=N) + [

Z

t

t

j

�(t; �)bb

T

�

T

(t

j

; �)d� ℄�

j

(12)

x(t

N

=N) = x

N=N

(13)

�

j

=  

T

j+1

�

j+1

+ 

T

j

R

�1

j

"

j

; �

N

= 

T

N

R

�1

N

"

N

(14)

 

j+1

= �(t

j+1

; t

j

)[I �K

j

R

�1

j



j

℄; j = N � 1(1)q + 1: (15)

KROK 4. Pro t

1

� t � t

q

s(t) = x(t=N) (16)

kde

x(t=N) = �(t; t

q

)x(t

q

=N)+

+ [

t

Z

t

q

�(t; �)bb

T

�

T

(�)d� ℄M

�T

�

T

(t

q+1

; t

q

)�

q+1

: (17)

KROK 5. Pro t < t

1

s(t) = �(t; t

1

)x(t

1

=N): (18)

2

Pøíklad 4.20.

L = D

2

; �

j

f = f(t

j

) = r

j

; j = 1(1)N ; N > 2; r = [r

1

; :::; r

N

℄

T

:

Pak q = 2;  = [1; 0℄; j = 1(1)N:

KROK 1. Pøímý hod pro t

j�1

� t � t

j

; j = 3(1)N:

Poèáteèní podmínky

x

2=2

=

�

r

2

r

1

� r

2

=(t

1

� t

2

);

�

(1a)

P

2=2

=

�

0 0

0 �(t

1

� t

2

)=3:

�

(2a)

Výpoèet 4.20(1a) x

2=2

a 4.20(2a) P

2=2q

, nejprve x

2=2

:

Homogenní rovnii y

00

= 0 pøevedeme na systém

x = (x

1

; x

2

)

T

; x

0

1

= x

2

; x

0

2

= 0;



4. Stohastiká metoda konstruke interpolaèníh splajnù 59

který má fundamentální matii øe¹ení ve tvaru

�(t; �) =

�

a

1

t+ b

1

a

2

t+ b

2

a

1

a

2

�

�

=

�

1 t

0 1

� �

b

1

b

2

a

1

a

2

�

�

;

který po spei�kai poèáteèní podmínkou �(�; �) = I pøejde na tvar

�(t; �) =

�

1 t� �

0 1

�

:

Proto¾e �

j

f = f(t

j

); j = 1(1)N; máme 

j

= [1; 0℄:

Spoèteme 4.20(1a) x

2=2

:

M

T

1

= �(t

1

; t

2

) = [1; 0℄

�

1 t

1

� t

2

0 1

�

= [1; t

1

� t

2

℄;

M

T

2

= �(t

2

; t

2

) = [1; 0℄I = [1; 0℄;

tak¾e

M =

�

1 t

1

� t

2

1 0;

�

; M

�1

=

1

t

2

� t

1

�

0 t

2

� t

1

�1 1

�

:

Odtud plyne 4.20(1a)

x

2=2

=M

�1

r

q

=

�

r

2

r

1

� r

2

=(t

1

� t

2

)

�

:

Spoèteme 4.20(2a)P

2=2

:

Podle 4.18(5) pro � 2 [t

1

; t

2

℄ je

�

T

1

(�) = �(t

i

; �) = [1; 0℄

�

1 t

1

� �

0 1

�

= [1; t

1

� � ℄; �

T

2

(�) = [0; 0℄:

Dále

�(�)b =

�

1 t

1

� �

0 0

� �

0

1

�

=

�

t

1

� �

0

�

;

tak¾e

Z

t

2

t

1

�(�)b

T

�

T

(�)d� =

Z

t

2

t

1

�

(t

1

� �)

2

0

0 0

�

d� =

�

�

1

3

(t

1

� t

2

)

3

0

0 0

�

:

Odtud 4.20(2a)

P

2=2

=M

�1

�

�

1

3

(t

1

� t

2

)

3

0

0 0

�

M

�T

=

�

0 0

0 �(t

1

� t

2

)=3

�

:
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2

Závìrem spoèteme velièiny 4.19(3 a¾ 9) pomoí proedury (G � S)

(viz následujíí odst. 4.6).

KROK 2. Pro t > t

N

podle 4.19(10)

s(t) = �(t; t

N

)x

N=N

=

= [1; 0℄

�

1 t� t

N

0 1

�

x

N=N

= [1; t� t

N

℄x

N=N

(4a)

(x

N=N

{ viz KROK 1 ve 4.19).

KROK 3. Zpìtný hod pro t

2

� t � t

N

: Splajn s(t) spoèteme po

èásteh pro t

j�1

� t � t

j

; j = N(1)3 podle 4.19(11)

s(t) = x(t=N); (5a)

kde

x(t=N) = �(t; t

j

)x(t

j

=N) + [

Z

t

t

j

�(t; �)bb

T

�

T

(t

j

; �)d� ℄�

j

; (6aa)

x(t

N=N

) = x

N=N

: (6ab)

Postup výpoètu:

Restriki funke x(t=N) na interval [t

j�1

; t

j

℄ oznaème na hvíli x

(j)

(t=N):

Potom rekurzivnì (viz 4.20(6aa))

x(t

j�1

=N)j

[t

j�1

;t

j

℄

:= x

(j)

(t

j�1

=N) = �(t

j�1

; t

j

)x

(j)

(t

j

=N)+

+[

R

t

j�1

t

j

�(t

j�1

; �)bb

T

�

T

(t

j

; �)d� ℄�

j

;

kde x

(j)

(t

j

=N) = x

(j+1)

(t

j

=N) bylo vypoèteno v pøede¹lém iteraèním kroku.

Nyní výraz v hranaté závore v 4.20(6aa) bude

t

Z

t

j

�

1 t� �

0 1

� �

0

1

�

[0 1℄

�

1 0

t

j

� � 1

�

d� =

= (t� t

j

)

�

�

1

6

(t� t

j

)

2

1

2

(t

1

� t

j

)

�

1

2

(t� t

j

) 1

�

:

Polo¾me

x(t=N) = [x

1

(t=N); x

2

(t=N)℄

T

; �

j

= [�

(j)

j

; �

(2)

j

℄

T

:
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Pak

x

1

(t=N) =

h

(�

1

6

�

(1)

j

(t� t

j

) +

+

1

2

�

(2)

j

)(t� t

j

) + x

2

(t

j

=N)

i

(t� t

j

) + x

1

(t

j

=N);

x

2

(t=N) =

�

�

1

2

�

(1)

j

(t� t

j

) + �

(2)

j

�

(t� t

j

) + x

2

(t

j

=N):

Výpoèet �

j

a  

j+1

:

�

j

=  

T

j+1

�

j+1

+ 

T

j

R

�1

j

"

j

; �

N

= 

T

N

R

�1

N

"

N

; (7a)

 

j+1

4:19(15)

=

�

1 t

j+1

� t

j

0 1

�

(I �KR

�1

j



j

); (8a)

(K

j

; R

j

;"

j

a x(t

N

=N) = x

N=N

� viz KROK 1: ve 4:19)

KROK 4. Pro t

1

� t � t

2

s(t) = x(t

N

); (9a)

kde

x(t=N) = �(t; t

2

)x(t

2

=N)+

+ [

Z

t

t

2

�(t; �)bb

T

�

T

(�)d� ℄M

�T

�

T

(t

3

; t

2

)�

3

=

=

�

1 t� t

2

0 1

�

x(t

2

=N) +B(t) �M

�T

�

T

(t

3

; t

2

)�

3

; (10a)

prvky (kl) 2� 2-matie

B(t) =

R

t

t

2

�

1 t� �

0 1

� �

0 0

0 1

� �

1 0

t

1

� � 0

�

d�

jsou následujíí

(11) = �

1

6

(t� t

2

)

2

�

(t� t

2

) + 3(t

2

� t

1

)

�

; (12) = 0;

(21) = �

1

2

(t

1

� t)

2

+

1

2

(t

1

� t

2

)

2

; (22) = 0:

Matie

M

�T

�

T

(t

3

; t

2

) =

1

t

1

�t

2

�

t

3

� t

2

1

�t

3

+ t

1

�1

�

;

(�

3

� viz KROK 3:)

:
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KROK 5. Pro t � t

1

s(t) = �(t; t

1

)x(t

1

=N) =

= [1; t� t

1

℄x(t

1

=N); (11a)

(x(t

1

=N)� viz KROK 4:):

2

4.21. Algoritmus pøíkladu.

Shrneme pøede¹lé úvahy do tvaru, ve kterém jsou pøímo pou¾itelné k vý-

poètu.

f(t) =

p

t sin(t=5); q = 2; N = 15 = poèet uzlù sítì; r = [r

1

; � � � ; r

N

℄

T

;

f(t

j

) = r

j

; 

j

= [1;0℄; j = 1(1)N;  = [1;0℄; [a;b℄ � [0;15℄; �(t; �) =

�

1 t� �

0 1

�

; I =

�

1 0

0 1

�

:

KROK 1a. Pøímý hod pro t

j�1

� t � t

j

; j = 3(1)N:

Poèáteèní podmínky

x

2=2

=

�

r

2

r

1

� r

2

=(t

1

� t

2

)

�

;

P

2=2

=

�

0 0

0 �(t

1

� t

2

)=3

�

:

Indukí spoèteme následujíí velièiny pro j = 3(1)N

"

j

= r

j

� 

j

x

j=j�1

R

j

= 

j

P

j=j�1



T

j

K

j

= P

j=j�1



T

j

x

j=j�1

= �(t

j

; t

j�1

)x

j�1=j�1

x

j=j

= x

j=j�1

+K

j

R

�1

j

2

j

P

j=j�1

= �(t

j

=t

j�1

)P

j�1=j�1

�

T

(t

j

; t

j�1

) + (t� t

j

)

�

(

�

1

6

(t� t

j

)

2

1

2

(t� t

j

)

�

1

2

(t� t

j

) 1

�

P

j=j

= Pj=j � 1� P

j=j�1



T

j

[

j

P

j=j�1



T

j

℄

�1



j

P

T

j=j�1

(nebo = [I �K

j

R

�1

j

2

j

℄P

j=j�1

[I �K

j

R

�1

j



j

℄

T

):

Tohoto druhého vyjádøení nelze pou¾ít u vyhlazovaíh splajnù!)

Ulo¾ x

N=N

a v¹ehna "

j

; K

j

; R

j

; j = 3(1)N:

KROK 2a. t > t

N

s(t) = [1; t� t

N

℄x

N=N
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(x

N=N

v KROKu 1a:)

KROK 3a. Zpìtný hod pro t

2

� t � t

N

:

Nejprve konstruke dvou funí �

j

a  

j

.

�

j

= [�

(1)

j

; �

(2)

j

℄; - induke pro t

N

� t � t

2

s poèáteèní podmínkou

�

N

= 

T

R

�1

j

2

j

:

�

j

=  

T

j+1

�

j+1

+ 

T

j

R

�1

j

2

j

 

j+1

=

�

1 t

j+1

� t

j

0 1

�

(I �K

j

R

�1



j

):

Splajn

s(t) = x(t=N) ;

kde

x(t=N) = [x

1

(t=N); x

2

(t=N)℄:

Oznaème

x

(j)

(t=N) := x(t=N)

Æ

[t

j�1

;t

j

℄

:

Indukí pro t

N

� t � t

2

; s poèáteèní podmínkou

x

(N)

(t

N

=N) = x(t

N

=N) = x

N=N

;

konstruujeme

x(t

j�1

=N)

Æ

[t

j�1

;t

j

℄

=: x

(j)

(t

j�1

=N) =

= �(t

j�1

; t

j

)x

(j)

(t

j

=N)+

+ (t� t

j

)

�

�

1

6

(t� t

j

)

2

1

2

(t� t

j

)

�

1

2

(t� t

j

) 1

�

�

j

;

kde x

(j)

(t

j

=N) = x

(j+1)

(t

j

=N) bylo vypoèteno v pøede¹lém iteraèním kroku.

Výpoèet slo¾ek vektoru x(t=N)

x

1

(t=N) =

��

�

1

6

(t� t

j

)�

(1)

j

+

1

2

�

(2)

j

�

(t� t

j

)+

+ x

2

(t

j

=N)

�

(t� t

j

) + x

1

(t

j

=N)

x

2

(t=N) =

�

�

1

2

�

(1)

j

(t� t

j

) + �

(2)

j

�

(t� t

j

) + x

2

(t

j

=N):

(K

j

; R

j

; "

j

a x(t

N

=N) = x

N=N

jsou vypoèteny v KROKu 1a:)
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KROK 4a. Pro t

1

� t � t

2

:

s(t) = x(t=N)

x(t=N) =

�

1 t� t

j

0 1

�

x(t

2

=N)+

+

�

�

1

6

(t� t

2

)

2

�

(t� t

2

) + 3(t

2

� t

1

)

2

�

0

�

1

2

(t

1

� t)

2

+

1

2

(t

1

� t)2)

2

0

�

�

�

1

t

1

� t

2

�

t

3

� t

2

1

�t

3

+ t

1

�1

�

�

3

x(t

2

=N); �

3

� viz KROK 3a:)

KROK 5a. Pro t � t

1

s(t) = [1; t� t

1

℄x(t

1

=N);

kde x(t

1

=N) � KROK 4a:

4.6. Odvození rekurzivního algoritmu. Odvozujeme

rekurzivní algoritmus pro Lg-splajn s(�) interpolujíí data fr

j

g

N

1

vzhledem

k EHB funkionálùm � = f�

i

g

N

1

:

Nejprve ortogonalizujeme náhodné velièiny f�

j

g

N

1

Gram-Shmidtovou

metodou s vyu¾itím modelu 4.17(1) a¾ (5). (Tím bude splnìn po¾adavek

(��) odst. 3.7).

Nato najdeme odhad y(t) na základì ortogonalizovanýh dat f�

j

g:

Nakone se velièiny f�

j

yg nahradí jejih pozorovanými hodnotami fr

j

g:

4.22.

Je dobøe známo, ¾e se na Gram-Shmidtovu ortogonalizai dá hledìt jako

na aproximai minimalizujíí normu.

De�nie 4.23. K posloupnosti f�

1

y; :::; �

N

yg nezávislýh prvkù Hilbertova

prostoru H vytváøí Gram-Shmidtova proedura posloupnost

f�

1

; :::; �

N

g; pro ni¾ �

1

= �

1

y a prvek

�

j

= �

j

y �

j�1

X

i=1

(�

j

y; �

i

)

H

�

i

; j > 1 (1)

je optimální hyba optimalizaèního problému:

min jj�

j

y � xjj pøes v¹ehna x v podprostoru V (j � 1) = spanf�

i

yg

j�1

1

=

spanf�

i

g

j�1

1

(viz 2.1 { Vìta o projeki {, viz také [18℄, x3.9, str. 63, ℄ 10). 2

Doká¾eme nyní platnost jednotlivýh krokù algoritmu 4.19.
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Vyu¾ijeme pøitom teorie odvozené v kap. 2.2, x 2 (Rekurzivní metoda

odhadu). Oznaèení pou¾ité v 2.2, x 2, je zde a¾ na nìkteré gra�ké detaily

zahováno.

KROK 1. Gram-Shmidtova ortogonalizae posloupnosti f�

j

yg

N

1

:

De�nujeme

^
x(t=j) = lineární odhad vektoru x(t) na bázi f�

i

yg

j

1

: (2)

Jinými slovy,
^
x(t=j) je ortogonální projeke vektoru x(t) na podprostor

V (j) = spanf�

i

yg

j

1

= spanf�

i

g

j

1

; (3)

Dále de�nujeme

~
x(t=j) = x(t)�

^
x(t=j); (4)

P

j=j

= E[
~
x(t

j

=j)
~
x

T

(t

j

=j)℄; (5)

P

j=j�1

= E[
~
x(t

j

=j � 1)
~
x

T

(t

j

=j � 1)℄: (6)

Neh» f�

j

g

N

1

je ortogonální posloupnost náhodnýh velièin, která vznikne

Gram-Shmidtovou ortogonalizaí posloupnosti f�

j

yg

N

1

: Pak podle 4.17 (8)

a 4.18(2)

�

j

= �

j

y � 

j

^
x(t

j

=j � 1) = 

j

[x(t

j

)�
^
x(t

j

=j � 1)℄ = 

j

~
x(t

j

=j � 1): (7)

(E[(�

i

)

j�1

1

((�

i

)

j�1

1

)

T

℄

�1

existuje { viz 3.5.)

De�nujeme-li

R

j

= E(�

2

j

); (8)

pak R

j

vyjde ve tvaru 4.19(4)

R

j

= E[

j

~
x(t

j

=j � 1)
~
x

T

(t

j

=j � 1)

T

j

℄ = 

j

P

j=j�1



T

j

:

Oznaèení 4.24. Oznaème "

j

; x

j=j

; resp. x

j=j�1

pozorované hodnoty veli-

èin �

j

;
^
x(t

j

=j) resp.
^
x(t

j

=j�1); je¾ obdr¾íme substituí �

i

y = r

i

; i = 1(1)N:

2

Doká¾eme, ¾e Gram-Shmidtova ortogonalizae mù¾e být provedena po-

stupem 4.19 (3) a¾ (9). K tomu íli musíme ukázat, ¾e platí rovnie 4.19

(1), (2) a (3) a¾ (9). Poèáteèní podmínky 4.19 (1) a (2) obdr¾íme z 3.3.

Toti¾

^
x(t

q

=q) = E[
^
x(t

q

)�

T

℄[E(��

T

)℄

�1

�

4:18(7)

=

= E[x(t

q

)�

T

℄�

4:18(2) a (6)

= M

�1

�; (1)
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po substitui �

i

y = r

i

; i = 1(1)q; obdr¾íme pro pozorování x

q=q

výraz

4.19 (1). Dále

P

q=q

= E[
~
x(t

q

=q
~
x

T

(t

q

=q)℄ = E[x(t

q

)x

T

(t

q

)℄�

�E[
^
x(t

q

=q)
^
x

T

(t

q

=q)℄

4:18(8)

=

=M

�1

�

t

q

Z

t

1

�(�)bb

T

�

T

(�)d�

�

M

�T

;

o¾ dává 4.19(2).

Rovnie 4.19 (1) a (2) jsou tedy potvrzeny.

4.25.

Nyní vyu¾ijeme vìty 4.14. Abyhom tak mohli uèinit, musíme symbolùm

z de�nie 3.8 a z vìty 4.14 pøisoudit nový význam. S pøihlédnutím k 4.17(10)

(kde t

q

je nahrazeno t

j

) symboly

x(j); �(j) resp: u(j); j = 1(1)N;

ze vztahu 3.8 (1) budou mít tento význam:

x(t

j

); �(t

j+1

; t

j

) resp:

Z

t

j+1

t

j

�(t

j+1

; �)bu(�)d� ;

u(j) je náhodný vektor vstupu, zatímo u(t); t 2 [0; T ℄; (viz 4.15(1)

a tvrzení 4.23) je bílý ¹um, proes, který øídí lineární dynamiký model

4.17 (1) a¾ (5). Máme tedy

u(j) =

Z

t

j+1

t

j

�(t

j+1

; �)bu(�)d�: (1)

Velièinì v(j) z 3.8(4) pøisoudíme význam �

j

y a s ohledem na 4.17(8) pod

1� q -matií C(j) budeme rozumìt 

j

a pod w(j) nulu. Odtud pak matie

W (j) v 3.8(5) je rovnì¾ nulová, nebo»

W (j) = E[w(j)w

T

(j)℄ = 0: (2)

Symboly z 3.8(8)
^
x(k=j) i 3.9(5)

^
x(k=k) mají význam daný v 4.23(2) pro

t = t

k

; dále 3.8(9) � 4.23(3) { v(j) substituováno �

j

y nebo �

j

; P (j) 3.9(2)

se shoduje s P

j=j�1

4.23(6), P (j=j) 3.9(6) s P

j=j

4.23 (5) { s náhradami

x(t

j

) za x(j):
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4.26.

Doká¾eme platnost vzorù 4.19 (3) a¾ (9).

Z 3.9(8) plyne

P

j=j�1

= �(t

j

; t

j�1

)P

j�1=j�1

�

T

(t

j

; t

j�1

) +Q(j � 1)

a z 3.9(6) obdr¾íme

P

j=j

= P

j=j�1

� P

j=j�1



T

j

[P

j=j�1



T

j

℄

�1



j

P

T

j=j�1

neboli

P

j=j

= P

j=j�1

�K

j

R

�1

j

K

T

j

; (1)

o¾ potvrzuje platnost prvního vyjádøení z 4.19(9)

Druhé vyjádøení v 4.19(9) obdr¾íme z pøede¹lého s pou¾itím 4.19 (4)

a (5). Platí toti¾

[I �K

j

R

�1

j



j

℄P

j=j�1

[I �K

j

R

�1

j



j

℄

T

=

P

j=j�1

+K

j

R

�1

j



j

P

j=j�1



T

j

R

�1

j

K

T

j

�K

j

R

�1

j



j

P

j=j�1

� P

j=j�1



T

j

R

�1

j

K

T

j

:

Souèet prvníh dvou èlenù vpravo je P

j=j�1

+K

j

R

�1

K

T

j

; souèet druhýh

dvou èlenù vpravo je �2P

j=j�1



T

j

R

�1

j



j

P

j=j�1

= �2K

j

R

�1

j

K

T

j

(matie

P

j=j�1

je symetriká podle 4.23(6)).

Druhé vyjádøení v 4.19(9) je potvrzeno.

Poznámka 4.27.

Matie P

j=j�1

a P

j=j

jsou pozitivnì de�nitní. P

j=j

vyjádøená ve formì

4.26(1) { o¾ je první vyjádøení v 4.19(9) { jako souèet dvou pozitivnì

semide�nitníh mati, se mù¾e v dùsledku zaokrouhlovaíh hyb stát in-

de�nitní. Tomu se vyhneme pou¾itím druhého vyjádøení v 4.19(9). Je v¹ak

tøeba zdùraznit, ¾e prvního vyjádøení je nutno pou¾ít, kdy¾ modi�kujeme

interpolaèní algoritmus na vyhlazovaí (viz kapitolu 4.6). Oba algoritmy se

shodují a¾ na velièiny R

j

a P

q=q

; pøièem¾ zmìnìná R

j

pou¾itá na výpoèet

P

j=j

zpùsobí neekvivaleni obou vyjádøení. 2
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4.28.

Kovarianèní matie hyb Q(j � 1) z 3.8(2) se vypoète, jak následuje:

Q(j � 1) =

= E[u(j � 1)u

T

(j � 1)℄

4:25(1)

=

= E[

Z

t

j

t

j�1

�(t

j

; �)bu(�)d�

Z

t

j

t

j�1

u(�)b

T

�

T

(t

j

; �)d� ℄

4:11(3)

=

=

�

Z

[�; �℄;

Z

[�; �℄

T

�

Y

V:4:12

= (�

Z

[�; �℄; �

Z

[�; �℄

T

)

H

q;2

4:15(1);4:16(2)

=

1

=

�

Z

t

j

t

j�1

�(t

j

; �)bG(t; �)d�;

Z

t

j

t

j�1

b

T

�

T

(t

j

; �)G(t; �)d�

�

H

q;2

2:5(4)

�

=

q

X

j=1

�

Z

t

j

t

j�1

�(t

j

; �)b�

(t)

j

G(t; �)d�

�

�

�

� � �

�

T

+

+

Z

T

0

n

�

Z

t

j

t

j�1

�(t

j

; �)bL

(t)

G(t; �)d�

�

�

�

� � �

�

T

o

dt

4:6(2)

=

=

Z

T

0

n

�

Z

t

j

t

j�1

�(t

j

; �)bÆ(� � t)d�

�

�

�

� � �

�

T

o

dt

a souèasnì

n

Z

t

j

t

j�1

� � � d� ℄�[� � � ℄

T

o

=

�

R

T

0

�(t

j

; t)bb

T

dt = �

T

(t

j

; t); pokud t 2 [t

j�1

; t

j

℄;

0 jinak:

Odtud

Q(j � 1) =

Z

t

j

t

j�1

�(t

j

; t)bb

T

�

T

(t

j

; t)dt;

o¾ potvrzuje vzore 4.19(8).

Vztah 4.19(3) plyne pøímo z 4.23(7). Nakone odvodíme vztahy 4.19 (7)

a (6).

Podle 3.9(7)

^
x(t

j

=j) =
^
x(t

j

=j � 1) + P

j=j�1



T

j

[

j

P

j=j�1



T

j

℄

�1

� [�

j

y � 

j

^
x(t

j

=j � 1)℄;

tak¾e podle 4.19 (3) a¾ (5)

x

j=j

= x

j=j�1

+K

j

R

�1

j

"

j

;

1

Podrobnosti jsou v rovnii, k ní¾ se vztahuje poznámka [1℄ pod èarou

v Poznáme 4.18, str. 56.
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o¾ je 4.19(7).

Podle 3.9(7)

x̂(t

j

=j � 1) = �(t

j

; t

j�1

)
^
x(t

j�1

=j � 1);

o¾ dává 4.19(6)

x

j=j�1

= �(t

j

; t

j�1

)x

j�1=j�1

:

Tímto jsou ovìøeny vzore 4.19 (1), (2) a (3) a¾ (9) vztahujíí se ke

Gram-Shmidtovì ortogonalizai posloupnosti f�

i

yg

N

1

:

Snadno se ovìøí, ¾e tyto vztahy staèí k provedení ortogonalizaèní pro-

edury. Ze vztahù 4.18 (1) a (7) plyne, ¾e posloupnost f�

i

yg

q

1

je ortonor-

mální. Staèí tedy provádìt proeduru pro j = q + 1(1)N: Velièiny se po-

stupnì vypoèítávají podle následujíího shématu (viz rekurzivní metodu

odhadu { vìtu 2.20):

(G{S)

Start: x

q=q

; P

q=q

1. iterae: x

q+1=q

; "

q+1

2. iterae: P

q+1=q

; K

q+1

; R

q+1

; x

q+1=q+1

; x

q+2=q+1

; "

q+2

3. iterae: P

q+1=q+1

; P

q+2=q+1

; K

q+2

; R

q+2

; x

q+2=q+2

; x

q+3=q+2

; "

q+3

4. iterae a dal¹í se vedou podle shématu 3. iterae. Proedura konèí

výpoètem velièiny x

N=N

:

(N � q + 1)-tá iterae: P

N�1=N�1

; P

N=N�1

; K

N

; R

N

; x

N=N

:

KROK 2. { viz závìr dùkazu spolu s KROKem 5.

KROK 3. Neh» nyní platí t

j�1

� t � t

j

a j = q + 1(1)N:

(Poznamenejme, ¾e vztahy 4.28 (1) a (7), které jsou v dal¹ím odvozeny,

platí i pro 1 � j � N a t 2 [0; T ℄:)

Proto¾e podle 4.17(10) platí

x(t) = �(t; t

j

)x(t

j

) +

Z

t

t

j

�(t; �)bu(�)d�;

máme podle lemmatu 3.5

^
x(t=N) = �(t; t

j

)
^
x(t

j

=N) +

Z

t

t

j

�(t; �)bû(�=N)d�; (1)
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kde podle vìty 3.3

û(�=N) =

= E[u(�)(�

1

; :::; �

N

)℄

�

E[(�

1

; :::; �

N

)

T

(�

1

; :::; �

N

)℄

�

�1

(�

1

; :::; �

N

)

T

4:18(6);(7)

=

= E[u(�)(�

1

; :::; �

N

)℄diag[E(�

2

1

)

�1

; :::; E(�

2

N

)

�1

℄℄(�

1

; :::; �

N

)

T

4:23(8)

=

=

N

X

i=q+1

E[u(�)�

i

℄R

�1

i

�

i

a podle 4.23(7)

û(�=N) =

N

X

i=q+1

E[u(�)
~
x

T

(t

i

=i� 1)℄

T

i

R

�1

i

�

i

: (2)

Indukí se dá dokázat, ¾e

~
x(t

q+1

=q) = �(t

q+1

; t

q

)
~
x(t

q

=q) + u(q) (3)

a ¾e pro i > q + 1

~x(t

i

=i� 1) =

=  

i

 

i�1

::: 

q+2

�(t

q+1

; t

q

)~x(t

q

=q) + + 

i

::: 

q+2

u(q)+

+  

i

::: 

q+3

u(q + 1) + :::+  

i

u(i� 2) + u(i� 1);

9

>

=

>

;

(4)

kde

 

j+1

= �(t

j+1

; t

j

)[I �K

j

R

�1

j



j

℄: (5)

Abyhom to dokázali, uva¾me,¾e

~
x(t

i�1

=i� 1) = [I �K

i�1

R

�1

i�1



i�1

℄
~
x(t

i�1

=i� 2); (6)

o¾ plyne z následujíí úvahy

~
x(t

i�1

=i� 1)

4:23(4)

=

= x(t

i�1

)�
^
x(t

i�1

=i� 1) = x(t

i�1

)�
^
x(t

i�1

=i� 2)�

� P

i�1=i�2



T

i�1

[

i �1

P

i�1=i�2



T

i�1

℄

�1

h



i�1

�

x(t

i�1

)�
^
x(t

i�1

=i� 2)

�

i

4:23(4)

=
~
x(t

i�1

=i� 2)�K

i�1

R

�1

i�1



i�1

~
x(t

i�1

=i� 2) =

= [I �K

i�1

R

�1

i�1



i�1

℄
~
x(t

i�1

=i� 2);
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kde se druhá rovnost obdr¾í na základì 3.9(5), 4.25(2) a 4.23(7).

Vyjádøení
~
x(t

q+1

=q) (3) se nyní dá bezprostøednì dokázat, a to takto

~
x(t

q+1

=q) =

= x(t

q+1

)�
^
x(t

q+1

=q)

3:9(7)

= x(t

q+1

)��(t

q+1

; t

q

)
^
x(t

q

=q)

4:23(4)

=

= x(t

q+1

)� �(t

q+1

; t

q

)[x(t

q

)�
~
x(t

q

=q)℄ =

= x(t

q+1

)� �(t

q+1

; t

q

)x(t

q

) + �(t

q+1

; t

q

)
~
x(t

q

=q)

4:17(10);4:25(1)

=

= �(t

q+1

; t

q

)
~
x(t

q

=q) + u(q):

K dùkazu 4.28(4) pou¾ijeme 4.28(6) a indukèního pøedpokladu (jen¾ má

tvar 4.28(4) pro i� 1 místo i)

~
x(t

i

=i� 1) =

= x(t

i

)�
^
x(t

i

=i� 1)

3:9(7)

= x(t

i

)� �(t

i

; t

i�1

)
^
x(t

i�1

=i� 1) =

= x(t

i

)��(t

i

; t

i�1

)[x(t

i�1

)�
~
x(t

i�1

=i� 1)℄ =

= x(t

i

)��(t

i

; t

i�1

)x(t

i�1

) + �(t

i

; t

i�1

)
~
x(t

i�1

=i� 1)

4:17(10);4:25(1)

=

= u(i� 1) + �(t

i

; t

i�1

)
~
x(t

i�1

=i� 1)

4:28(6)

=

= u(i� 1) + �(t

i

; t

i�1

)[I �K

i �1

R

�1

i�1



i�1

℄
~
x(t

i�1

=i� 2)

4:28(5)

=

= u(i� 1) +  

i

~
x(t

i�1

=i� 2) =

= u(i� 1) +  

i

 

i�1

::: 

q+2

�(t

q+1

; t

q

)
~
x(t

q

=q)+

+  

i

::: 

q+2

u(q) +  

i

::: 

q+3

u(q + 1) + :::+  

i

u(i� 2);

QED.

1

Rovnie 4.28 (3) a (4) mohou být pøeformulovány ve tvaru (pro i � q+1)

~
x(t

i

=i� 1) = 	

i;q+1

�(t

q+1

; t

q

)
~
x(t

q

=q)+

+

P

i

k=q+1

	

i;k

R

t

k

t

k�1

�(t

k

; �)bu(�)d�;

9

=

;

(7)

kde

	

i;k

=

(

 

i

 

i�1

::: 

k +1

; i > k

I; i = k:

Rovnie 4.18 (6), 9) a 4.24(1) ukazují, ¾e u(�) a
~
x(t

q

=q) jsou nekorelo-

vané velièiny, pokud � � t

q

:

Dosadíme-li do 4.28 (7) do (2), pak s ohledem na to, ¾e u(�) je bílý ¹um,

bude platit pro j = q + 1(1)N a t

j�1

� t � t

j

1

þquod erat demonstrandumÿ = þo¾ bylo dokázatiÿ(� 2)
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N

P

i=q+1

E[u(�)
~
x(t

i

=i� 1)℄ =

=

N

P

i=q+1

E

�

u(�)

�

i

P

k=q+1

	

i;k

t

k

R

t

k�1

�(t

k

; �)bu(�)d�

�

T

�

=

=

N

P

i=q+1

i

P

k=q+1

[

t

k

R

t

k�1

E[u(�)u(�)℄b

T

�

T

(t

k

; �)d�℄	

T

i;k

=

=

N

P

i=q+1

i

P

k=q+1

[

t

k

R

t

k�1

Æ(� � �)b

T

�

T

(t

k

; �)d�℄	

T

i;k

=

=

8

<

:

N

P

i=q+1

i

P

k=q+1

b

T

�

T

(t

k

; �)	

i;k

; kdy¾ � 2 [t

k�1

; t

k

℄;

0 jinak:

V pøípadì � 2 [t

j�1

; t

j

℄ bude

û(�=N) = b

T

�

T

(t

j

; �)

N

X

i=j

	

T

i;j



T

i

R

�1

i

�

i

= b

T

�

T

(t

j

; �)�

j

; (8)

kde

�

j

=

N

P

i=j

	

T

i;j



T

i

R

�1

i

�

i

nebo rekurzivnì

�

j

=  

T

j+1

�

j+1

+ 

T

j

R

�1

j

�

j

; �

N

= 

T

N

R

�1

N

�

N

:

9

>

>

=

>

>

;

(9)

[Odvození rekurzivní alternativy:

�

N

= 

T

N

R

�1

N

�

N

�

N�1

=  

T

N

�

N

+ 

T

N�1

R

�1

N�1

�

N�1

=  

T

N



T

N

R

�1

N

�

N

+

+ 

T

N�1

R

�1

N�1

�

�1

�

N�2

=  

T

N�1

�

N�1

+ 

T

N�2

R

�1

N�2

�

N�2

=

=  

T

N�1

 

T

N



T

N

R

�1

N

�

N

+  

T

N�1



T

N�1

R

�1

N�1

�

N�1

+

+ 

T

N�2

R

�1

N�2

�

N�2

;

atd: a¾ nakone

�

j

=  

T

j+1

::: 

T

N



T

N

R

�1

N

�

N

+ :::+  

T

j+1

 

T

j+2



T

j+2

R

�1

j+2

�

j+2

+

+  

T

j+1



T

j+1

R

�1

j+1

�

j+1

+ 

T

j

R

�1

j

�

j

=  

T

j+1

�

j+1

+ 

T

j

R

�1

j

�

j

=

=

N

X

i=j

	

T

i;j



T

i

R

�1

i

�

i

:℄

2
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Podle de�nie platí y(t) = x(t); tak¾e pro odhad (de�novaný v 4.13(4))

ŷ(t) velièiny y(t) na bázi f�

i

yg

N

1

(s pøihlédnutím k lemmatu 3.5) máme

ŷ(t) = 
^
x(t=N): (10)

Jestli¾e nyní jsou x(t=N) a �

j

pozorování
^
x(t=N) resp. �

j

; která obdr-

¾íme tak, ¾e polo¾íme �

i

y = r

i

; i = 1(1)N; pak vìta 4.14, 4.28 (1) a (8)

a¾ (10) implikují 4.19 (11) a¾ (14). Poznamenejme, ¾e poèáteèní podmínka

(6ab) z KROKu 3 se obdr¾í z KROKu 1.

KROK 4.

Pøedpokládejme t

1

� t � t

q

: Tak jako v 4.28(1) platí

^
x(t=N) = �(t; t

q

)
^
x(t

q

=N) +

t

Z

t

q

�(t; �)bû(�=N)d�: (11)

Rovnie 4.28 (2) a (7) platí, ale nyní je u(�) nekorelované s druhým èle-

nem v 4.28(7), jak snadno plyne z toho, ¾e

E

h

u(�)

�

t

k

R

t

k�1

�(t

k

; �)bu(�)d�

�

T

i

=

=

t

k

R

t

k�1

b

T

�

T

(t

k

; �)E

�

u(�)u(�)

�

d�

4:16(1)

=

=

t

k

R

t

k�1

b

T

�

T

(t

k

; �)Æ(� � �)d� =

=

�

b

T

�

T

(t

k

; �); � 2 [t

k�1

; t

k

℄; q + 1 � k � i (� N);

0 jinak:

Proto¾e t

1

� � � t

q

; tvrzení plyne, kdy¾ pøipomeneme, ¾e E[u(�)℄ = 0:

Odtud

û(�=N)

4:28(2)

=

=

N

P

i=q+1

E

�

u(�)
~
x

T

(t

i

=i� 1)

�



T

i

R

�1

i

�

i

4:28(7)

=

=

N

P

i=q+1

E

n

u(�)

�

x

T

(t

q

)�
^
x

T

(t

q

=q)�

T

(t

q+1

; t

q

)

�

o

	

i;q+1



T

i

R

�1

i

�

i

4:24(1)

=

=

N

P

i=q+1

n

E

�

u(�)x

T

(t

q

)

�

�E

�

u(�)�

T

M

�T

�

T

(t

q+1

; t

q

)

�

o

�

� 	

T

i;q+1



T

i

R

�1

i

�

i

4:18(9);(6)

=

= b

T

�

T

(�)M

�T

�

T

(t

q+1

; t

q

)

N

P

i=q+1

	

T

i;q+1



T

i

R

�1

i

�

i

4:28(9)

=

= b

T

�

T

(�)M

�T

�

T

(t

q+1

; t

q

)�

q+1

:

Tedy

^
u(�=N) = b

T

�

T

(�)M

�T

�

T

(t

q+1

; t

q

)�

q+1

: (12)
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Rovnie 4.28 (10) a¾ (12) dávají 4.19 (16) a (17), jakmile jsou zvolena

pøíslu¹ná pozorování.

KROK 2. a KROK 3.

Rovnie 4.19 (10) a (18) se odvodí podobným zpùsobem:

V KROKu 2. (v KROKu 5.) volíme t

N

(t

1

) místo t

q

ve vyjádøení 4.28(11).

V obou pøípadeh vyjde x(t=N) analogiky k 4.19(17), ale integrál v hra-

natýh závorkáh je tentokrát = 0; nebo» podle 4.18(9)

E[x(t

q

)u(t)℄ = 0

v dùsledku toho, ¾e t =2 [t

1

; t

q

℄:



5. Konstruke Lg-splajnù vyhlazujííh

EHB data

5.1.

V kapitole 1. jsme se zabývali interpolaèními i vyhlazovaími splajny. Obojí

jsme vy¹etøovali jak v obené rovinì tak { po speializai podmínek {

po praktiké stráne s vyústìním do efektivního programu. Kapitoly 2.

a 4. byly vìnovány Lg-splajnùm interpolujíím EHB data, tj. rekonstruki

funke z mno¾iny pøesnýh dat, z mno¾iny koleke dvoji f(t

j

; r

j

= �

j

f)g

N

1

:

Pøi rekonstruki funke z mìøenýh dat fr

j

g

N

1

se v¹ak støetáváme s dobøe

známou skuteèností, ¾e mìøená data jsou zatí¾ena hybami, tak¾e je ne-

¾ádouí data pøesnì reprodukovat, ale ¾e je nutné udìlat kompromis mezi

aproximaí dat harakterizovanou funkionálem

F (f) =

N

X

j=1

(r

j

� �

j

f)

2

(1)

s vyhlazením dat, je¾ je harakterizováno funkionálem

J(f) =

Z

T

0

(Lf)

2

: (2)

V takovýh pøípadeh je u¾iteèná tehnika vyhlazovaíh splajnù, která

spoèívá v náhradì funkionálu (2) z interpolaèní úlohy þkompromisnímÿ

funkionálem (�

j

> 0)

M(f) = J(f) +

N

X

j=1

�

�1

j

(r

j

� �

j

f)

2

; (3)

de�novaným v kapitole 1. (viz zejména 1.4).

Závislost objektivního funkionálu (3) na �

j

vysvitne, kdy¾ uvá¾íme dva

krajní pøípady. Jdou-li váhy k nule, problém minima funkionálu (3) se

redukuje na minimalizai funkionálu (2) pøi omezeníh

�

j

f = r

j

; j = 1(1)N:

V tomto pøípadì pøehází funke minimalizujíí funkionál (3) v Lg-splajn

interpolujíí fr

j

g

N

1

vzhledem k f�

j

g

N

1

:

Jdou-li váhy �

j

k nekoneènu, funke minimalizujíí funkionál (3) kon-

verguje k funki nulového prostoru operátoru L; která realizuje nejmen¹í

souèet ètverù vzhledem k fr

j

g

N

1

: Tedy podle okøídleného sloganu þvyhlazo-

vaí splajn je kompromis mezi dùvìrou v data a vyhlazením rekonstrukeÿ.

Vyhlazovaím splajnùm byly v kapitole 1. vìnovány odstave 1.3 a 1.24

75



76 5.1. Pøevedení úlohy vyhlazování na interpolaèní

a úvahy byly pøivedeny za jistýh spei�kaí a¾ k vytvoøení programu.

V této kapitole zobeníme výsledky na Lg-splajny vyhlazujíí EHB data.

Vyu¾ijeme k tomu závìrù z pøede¹lé kapitoly 3.2. o interpolai, a to tak,

¾e roz¹íøíme základní Hilbertùv prostor, v nìm¾ øe¹íme interpolaèní pro-

blém a z výsledku jednoduhým zpùsobem odvodíme vyhlazovaí splajn

pro pùvodní vyhlazovaí problém.

5.1. Pøevedení úlohy vyhlazování na interpolaèní.

5.2.

Vyházíme z pojmù a z oznaèení zavedenýh v pøede¹lýh kapitoláh: Pod

H

q;2

[0; T ℄ rozumíme Sobolevùv prostor se skalárním souèinem a normou

podle 2.5 (4) a (5). Pojem systému funkionálù � = f�

j

g

N

1

generujííh

EHB problém je hápán podle de�nie v 2.2.

Neh» fr

j

g

N

1

jsou dané (namìøené) hodnoty a f�g

N

1

kladné váhy, které

oeòují na¹i dùvìru v data fr

j

g

N

1

(èím men¹í �; tím vìt¹í dùvìra).

5.3.

Pøipomeòme de�nii vyhlazovaího splajnu, jak byla formulována v 1.3(1)

nebo { v pøípadì Y = E

N

s diferenovanými vahami �

j

{ v 1.4 a 1.26(2):

Funke s(t) 2 H

q;2

[0; T ℄ se nazývá p83 Lg-splajn vyhlazujíí data fr

j

g

N

1

vzhledem k � = f�

j

g

N

1

a vahám � = (�

1

; :::; �

N

)

T

; �

j

> 0 pro v¹ehna j;

kdy¾ je øe¹ením extremálního problému

min

f2H

q;2

[0;T ℄

n

Z

T

0

(Lf)

2

+

N

X

j=1

�

�1

j

(r

j

� �

j

f)

2

o

: (1)

Ná¹ dal¹í postup bude spoèívat v nalezení nového Hilbertova prostoru, ve

kterém pùvodní vyhlazovaí úloha bude pøevedena na interpolaèní.

Pøesnìji øeèeno, de�nujeme prostor H

+

; který jako lineární prostor bude

kartézský souèin prostorùH

q;2

a E

N

s prvky znaèenými (f;�) (f 2 H

q;2

;� =

(�

1

; :::;�

N

)

T

2 E

N

) s vhodnì zavedenou normou jj � jj

H

+
tak, aby minima-

lizaèní problém 5.1(1) a problém

min

(f;�)2U

+

(r)

jj(f;�)jj

H

+
; (2)

kde U

+

(r) = f(f;�) 2 H

+

: �

j

f + �

j

= r

j

; j 2 Jg; J = f1; :::; Ng; r =

(r

1

; :::; r

N

)

T

2 E

N

; byly v takovém vztahu, ¾e z øe¹ení problému 5.3(2)

jednoznaènì plyne øe¹ení problému 5.3(1).

Pøipomeòme, ¾e pøedpokládáme jednoznaènost interpolaèního splajnu na
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H

q;2

; pøesnìji øeèeno, ¾e pøedpokládáme lineární nezávislost (pro jednodu-

host prvníh) q funkionálù f�

j

g

q

1

na nulovém prostoru N(L) operátoru L

(Dohoda 1.31).

Dále pøipomínáme, ¾e fz

j

g

q

1

� fk

j

g

q

1

(viz 2.1; 4.9) je ortonormální báze

prostoru N(L) duální k f�

j

g

q

1

; G(t; �) je Greenova funke pro L: Potøebné

vztahy jsou uvedeny v 2.5(1), 2.5(2).

Prvek (f;�) lineárního prostoru

H

+

= f(f;�) : f(t) 2 H

q;2

; � = (�

1

; :::;�

N

)

T

2 E

N

g

lze hápat jako funki F

0

(t) na disjunktním sjednoení I

�

[ J intervalu

I = [0; T ℄ a mno¾iny J = f1; :::; Ng; kde pro t 2 I je F

0

(t) := f(t) a pro

t 2 J je F

0

(t) := �

t

:

H

+

pøejde v Hilbertùv prostor zavedením skalárního souèinu

�

(f;�); (g; !)

�

=

R

T

0

(Lf)(Lg) +

P

N

j=1

�

�1

j

�

j

!

j

+

+

P

q

j=1

(�

j

f +�

j

)(�

j

g + !

j

):

)

(3a)

Odpovídajíí norma je

jj(f;�)jj

2

=

Z

T

0

(Lf)

2

+

N

X

j=1

�

�1

j

�

2

j

+

q

X

j=1

(�

j

f +�

j

)

2

q: (3b)

Dùkaz, ¾e jj(f;�)jj = 0) f = 0; � = 0 :

Z pøedpokladu plyne Lf = 0 skoro v¹ude, �

j

= 0; j = 1(1)N; �

j

f+�

j

=

0; j = 1(1)q; tedy � = 0 a dále f 2 N(L) a �

j

f = 0; j = 1(1)q; tak¾e

podle 4.9

0 = �

j

f = (f; k

j

) = (f; z

j

) a odtud f 2 N(L)

?

\N(L) = 0; tj: f = 0:

2

De�nii reprodukujíího jádra v H

+

uvedeme následujíí úvahou. De�-

nujeme (srovnej 4.5 { reprodukujíí jádro prostoru H

q;2

[0; T ℄)

K

�

(t; �) =

q

X

j=1

(1 + �

j

)z

j

(t)z

j

(�) +

Z

T

0

G(t; �)G(�; �)d�; t; � 2 I (4)

Z 2.5 (1) a (2) plynou bezprostøednì vztahy

LK

�

(:; �) = G(�; :); �

j

K

�

(:; �) = (1 + �

j

)z

j

(�); j = 1(1)q; (5)

pomoí kterýh snadno najdeme vyjádøení K

�

(t; �) (jako funke promìnné

t 2 I pøi pevném � 2 I) ve tvaru 2.5(3); odtud

K

�

(t; �) 2 H

q;2

[T; 0℄ proka¾dé � 2 I:
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Oznaèíme-li dále d(t) = (d

1

(t); :::; d

N

(t))

T

N -vektor, jeho¾ slo¾ky jsou

d

1

(t) = z

1

(t); :::; d

q

(t) = z

q

(t);

d

q+1

(t) = 0; :::; d

N

(t) = 0;

)

(6)

jsme pøipraveni popsat reprodukujíí jádro vH

+

: Proto¾e Hilbertùv prostor

H

+

není kartézským souèinem Hilbertovýh prostorù H

q;2

a E

N

(dùvod je

ve skalárním souèinu 5.3(3a), bude reprodukujíí jádro prostoru H

+

jiné

ne¾ souèet reprodukujííh jader H

q;2

a E

N

; jak by odpovídalo kartézskému

souèinu Hilbertovýh prostorù 4.2(5).

Vìta 5.4. Reprodukujíí jádro Hilbertova prostoru H

+

je funke

K

+

(t; �) =

8

>

>

<

>

>

:

K

�

(t; �); t 2 I; � 2 I;

��

t

d

t

(�); t 2 J; � 2 I;

��

�

d

�

(t); t 2 I; � 2 J;

�

t

d

t

(�); t 2 J; � 2 J;

(1a)

jinak psáno

K

+

t

(�) =

�

(K

�

(�; t)�

�

Qd(t)); t 2 I

(�d

T

(�)

�

Qe

t

;

�

Qe

t

); t 2 J;

(1b)

kde

�

Q = diag(�

1

; :::; �

N

); e

t

t-tý jednotkový N -vektor, t 2 J; �

j

difereno-

vané váhy þvektorového parametruÿ vyhlazení (Pozn. 1.4).

K dùkazu staèí potvrdit, ¾e

a) K

+

(t; �) 2 H

+

(jako funke t) pro ka¾dé � 2 I

_

[J:

b)

�

(f(t);�);K

+

(t; �)

�

=

�

f(t) pro � 2 I

�

�

pro � 2 J

�

pro v¹ehna (f;�) 2 H

+

:

Ad a) Neh» � 2 I: Pro t 2 I je K

+

(t; �) = K

�

(t; �) 2 H a pro t 2 J je

K

+

(t; �) =

(:::;��

t

d

t

(�); :::)

T

2 E

N

; tedy K

+

(t; �) 2 H

+

pro � 2 I:

Neh» � 2 J: Pro t 2 I je K

+

(t; �) = ��

�

d

�

(t) 2 N(L) � H a pro t 2 J

je

K

+

(t; �) = (:::; �

t

Æ

t�

; :::)

T

2 E

N

; tedy K

+

(t; �) 2 H

+

pro � 2 J:

Ad b) Pro � 2 I platí (s pou¾itím 5.3(5))

�

(f(t);�);K

+

(t; �)

�

=

R

T

0

[Lf(t)℄[LK

�

(t; �)℄dt�

�

P

N

j=1

�

�1

j

�

j

�

j

d

j

(t) +

P

q

j=1

(�

j

f +�

j

)

�

(1 + �

j

)d

j

(�)� �

j

d

j

(�)

�

=

=

R

T

0

G(�; t)[Lf(t)℄dt+

P

q

j=1

(�

j

f)d

j

(�) = f(�):
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Pro � 2 J platí

�

(f(t);�);K

+

(t; �)

�

=

R

T

0

[Lf(t)℄L

�

� �

�

d

�

(t)

�

dt+

+

P

N

j=1

�

�1

j

�

j

�

j

Æ

j�

+

P

q

j=1

(�

j

f +�

j

)[��

�

�

j

d

�

(t) + �

j

Æ

j�

℄ = �

�

:

2

Zbývá de�novat lineárnì nezávislý systém �

+

= f�

+

j

g

N

1

spojitýh lineár-

náh funkionálù na H

+

(a najít jejih reprezentanty), vzhledem ke kterým

bude vzta¾en Lg-splajn v H

+

:

De�nujeme

�

+

j

(f;�) = �

j

f +�

j

; j 2 J: (2)

Spojitost tìhto lineárníh funkionálù se snadno doká¾e:

(f

k

;�

k

) 7! (f

0

;�

0

) toti¾ znamená f

k

7! f

0

; �

k

j

7! �

0

j

; 8j;

odtud pro v¹ehna j platí

�

+

j

(f

k

;�

k

) = �

j

f

k

+�

k

j

7! �

j

f

0

+�

0

j

= �

+

j

(f

0

;�

0

);

Ke konstruki reprezentantù h

+

j

funkionálù �

+

j

(j 2 J) se pou¾ije vìty

4.3(8):

h

+

j

(�) = �

+

j(t)

K

+

(t; �): (3)

Pøi oznaèení

h

+

j

(�) =

�

q

j

(�); (!

j

)

�

�

; q

j

2 H

!

j

=

�

(!

j

)

1

; :::; (!

j

)

N

�

T

2 E

N

)

8j;

z vyjádøení

�

+

j(t)

K

+

(t; �) =

(

�

j(t)

K

�

(t; �) � �

j

d

j

(�); � 2 I;

�

j(t)

�

� �

�

d

�

(t)

�

+ �

j

Æ

j�

; � 2 J:

vyplývá

q

j

(�) = �

j(t)

K

�

(t; �)� �

j

d

j

(�); � 2 I;

(!

j

)

�

= �

j(t)

�

� �

�

d

�

(t)

�

+ �

j

Æ

j�

; � 2 J:

(4)

Podle 5.3(5)

q

j

(�) = z

j

(�); j = 1(1)q;

q

j

(�) = �

j(t)

K(t; �); j = n+ 1(1)N;

!

j

je nulový N�vektor pro j = 1(1)q

a �

j

�násobek j�tého jednotkového N�vektoru pro

j = q + 1(1)N:
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Lineární nezávislost f�

+

j

g

N

1

je evidentní.

Nyní jsme shopni formulovat problém typu 5.3(2) jako náhradu za pro-

blém vyhlazovaího splajnu 5.3(1).

Vìta 5.5. [24℄ Neh» (

�

f;

�

�) je øe¹ením problému

min

(f;�)2U

+

(r)

jj(f;�)jj

2

H

+

; (1)

kde

U

+

(r) = f(f;�) 2 H

+

: �

+

j

�

f;�) = ((f;�

�

; h

+

j

) =

= �

j

f +�

j

= r

j

; j 2 Jg:

Pak øe¹ením s

�

(t) problému 5:3(1) je

s

�

(t) =

�

f(t); t 2 I:

Dùkaz. Existene a jednoznaènost øe¹ení problému 5.5(1) plyne z (jedné

modi�kae) vìty o projeki (vìta 2.3). Staèí pøipomenout, ¾e varieta U

+

(r)

je uzavøená v dùsledku spojitosti funkionálù �

+

j

:

V 5.5(1) se minimalizuje výraz

jj(f;�)jj

2

H

+

=

R

T

0

(Lf)

2

+

P

N

j=1

�

�1

j

�

2

j

+

P

q

j=1

(�

j

f +�

j

)

2

=

=

R

T

0

(Lf)

2

+

P

N

j=1

�

�1

j

�

2

j

+

P

q

j=1

r

2

j

9

=

;

(2)

na mno¾inì

U

+

(r) = f(f;�) 2 H

+

: �

j

f +�

j

= r

j

; j 2 Jg:

Uva¾ujme nyní problém

jjsjj

2

H

= min

f2U(r

�

)

jjf jj

2

H

; (3)

kde

r

�

= (r

�

1

; :::; r

�

N

)

T

2 E

N

; U(r

�

) = ff 2 H : �

j

f = r

j

; j 2 Jg:

Vpravo se minimalizuje výraz

jjf jj

2

H

=

Z

T

0

(Lf)

2

+

q

X

j=1

(�

j

f)

2

=

Z

T

0

(Lf)

2

+

q

X

j=1

r

2

j

: (4)

Zvolme pevnì �

1

: Úloha

min

(f;�

1

)2U

+

(r)

jj(f;�

1

)jj

H

+

má jediné øe¹ení, øeknìme (s

�

;�

1

): Funke s

�

(t) se dá získat rovnì¾ jako

øe¹ení problému 5.5(3) pro r

�

= r � �

1

; a to proto, ¾e poslední dva èleny

v 5.5(2) a poslední èlen v 5.5(3) jsou konstantní a nezávisí na f a ¾e inte-

grální èlen je v obou výrazeh tý¾. V Hilbertovì prostoruH je v¹ak zaruèena
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jednoznaènost øe¹ení úlohy 5.5(3). Z jednoznaènosti øe¹ení pro �

1

=

�

� pak

plyne

�

f = s

�

: 2

5.2. Rekurzivní algoritmus pro Lg-splajn vyhlazujíí EHB data.

Vzhledem k tomu, ¾e vyhlazovaí splajn v Hilbertovì prostoru H

q;2

je inter-

polaèní Lg-splajn v Hilbertovì prostoru H

+

(pøesnìji øeèeno, první slo¾ka

tohoto interpolaèního Lg-splajnu), lze pro vyhlazovaí pøípad reprodukovat

algoritmus pro Lg-splajny interpolujíí EHB data s následujíími zmìnami:

místo tamnìj¹ího R

j

(viz 4.19 (4)) bude nyní

R

j

= 

j

P

j=j�1



T

j

+ �

j

a místo tamnìj¹ího P

q=q

(viz 4.19(2)) bude nyní

P

q=q

=M

�1

(

�

Q

q

+ L)M

�T

;

kde

�

Q

q

= diag(�

1

; :::; �

q

); L =

R

t

q

t

1

�(�)bb

T

�

T

(�)d�:

Upozornìní 5.6.

V rekurzivním algoritmu 4.19(1) se nabízejí dvì ekvivalentní vyjádøení

velièiny P

j=j

(viz 4.19 (9)). Pøi pøehodu na vyhlazovaí algoritmus dohází

ke zmìnì velièin R

j

a P

q=q

; o¾ vede na nezamìnitelnost tìhto dvou výrazù.

Je nutno pou¾ít prvního vyjádøení.

Pøíklad 5.7.

Algoritmus pøíkladu 4.20 pro pøípad vyhlazení. V tomto pøípadì se

zmìní algoritmus 4.21 pouze v KROKu 1a, a to velièiny R

j

a P

2=2

:

R

j

= [1; 0℄P

j=j�1

[0; 1℄ + �

j

;

kde èísla �

j

jsou diferenované váhy þvektorového parametruÿ vyhlazení

(Pozn. 1.4, také vìta 5.4).

P

2=2

=M

�1

(

�

Q

q

+ L)M

�T

;

kde

�

Q

q

= diag(�

1

; �

2

); L =

R

t

2

t

1

�(�)bb

T

�

T

(�)d�:

Tedy

P

2=2

=M

�1

�

Q

q

M

�T

+M

�1

LM

�T

:

Druhý sèítane je podle 4.21, KROK 1a (str. 62), roven

�

0 0

0 �(t

1

� t

2

)=3

�

:

První sèítane je podle 4.19, KROK 1 (str. 57),

M

�1

�

Q

q

M

T

=

1

t

2

� t

1

�

0 t

2

� t

1

�1 1

�

diag(�

1

; �

2

)�
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�

1

t

2

� t

1

�

0 �1

t

2

� t

1

1

�

=

1

(t

2

� t

1

)

2

�

�

2

(t

2

� t

1

)

2

�

2

(t

2

� t

1

)

�

2

(t

2

� t

1

) �

1

+ �

2

�

:

Doporuèení.

Pìkný obrázek o historii i souèasnosti disiplíny "Interpolae"- do ní¾

teorie splajnù patøí - podal Do. RNDr. Jiøí Kobza, CS, ve stati

Interpolae { vývoj formulae problému a jeho øe¹ení. Pokroky matematiky,

fyziky & astronomie, 44, è.4, 1999, str. 273 - str. 294.

Doporuèujme pøeètení tohoto srozumitelnì a s velkým pøehledem na-

psaného èlánku. Ètenáø Úvodu do splajnù tak získá pøedstavu o zaøazení

prostudované látky do ¹ir¹íh souvislostí.



6. Appendix

Úplné znìní vìt, které byly pou¾ity a v textu oznaèeny symbolem ℄ . ℄

1 (str. 7) ([11℄ IV 5.4, Teor. 3) (Banahova vìta o inverzním operátoru.)

Neh» A je ohranièený lineární operátor, který vzájemnì jednoznaènì zob-

razuje Banahùv prostor E na Banahùv prostor E

1

: Pak inverzní operátor

A

�1

je ohranièený.

℄ 2 (str. 25) ([16℄ III, x 24, Teor. 3) Je-li (lineární) normovaný prostor

E separabilní, pak ka¾dá sféra v adjungovaném prostoru E

�

je slabì kom-

paktní, tj. z libovolné posloupnosti spojitýh lineárníh funkionálù ff

n

g

s ohranièenými normami je mo¾no vybrat podposloupnost, která slabì kon-

verguje k nìjakému spojitému lineárnímu funkionálu f

0

:

℄ 3 (str. 35) ([16℄ III, x 25, Teor. 3) Neh» A je spojitý lineární ope-

rátor na (lineárním) normovaném prostoru E s hodnotami v (lineárním)

normovaném prostoru E

1

: Jestli¾e posloupnost fx

n

g � E slabì konverguje

k x

0

2 E; pak posloupnost fAx

n

g � E

1

slabì konverguje k Ax

0

2 E

1

:

℄ 4 (str. 44) ([20℄ Th. 2, str. 32) Má-li rovnie Ly = 0 pouze triviální

øe¹ení, pak pro libovolnou funki g(t) spojitou v intervalu [0; T ℄ existuje

øe¹ení rovnie Ly = g: Toto øe¹ení je dáno formulí

y(x) =

T

R

0

G(t; �)g(�)d�:

℄ 5 (str. 75) ([13℄ 2.6.1) Let 
 be a nonempty open subset of R

N

: Then

the set C

1

0

(
) is dense in L

p

(
) for arbitrary p 2 [1;1):

℄ 6 (str. 83) ([11℄ III x 4, Teor. 4, str. 145) K tomu, aby ortogonální

normovaný systém f'

n

g v úplném separabilním euklidovì prostoru R byl

úplný, je nutné a staèí, aby v R neexistoval nenulový prvek ortogonální

v¹em prvkùm systému f'

n

g:

℄ 7 (str. 47) ([11℄ IV x 3, Teor. 1, str. 183) Je-li fx

n

g slabì konvergentní

posloupnost v normovaném (lineárním) prostoru, pak existuje takové èíslo

C; ¾e

jjx

n

jj � C:

Jinak øeèeno, slabì konvergentní posloupnost v normovaném (lineárním)

prostoru je ohranièená (Banah-Steinhausova vìta).

83
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℄ 8 (str. 47) ([11℄ IV x 3, Teor. 2, str. 184) Posloupnost fx

n

g prvkù

normovaného (lineárního) prostoru E slabì konverguje k x 2 E; kdy¾

1) jjx

n

jj �M pro nìjaké èíslo M;

2) f(x

n

)! f(x) pro v¹ehna f 2 �; kde � je nìjaká mno¾ina;

její¾ lineární obal je hustý v E

�

:

℄ 9 (str. 50) ([1℄ Vìta 5, str.15) Je-li funke R(s; t) pozitivnì semide�-

nitní a hermitovsky symetriká, existuje takový náhodný proes (dokone

normální), ¾e R(s; t) je jeho kovarianèní funkí.

Vìta ℄ 5 je v originále psána angliky, ℄ 9 èesky a ostatní v ru¹tinì.
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