Uvob

Splajn je anglické slovo (spline) znamenajici pruzinu na rysovani
kiivek. Zacatky teorie, kterd vyustila ve splajny, jsou davné. Spocivala
v propojeni bodu kfivky empiricky zadané nékolika body v roviné. Pres-
néji feceno, je zadano n éisel z1, s, ..., £, na ose z a k nim jsou empiricky
stanoveny hodnoty f(z1), f(z2), ..., f(z,) néjaké veli¢iny (napf. fyzikalni).
Ptirozeny pozadavek je prolozit body (z;, f(z;)) kiivku, kterd by vyjadio-
vala (pravdépodobny) priibéh oné veli¢iny na celém intervalu (z1,z,). Pro
tu funkei f(z), kterou mame zkonstruovat, jsou oviem pozadovany nékteré
vlastnosti, které jsou (podle zkuSenosti) znamy o zkoumané veli¢ing, napt.
spojitost nebo i spojitost derivace apod. Tento postup, kterému fikame in-
terpolace dat, neni ovSem uplné zadan. Nejpfirozenéjsi postup je ten, ze
mezi uzly (z;, f(z;)) prolozime napt. ¢asti polynomt a jejich styéné body
podrobime néjaké podmince. To je princip tzv. interpola¢nich splajnt.

Je jasné, Ze nejen volba spojek mezi uzly, ale i chyby méteni se podepisi
na kvalité a interpola¢ni hodnoté ziskané funkce. Nezbyva nez brat zadané
uzly jen jako orientacni body konstruované funkce a vytvorit funkci, ktera
by s jistou pfribliznosti, ale s pfedepsanou hladkosti aproximovala nezné-
mou funkci, jez predstavuje pribéh méfené veli¢iny. Metody poctu prav-
dépodobnosti a statistiky umozni nahradit nedostatek informaci o aproxi-
mované funkci. Tuto pribliznou aproximaci nazyvame vyhlazovdni dat; je
zprostiedkovana tzv. vyhlazovacimi splajny, které budou spolu s interpo-
la¢nimi splajny na programu naseho zkoumani.

Ve strucnosti, co ve spisu je. Po ivodnich vykladech, které fesi problém
ve velké obecnosti (a je dobrym voditkem i pro vicerozmérné splajny), jsou
probrany otazky specidlni, jejichz feSeni nabizi konkrétni vypocetni algo-
ritmy praktické uzitné hodnoty. Uvahy jsou rozprost¥eny pouze pro jedno-
rozmérny pripad, tedy pro funkce jedné proménné. Podrobnosti o funkcich
vuji pidu i pro né. To je jedna véc, ktera ve spisu chybi. Vzhledem k tvod-
nimu charakteru textu to neni mezera zasadni. Druhd spociva v neexistenci
kapitoly, pojednavajici o odhadu chyb.

Nakonec je vhodné pripravit ¢tenare na to, jaké znalosti se od ného
oCekavaji. Jsou to standardni znalosti z analyzy, zdklady funkciondlni ana-
lyzy a zakladni pojmy ze stochastickych procesi. Vypada to zle. Ctenai
vSak neni ponechin na pospas monografiim, které by pohltily mnoho ¢asu
i zdjmu, ale mozné mezery ve znalostech jsou doplnény tak, ze pouzité véty
7z funkciondlni analyzy jsou jednotlivé vypsany (s odkazy na literaturu)
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2 Uvod

a pojmy ze statistiky i s potfebnymi souvislosmi jsou vyloZeny. Takze vy-
zbroj ¢tenére spocivéd predevsim ve schopnosti tisudku a ovsem v tréninku,
kterym prosel v predchozich letech studia matematiky.

Nakonec malé vyhlédnuti za hranice tohoto skripta: jednorozmérny pii-
padné dvojrozmérny vyhlazovaci splajn vyhladi Sum digitalniho zadznamu
zvuku na nosi¢i pripadné obrazu na fotografii. Vysledek: zvuk bez ruseni,
fotografie bez zavoje.

Skriptum je urc¢eno pro posluchace magisterskych oboru programu ma-
tematika a programu aplikovand matematika.

Zavérem dékuji kolegovi prof. RNDr. Jifimu Hiebickovi, CSc za pod-
nétné pripominky poskytované pri psani textu.



1. SPLAJNY V HILBERTOVE PROSTORU
(H—SPLAJNY)

V prvni kapitole nejprve pojedname o nezbytnych zakladech teorie splajni
jedné proménné. Pojem interpola¢niho a vyhlazovaciho splajnu zavedeme
variac¢ni metodou jako minimizatory jistych funkcionali, tak jak je do lite-
ratury uvedli r. 1968 Anselone a Laurent [2].

Ve vsi strucnosti dile pojedndme o otazkach existence a jednoznacnosti
splajnti v riznych situacich a o otazkach spojenych s nalezenim algoritmu
pro jejich konstrukci za znaéné obecnych podminek.

Rozvijime teorii pokud mozno v obecné poloze a postupné specializujeme
podminky, jak to vyzaduje postupujici prohlubovani teorie. Ukonéime tento
proces na takové trovni obecnosti, kterd zahrnuje vétsinu piipada vyché-
zejicich z praxe (pokud jde o splajny bez vedlejsich podminek jako: mono-
tonie, konvexita a jind omezeni na vybér splajnii). Touto cestou je také vy-
tvaren a aktualizovan algoritmus pro konstrukci splajnu. Pro polynomické
(Lg—)splajny jsou predlozeny efektivni algoritmy a programy.

1.1. Pojem interpola¢niho a vyhlazovaciho splajnu.
1.1.

Necht

(1,1) X,Y, Z jsou (reilné) separabilni Hilbertovy prostory

(1,2) T: X - Y,A: X — Z spojité linedrni operatory.

Zvolme prvek z € Z. Pokud operdtorova rovnice Az = z mé feSeni, definu-
jeme:

Definice 1.2. Prvek s € X se nazyvad interpolacni splajn prvku z € Z
vzhledem k operdtorim T a A, kdyZ

Z\||T = i T . 1
ITslly = min _|[Tally (1

Rikdme také, Ze s je splajn interpolujici prvek z € Z vzhledem kT a A.

Za situace, kdy

1) A7 (2) =0
anebo

2) A=1 #£ (), ale prvek z je nepfesné vybran, takze interpolace prvku z je
nezadouci,
zavedeme "korekéni” parametr p > 0 a definujeme

Definice 1.3. Prvek s, € X se nazyvd vyhlazovaci splajn proku z € Z
vzhledem k operdatorim T a A a parametru p > 0, kdyZ

®,(sp) = plITsp|l5 + |l As, — 2117 = gg(lpllTxllff +[Az —2llz. (1)
3




4 1.1. Pojem interpola¢niho a vyhlazovaciho splajnu

Mluvime také o splajnu vyhlazujicim prvek z € Z vzhledem kT, A a p. Cislo
p > 0 se nazgva parametr vyhlazeni.

Poznamka 1.4.

V pripadé, ze prostor Z je kartézskd N—t4 mocnina prostoru redlnych
tisel B, Z = EV, definujeme obecnéjsi verzi vyhlazovaciho splajnu prvku
z=1[21,.., 2n]"7 € EN vzhledem k T a A s vyhlazovacim parametrem v této
obecndjsi podobd: p = [p1,...,pn]T € EN,p; > 0,i = 1(1)N. ExtremAalni
podminka 1.3(1) pro vyhlazovaci splajn v této obecnéjsi verzi zni pak takto

1T,y + | Asp — 2|t = min[||T=[[ + || Az — 2|[1], (1)

kde norma ||.||1 je definovina vztahem
N
l][f = (1/pi)a?.
i=1
Pozadavek 1.4(1) mtizeme pfepsat ve tvaru

||T5p||%/ + (Asp - z)TQ(ASp —z)=

— min[||Tal} + (42 — )7 Q(Aa - 2)), 2
kde @ = diag(1/p1,...,1/pn), (diagonalni matice)
nebo téz
N
I+ SO0/t~ = it (3)

Predeslou ivahu mizeme jesté zobecnit. Oznacme ||.|| ekvivalentni normu
k normé ||.||z. Pak prvek s, € X se nazyva vyhlazovaci splajn prvku z € Z
vzhledem k operdtorim T a A a normé ||.||, kdyz

Pe(se) = ITselly + (| Ase = 2[1%)” = min(||T][}- + ([ 4z - 2[12)"). (4)
1.5.

Extremdlni problém 1.3(1) se obvykle preformuloviva nasledujicim zpi-
sobem.



1. Splajny v Hilbertové prostoru (H —splajny) 5

Linedarni prostor
V =Y x Z (kartézsky soucin prostori Y a Z) piejde v Hilbertiv prostor,
kdyz definujeme skaldrni soucin
(W ") = ol 3"y + (2,22,
kde v' = (y',2") a v" = (y",2") jsou proky ve V, s piislusnou normou
1oll% = pllylly +1l21I% pro v = (y,2) € V-
Pak zobrazeni
S:zw— (T, Ar)
je spojity linedrni operdtor S : X — V. Prop = (0,z) € V pak obdrzime
ekvivalentni definici vyhlazovaciho splajnu s,, definice 1.3:

s, je TeSeni variacni tilohy

185, = plft = min 1S5 —plfy, kde p = (0,2) € V. 1)

Uz v této obecné poloze se jevi zdkladni rysy splajnti vyjadiené nasleduji-
cimi charakteristikami 1.6(1) a 1.6(2).

Véta 1.6. Za predpokladu, Ze zobrazeni T a A jsou surjektivni a N(A) +
N(T) je uzaviend mnoZina v X, plati

se X fesi 1.2(1) & se€ A7 (2) aTse (TN(A)™, (1)
s, € X tesi 1.5(1) & (Ss, —p) € (SX)*, (2)

kde S a p jsou definoviny v 1.5, N(A) = {z € X : Ax = 0} je jddro (null
space) zobrazeni A a (-)* znaci ortogondini doplnek. (viz [5] Satz 4.1, str.

91). O
1.2. Existence a jednoznaénost interpolaéniho splajnu.

Otézka existence a jednoznacnosti feseni tloh 1.2(1) a 1.5(1) ma funda-
mentalni vyznam. Odvodime k tomu jisté dostateéné podminky, které pro
svou obecnost budou v dalsim dobte aplikovatelné.

Véta 1.7. Uloha 1.2(1) (interpolacni splajn) md veseni pro kazdé z € Z,
pro néz A7 (2) £ 0, jestlize je splnéna podminka

TN(A) je uzaviena mnozina v Y. (1)
(napt. [23], 1, § 1.2, Teor.1.1).

Diikaz. Necht A='(z) # (. Pro kazdé = € A~'(z) plati A7'(2) = = +
N(A). Z predeslé rovnice vyplyva

TA7'(z) = Tz + TN(A).



6 1.2. Existence a jednoznacnost interpola¢niho splajnu.

7 1.7(1) plyne, 7e TA~1(2) je uzaviena mnozina v Y. Podminka 1.2(1) ¥ika,
7e Ts je prvek v TA '(z) s nejmensi vzdalenosti od 0 € Y. Takovy prvek
v TA !(2) existuje vzhledem k uzavienosti TA~!(z2). O

Véta 1.8. Uloha 1.2(1) (interpolacni splajn) md nejvys jedno feseni pro
kazdé z € Z, pro néz A= (2) # 0, je-li spinéna podminka

N(T)NN(A) =0. (1)
(napf. [23] 1, § 1.2, Teor.1.1)

Diikaz. Piedpoklddejme, 7e A~ !(z) # 0 a 7e existuji dvé Feseni s; a so
tilohy 1.2(1). Oba prvky fi = T'sy a fo = Tso, f1,fo € TA (2) maji podle
1.2(1) nejmensi vzdalenost od 0 € Y. Odtud ||fi|ly = ||f2|ly- V dalsim
index Y budeme vynechavat. Plati

(fi+f2)/2 € TA}(2),
odkud
A< T+ ) 200 < AT+ 1f20D)/2 = (LAl
tedy
Lf1ll = 1/2][f1 + fel]

a analogicky

1 f2ll = /2] f1 + foll;

takze
[[f1 =+ foll = I fall + [|f2]l-
Odtud
AP+ 2(f1, f2) + L2 = AP + 20 A0 - 1f21] + || fl
éili

(fi. f2)y = Ilfrlly - Ml f2lly-
Tento zvlastni pripad Schwarzovy nerovnosti nastava pouze v pripadé, ze

f1=Afa, X > 0. Zrovnosti || fi]]y = ||f2|ly pak plyne A =1, fi = fo =: f.
7 tohoto vysledku vyplyva

TSLQ = f, ASLQ =z,
takze pro g = s1 — s9 plati Tg =0, Ag =0, tj.
ge N(T)NN(A) =0, g=0, s1 = s9. O

Casto nastava situace, popsana v nasledujici vété, za které je splnéna pod-
minka 1.7(1), zarucujici existenci splajnu.
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Véta 1.9. Necht

TX je uzaviend mnozina v Y. (1)

a necht N(T)NN(A) = 0. Je-li dim N(T') < oo nebo je-li podprostor AN(T)
uzavieny, pak TN(A) je uzaviend mnoZina v 'Y, tj. je splnéna podminka
1.7(1) pro existenci splajnu (napt. [23] 1, §1.2, Teor.1.2).

Diikaz. Necht {yx} je posloupnost prvki v TN(A) konvergujici v YV
k prvku y. Prvek y patii do uzaviené mnoziny T'X. Existuji z € N(A) tak,
ze yr = Txzy. Posloupnost {zj} je ohranifena. Vskutku, uvazujme rozklad
T = Tp1+2p, kde zp € N(T), zpp € N(T). Z¥ejmé Ty = yj. Restrikee
T operatoru T na podprostor N(T')" je spojité 1-1-znaéné zobrazeni N (T)*
na T'X. Podle Banachovy véty o inverznim operatoru ([11] IV, 5.4, Teor.3 —
# 1), operator T~ ! je spojity. Odtud ||zr2||x = ||T ‘yellx < 1T | I|yx]ly-
Protoze konvergentni posloupnost {yx} je ohrani¢end, je také posloupnost
{zk2} ohranicena.

Déle A(zy) = A(zg1 + zp2) = 0, tedy A(xg) = —A(xk2). Oznacéme sym-
bolem A restrikci operatoru A na podprostor N(T'). Protoze A je spojité
1-1-zna¢né zobrazeni N(T') na AN (T) a AN(T) je podle predpokladu uza-
vieny nebo konecnédimenzionalni, tedy zase uzavieny podprostor, podle
citované Banachovy véty A~! je spojité zobrazeni. Odtud

x|l = 1A Azga]| = || A7 Azgal| < [|ATH] - ||A]| - [2pall-

Ohranicenost posloupnosti {z} je tim potvrzena.
Existuje podposloupnost {z } posloupnosti {x}, ktera slabé konverguje

k néjakému prvku (feknéme) = ([16] III, §24, Teor.3 — § 2 ). Potom Az £

Ax, Ty oy ([16] III, §25, Teor.3 — # 3 ). Plati vSak Azy = 0 pro
viechna k' a Txp — y. Odtud Az = 0,Tz =y, takze y € TN (A). O

Dusledek 1.10. Necht TX je uzaviend mnozina v Y,N(A) N N(T) = 0
adim Z < oo. Pak TN(A) je uzaviend mnozina v'Y, tj. je splnéna podminka
1.7(1) pro existenci splajnu. O

Poznamka 1.11. Je-li TX uzaviend podmnozina v'Y, miZeme bez ujmy
na obecnosti predpoklidat TX =Y, nebot T X je v tom pripadé Hilbertovym
prostorem.

Diikaz. Z podminky dim Z < oo plyne dim AN(T') < oo a z podminky
N(T) N N(A) = 0 plyne, ze A je 1-1 na N(T). Odtud dim N(T') < oo.
Tvrzeni plyne z véty 1.9.
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1.3. Existence a jednoznaénost vyhlazovaciho splajnu.

Véta 1.12. Necht N(T) N N(A) =0 a necht
SX je uzaviend podmnoZina ve V. (1)

Pak dloha 1.5(1) (vyhlazovaci splajn) ma presné jedno feseni. (napt. [23] 1,
§1.2, Teor.1.3)

Dtkaz. Operator S je injektivni. Vskutku, je-li Sz = 0, pak Tx = 0
a Az = 0. Vzhledem k podmince N(T) N N(A) = 0 plati z = 0. Norma
||Sz — p||v dosahuje minima pro Sz € SX, pro néz je vzdalenost p od Sz
minimalni. Takovy prvek Sz, feknéme f € SX, existuje v dusledku uza-
vienosti SX ve V a je jediny, coz se dokaze analogicky jako jednoznacnost
prvku T'S' v diikazu véty 1.8. Hledany prvek s, je roven S—1f. O

1.13.

Ptipomenme nasledujici dobte zndm4 fakta. Z definice operatoru T* ad-
jungovaného k T € L[X,Y]

(Tz,y)y = (z,T"y)x, Vz € X, Vy €Y, (1)
plynou pfimo vztahy
R(T) = N(T*), R(T*)* = N(T), (2)
a odtud
R(T) = N(T*)*", R(T*) = N(T)™, (3)

kde R(T) = T(X) zna&i range (obor hodnot) operatoru T' v Y. Déle pfipo-
menme ,closed-range theorem“ (napt. [27], str. 205):

R(T™*) je uzaviené v X < R(T) je uzaviené v'Y. (4)

Véta 1.14. Necht plati N(T)NN(A) =0, TX =Y a jedna z podminek
AX = Z nebo dim Z < co. Pak SX = N(S*)* je uzaviend mnozina ve V.

Diikaz. Necht v = [y, z] je prvek ve V. Pak S*v = pT*y + A*z a tedy
S*V = T*Y + A*Z = R(T*) + R(A*), takze podle 1.13(3) S*V = N(T)* +
N(A)*, nebot podle closed range theorem 1.13(4) a podle 1.13(3) N(T)* =
R(T*) = R(T™*) a podobné pro A. (V alternativnim pripadé dim Z < oo je
dim AX < oo a tedy R(A) 1 R(A*) jsou uzaviené.) Ze vztahu 0 = N(T) N
N(A) plyne X = 0+ = N(T)* + N(A)*+ = S*V = R(S*). Jezto R(S*) je
uzavieno v X, je podle 1.13(4) R(S) = SX uzavieno ve V a podle 1.13(3)
je SX = R(S) = R(S) = N(S*)*~. O

Vztah mezi interpola¢nim a vyhlazovacim splajnem objasnuje nasledujici
véta.
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Véta 1.15. Necht z € Z. Necht existuje presné jeden splajn s, vyhlazujici
prvek z a necht existuje presné jeden splajn 3 interpolugici prvek As,. Pak
5=s5.

Poznamka 1.16. Meéne presné rfeceno, vyhlazovaci splajn je interpolac-
nim splajnem za predpokladu existence a jednoznacnosti obou typi splajni

(napt. za podminek 1.7(1), 1.8(1) a 1.12(1).)

Dikaz véty 1.15. Mame-li sestrojen splajn s, vyhlazujici prvek z € Z,
definujeme 2z, = As,. Splajn 3 interpolujici prvek z, je jednoznacné urceny
minimizator vyrazu minge4-1;,) ||Tz||? (mnozina A~!(z,) je neprdzdna,
protoze s, € A~1(z,)).

Plati

®,(3) = pl|T3I[3 + ||A8 — 2|/ = pl|T3[[3 + ||As, — 2[|% <
< P||T5p||%f + ||A30 - Z||QZ = <I)0(30)-

Nerovnost ®,(5) > ®,(s,) je evidentni, takze ®,(5) = ®,(s,). Jeito
®,(r) ma jediny minimizator v X, totiz s,, plati § = s,,. O

1.4. Nalezeni splajnu. Analyza problému.
1.17. Algoritmus pro interpolacni splajn.

V tomto a v dalsich odstavcich budeme postupné zesilovat podminky, az
se nam v urcitém stadiu podaii vypracovat v praxi pouzitelny algoritmus
pro vytvoreni splajnu. Tyto podminky — jak uvidime — budou jesté do té
miry obecné, aby zahrnovaly vétsinu prakticky zajimavych pripadt.

1.18.

Vyjdeme z definice 1.2 interpolacniho splajnu s, definovaného vztahy
[|Ts|ly = minge 4-1(,) |[|Tx||y, za specidlniho predpokladu, ze

prostor Z = EV, (1)
operator A = (Aq, ..., An), (2)
kde )\; jsou nezavislé spojité linedrni funkcionédly na X, i = 1(1)N.

Predpokladejme déle, Ze jsou splnény podminky 1.9(1) a 1.8(1), které
zarucuji existenci a jednoznac¢nost splajnu interpolujiciho prvek z = r =
[r1,....,rn]T € EN. Oznaéme

ki, i = 1(1)N, reprezentanty funkciondli A\; v X, (3)

tj. \iz = (k;, z)x pro libovolné z € X.
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Pozadavek, aby splajn s interpoloval vektor r = [ry,...,ry]7 € EV je
tedy vyjadien podminkou

(kiys)x =mri, 1 = 1(1)N. (4)

Oznac¢me K linedrni obal linedrné nezavislého systému prvki ky, ..., kn

K = span{k;}} . (5)

Zieijmé N = dim K < oo, takze K je uzavieny podprostor v X.
Déle ziejmé
N(A)=K*. (6)
Odtud K = X/K+ = X/N(A) &2 AX (piifazeni prvki: z — [z] a z =
Az [z] € A71(2)), tedy dim K = dim AX, ¢ili
AX = EN. (7)
dle closed-range theorem 1.13(4) odtud plyne, ze
R(A*) je uzaviend podmnozina v X. (8)
Oznadeni a pojmy zavedené v 1.18 budou v dal§im pouziviany bez odka-
zovani.
Tvrzeni 1.19. Necht'r € A(X). Plati
Ts € (TKH)* (1)

Diikaz. Podle véty o projekci (napft. [18] Th. 2, §3.3, str.51 - § 10, viz také
obréazek a vétu 2.1) je T's ortogonalni k varieté TA~!(r) (ovSem také k pod-
prostoru TA~1(0)), tedy také k prvku T'(z — s) pro libovolné z € A~!(r),
tj. (T's,T(z —s))y = 0. Odtud vyplyva T's € [TN(A)]*". Vztah 1.19(1) pak
plyne z 1.18(6).

TA (r)

Tz TN(A) —TA(0)

T(x —s)

-8 O

Véta 1.20. Necht plati 1.18(1) a 1.18(2). Necht dimN(T) = ¢ <
adimK = N < oco. Necht plati 1.8(1) a TX =Y. Pak pro H= KNN(T)
plati

(TKHt =T 'H, T*[TK]* = H, (1

~



1. Splajny v Hilbertové prostoru (H —splajny) 11

dim (T* 'H) = dimH = N — q. (2)
O

Poznamka 1.21. Podminky véty 1.20 zarucuji existenci a jednoznacnost
splajnu, interpolujiciho libovolné z € Z, pro néZ A~ (z) # 0 - viz dtsledek
1.10

Dtikaz véty 1.20. Ze vztahu 1.13(1) plyne y € (TM)+ = T*y € M+ pro
libovolny podprostor M C X. Odtud

T (TM)*t = Mt n R(T). (1)

(1)Polozme M = K+ a H = KNN(T)*. Pak podle 1.20(1) (existenci 7"~
zarucuje 1.13(2))
(TK+)* =T*"'[K N N(T)*] = T*'H,

nebot

1) v désledku 1.13(3) je R(T*) = N(T)* a

2) podle closed-range theorem 1.13(4) je R(T*) uzavieno v X, protoze

R(T) je uzavieno v Y;
tudiz R(T*) = N(T)*.
7. 1.21(1) plyne 1.20(1)
T*(TK+)t = KN N(T)* = H.

Koneé¢né plati 1.20(2), dim H = N — ¢q. K dikazu
zaprvé odvodime vztahy

A*AN(T)]" = N(T)" NR(A*) = N(T)"n K = H;
(pouzijeme zde 1.20(1) — kde klademe A misto T'a N(T) za M — a ptihléd-
neme k 1.18(6), 1.13(3) a 1.18(8));
zadruhé dokadzeme postupné

dim [AN(T)] =dim N(T) = ¢
(uvazme, 7e A je 1-1 na N(T))
dim[AN(T)]* =N —¢
dim [AN(T)]*+ = dim A*[AN(T)]* = N —¢
(podle 1.13(2) a 1.18(7) je A* prosté zobrazeni na EN),
dim (A* 'H) =dimH = N —q. O
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1.22.
Na zakladé predeslého je mozno sestrojit algoritmus konstrukce interpo-

la¢niho splajnu v nasledujicich ¢tytech krocich:

KROK 1. Najdeme bazi prostoru H = KNN(T)" a to tak, #e najdeme
linedrné nezavislé prvky hi,...,hn_4 v K, ortogonalni k N(T')

N
hi= 3 highy, i = ()N — g. 1)
7=1

KROK 2. Definujeme
fi=T*'h;, i =1(1)N —q. (2)

Kroky 1. a 2. budou v dalsim (odst. 1.7) za specidlnich podminek popsany
podrobnéji.

KROK 3. Podle 1.19(1) a 1.20(1)
Ts e (TKH)* =T""'H.
Odtud

N—q
Ts = Z i fi (3)
i=1

pro nékterd ¢isla pu;, i = 1(1)N — ¢, kterd vypocteme takto:

N—q
D wilfis i)y = (Ts, fi)y = (8,T* ;) x = (s,hy)x =
=1

N N N
1.18(4
= (s, E hjikki)x = E hji(ki, s) x 8 E hjir;.
im1 i=1 i=1

Odtud dostavame systém linedrnich rovnic pro nezndmé u;

N—q N
S (fisfidvmg =D hyry, i =1(1)N —q, (4)
P =1

jehoz matice A = ((fi, fj)v) je symetrickd a kladné definitni Gramova
matice prvka fi,..., fn—q.
V maticovém tvaru se 1.22(4) vyjadii takto:

Ap = Hr, (5)

kde
=1, iy —g)t € ENTU r=[ry,..ry]T € EY,
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A = ((fi,fj)v) je Gramova [(N —gq) x (N — ¢q)] — matice (6)
H = (hij) je [(N —q) x N] — matice.

KROK 4.

N—q
s =T 'Ts=T"" Z i fi (7)
i=1

1.5. Algoritmus pro vyhlazovaci splajn.

1.23.

Stéle predpokladame, ze plati 1.18(1), 1.18(2), 1.8(1) a 1.9 (1).
Pripomenme, 7e vyhlazovaci splajn s, podle definice 1.3 (viz téz poznamku
1.4) je minimizator funkcionalu (na X)

N
Dp(x) = |Talft + 3 5((kz-,x>x — ). (1)
i=1 "*

Prvek s, nabyva na funkciondlu k; hodnoty, kterou budeme znacit rf ,
(ki, sp)x = r? analogicky ke 1.18(4).

Piipomenime déle, ze podle véty 1.15 splajn interpolujici prvek r, =
[rf,...,7%]7 je splajn vyhlazujici prvek r = [ry,...,7y]" — pokud mame za-
rucenu jednozna¢nou existenci obou typt splajnu (napt. pokud plati 1.9(1),
1.8(1), 1.12 (1); viz také dusledek 1.10 a vétu 1.14). Lze tedy pouzit vy-
sledki odst. 1.18.

Necht tedy plati 1.9(1), 1.8 (1) a 1.12(1). Tak jako v 1.22(6) budeme
znacit symbolem A Gramovu matici systému prvkd fi,..., fn—g,

A= ((fi, fj)y) a H = (hij).

Podle 1.22(5) a 1.22(3) plati
Ap,=Hr,, p, = [pf, ...,u?v_q]T € EN—4, }
r,=[r?, ...,r?v]T € EN, Ts, = Zf\;q i fi.
Necht dale
Q = diag(1/p1,...,1/pn).
Odtud dostavame
N—q

||T5p||%/ = Z Nfﬂ?(fiafj)Y = (Aptpptp) pr -
ij=1
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Funkcional ®,(z) na prostoru interpola¢nich splajni se na zikladé prede-
§lého d4 piepsat jako funkciondl na vektorech r,, a to

Uy(rp) :=@p(sp) = (App, pp)pn + (1p — 74)TQ(7’p —r). (3)
Podminka minima funkcionalu ¥,(r,) = ®,(s,) je nasledujici

‘9‘110(77)) _ _
Or7 =0, s =1(1)N.

S pouzitim 1.23(3) obdrzime

ov,(r,) 0
# = 8—712’(14””’””) + (2/ps)(rf —rs) =0

Protoze A nezévisi na r,, bude platit

0 O(Ap,) O(Hr))
gy (Abos 1tp) = 2(=5 57 1p) = 2= 5 57 1p) =
Oy T
:2(87“@”]—[ pp) = 2[H" ppls.

Zavérem
H"p, + Qr, = Qr,

odkud s pomoci 1.23(2) plynou rovnice pro vypocet vektoru p,
(A+HQ 'H")u, = Hr- (4)
Rovnéz odtud plyne vyjadieni r,

r,=1— Q_lHT,up. (5)

Algoritmus pro konstrukci vyhlazovaciho splajnu spocivd v nésledujicich
¢tyrech krocich.

KROKY 1. a 2. se shoduji s kroky 1. a 2. interpola¢niho splajnu (odst.
1.18).

KROK 3. Re§ime systém 1.23(4) pro neznamé slozky vektoru p, a tim

najdeme T's, = SN 9 4? f; a podle 1.23(5) uréime .

KROK 4. je tyz jako v pfipadé interpola¢niho splajnu (odst. 1.18).
Jak bylo v odst. 1.22 feceno, kroky 1. a 2. algoritmu budou podrobnéji
rozvedeny v 1.7 po dalsi specializaci vychozich predpokladii.
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1.6. Lg-splajny.

1.24.
Lg-splajny jsou splajny jistého typu v tzv. Sobolevovych prostorech.
Necht X je linedrni prostor redlnych funkci f na intervalu [0,7T], je-
jichz ¢-ta derivace existuje skoro v§ude, je integrovatelna s kvadratem, (tj.
f@ € L5[0,T]) a derivace f®, i < g, jsou absolutn& spojité na [0, 7.
Prostor X se stane Hilbertovym prostorem, definujeme-li na X skalarni
soucin s odpovidajici normou takto:

: T (4) (%)
=3 / 90 (1)g® (1), (1)

¢ T q .
IFI1? = Z/ (fD2(t)dt =) ||f(2)||%2[0,T]- (2)
i=0 "0 i=0

Tento prostor nazyvame Sobolevovym prostorem a znacéime W%2[0,T].
Je-li nutné, skaldrni souéin 1.6(1 ) resp. normu 1.6(2) znacime (.,.)yyq.2
resp. ||.||ya2-

Poznamenejme, 7ze Sobolevovym prostorem se také nazyva linearni pro-
stor X pfipadné s jinym skalarnim soucinem.

Definice 1.25. Lg-splajn je H-splajn, pro néjz
X je Soboleviiv prostor W20, T, (1)
Y = L2[07 T]7 (2)
q
T=IL:f=Y ajf9, kde aj € C7[0,T], j=0(1)g—1, ag=1. (3)
j=0
Zv14st dulezity je pripad (jimz se budeme zabyvat)
Z = E", N je pfirogené &islo, 4
A fo Nt anf]l e BV, 5
kde A = {)\;}¥ je line4rné nezavisly systém spojitych linedrnich funkcio-
nali na W2[0,T].
Ziejmé L € LIW 2 L] je surjektivni operator. Podle 1.18(7) také ope-
rator A € LIW 2, EN] je surjektivni.
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1.26.

Vysetiime, kdy pti predeslé specifikaci prostort X, Y a Z a operdtora T
a A ma kazdy z problémi 1.2(1) (interpolace) a 1.5(1) (vyhlazeni) presné
jedno feseni.

Podrobnéji feceno, jde o feseni problémii

T ) ) T )
| @y = i [y (1)
kde A~ (r)={f e W92 : \;f =r;, i =1(1)N}

Y N 1
JAZSED SPRUTASE
0 i— Pi

fewa?2

= min { / "L+ S LA -y 2)
- 0 i=1 Pi T

Sta¢i preformulovat na novou situaci podminky 1.7(1), 1.8(1) a 1.12(1)
(véty 1.7, 1.8 a 1.12). Podle véty 1.9 podminka 1.7(1) plati, plati-li 1.8(1)
(nebot LW92 = L5 a dim N(L) = q < o). Podle véty 1.14 plati podminka
1.12(1), plati-li 1.8(1). Zbyva tedy vysettit, kdy je splnéna podminka 1.8(1).
K tomu cili uvazujme homogenni diferencidlni rovnici
Ly = 0.
Ta mize byt zapsina v ekvivalentni formé jako systém

y(t) = ex(t)
dx(t) = A(t)x(t), t€0,T), } (3)

kde
x(t) = [y(®),y' (1), y” 1 (D],
c=[1,0,...,0],
0 | I

A(t) =
—ag(t) —aq (t), ceey —aq,l(t),

kde I je jednotkova matice radu g — 1.
Je-li ®(¢,7) fundamentalni matice systému 1.26(3) spliujici ®(r,7) = I,
bude platit

y(t) € N(L) & y(t) = c®(t,t0)x(to) (4)
pro nékteré ¢y € [0,T] a nékteré feseni x(t) systému 1.26(3).
Oznacme
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Véta 1.27. ([25] Th. 2.3) Podminka 1.8(1) N(L) N N(A) =0 je spinéna,
prave kdyz

hodnostB = q. (1)

Dukaz. Necht y(t) € N(L). Podle 1.26(4) plati y(t) = c®(¢,10)x(to)
pro nékteré to € [0,7] a nékterd feseni x(t) systému 1.26(3). Necht dale
y(t) € N(A). Pak Bx(tp) = 0. Je-li hodnost B = ¢, pak x(ty) =0, y(¢t) =0
a tedy N(L)NN(A) =0.

Je-li hodnost B < ¢, pak existuje nenulovy g-vektor v tak, ze Bv = (0 a fe-
Seni x(t) systému 1.26(3) takové, ze v = x(to). Funkce y(t) = c®(¢,19)x(t0)
patii pode 1.26(4) do N(L) a protoze Bx(ty) = 0, plati y(t) € N(A). Od-
tud 0 # y(t) € N(L) N N(A). O

Podminka 1.27(1) fikd, ze funkciondly Aq,..., Ay, aplikoviny na prvni
slozky fundamentalniho systému feseni soustavy rovnic 1.26(3) — jinak fe-
¢eno aplikovany na bézi prostoru N (L) — davaji matici hodnosti q.

Predeslé avahy potvrzuji nasledujici vétu.

Véta 1.28. Lg-splajn interpolujici nebo vyhlazujici vektor r € EV vzhledem
k operdtorim T = L a A = (\1,...,A\N) existuje a je jednoznacéné urcéen,
kdyz je splnéna jedna z ekvivalentnich podminek:

hodnost B = ¢, (1)

v mnoziné funkciondli {\;}Y ezistuje podmnoZina
o q procich, kterd je linedrné nezdvislda v N(L).

1.29.

Necht na intervalu [0,7] je zaddna sit 0 < ¢ < to < ... < ty < T.
Predpoklidejme nyni, 7ze operator A znamend interpolaci na dané siti, tj.

(Af)i = f(t:), i =1(1)N, feW?*[0,T) (1)
a %e operator L znamend g-tou derivaci,t;j.
L= D1, (2)

Véta 1.30. Pro Lg-splajny spliiujici podminky 1.29 (1) a (2) plati:
Uloha 1.4 (interpolace)
. D
, i |1Dz|L,
resp.

Uloha 1.6 (vyhlazeni)

N
1
in {|D%|2, + S ~[(Az); — ~2}
xe“;;‘;,z{H 2|z, ;—M’i[( )i — il
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ma presné jedno Teseni, kdyz
N >q. (1)
(napt. [23] 1, §1.3, Teor. 1.5, str. 18).

Dtikaz. Plati A='(r) # 0 pro vSechna r = [ry,...,ry]7 € EV, protoze
existuje funkce f € W%2 s vlastnosti f(t;) = r;, i = 1(1)N, napi. Lagran-
getv interpola¢ni polynom stupné N — 1.

Jadro N(A) operatoru A se skldd4 z funkci prostoru W2, které se anu-
luji v bodech sité t1,...,tx. Jadro N(L) operatoru L se sklada z polynomu
stupné < ¢. Prinik N(L) N N(A) obsahuje tedy — pokud plati N > ¢q —
pouze nulovou funkci, protoze netrividlni polynom stupné < ¢ méa nejvys
q — 1 kofenii. Je tedy splnéna podminka 2.17(1).

Jak bylo dokézano v 1.26, Lg-splajny spliuji podminky 1.7(1) a 1.12(1),
coz spolu s pravé potvrzenou podminkou 1.8(1) dokazuje vétu. O

Dohoda 1.31. Vsude v dalsim budeme predpoklddat — pokud nebude te-
éeno jinak — Ze podminka 1.28(2) pro jednoznacnou existenci Lg-splajni
je splnena; pro jednoduchost budeme pokladat mnoZinu {)\i};]:l za linearné
nezdvislou v N(A) (po pFipadném precislovini). Alternativné je téZ mozno
predpoklddat, Ze (prunich) q 7ddki matice B je linedrné nezdvislych.

1.7. Algoritmus konstrukce Lg-splajnu
Polynomické splajny lichého stupné.

1.32.

Piedpokladejme, ze pro Lg-splajn jsou splnény podminky 1.29(1)
ANif = f(t;), i =1(1)N a 1.29(2) T = L = DY a 7e je podminkou 1.30(1),
N > q, zarucena jednoznacnd existence Lg-splajnu — viz vétu 1.30 a do-
hodu 1.31. V této dohodé se predpoklida linearni nezavislost funkcional
Ai v poctu g v N(L). Jsou-li \; definovany piedpisem 1.29(1), \;f = f(&;)
a plati-li 1.29(2) L = D7 a 1.30(1) N > q, pak kterdkoli g-tice funkcionéla
A; je v prostoru N (L) linedrné nezavisla.
Podame podrobnéjsi popis krokt 1. a 2. algoritmu pro vypocet interpo-
la¢niho a vyhlazovaciho splajnu z odst. 1.18 a 1.20.

KROK 1. Jadro N(T') operatoru T' = D7 se sklad4 z polynomi stupné
< q, dimN(T) = ¢; bézi jadra tvoii napt. polynomy 1, z, 22, ..., 297!, Zkon-
struujeme funkce hy,...,hy_4 ve tvaru
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i+q
h; = Zhijkj, i =1(1)N —gq, (1)
=i

ktery se ziska elementarnimi transformacemi systému 1.22(1) (znaceni ko-
eficientti h;; ponechdvame). Prvky h; maji byt ortogonalni k N(T'), coz
vede na nésledujici rovnice pro nezndmé koeficienty h;;

(his@®)war =0, k =0(1)g — 1, i =1(1)N —q, (2)
cili
i+q
> hith =0,k =0(1)g—1, i =1(1)N —q. (3)
Jj=t

Podminku (3) je moZno interpretovat takto: na (g + 1)-uzlové siti A =
{ti, ..., tiyq} je t¥eba zkonstruovat diferencéni aproximaci operatoru DY s fa-
dem aproximace O(h?), tj. takovy diferenéni analog (pomérnou diferenci),
ktery anuluje vSechny polynomy do stupné ¢ — 1. Staci nalézt nezndmé h;;
aZ na konstantni faktor.

KROK 2. Inverze operatoru T*.
Ve shodé s 1.22(2) mame najit funkce

fit) =T hi(t), i =1(1)N —q, (4)

kde hi(t) € N(T)* a T = DA.
K tomu cili pfipomeiime, 7e skaldrni souéin v prostoru X = W%2[0,T]
je definovan

q T
(fr9)waz =Y / F® ) g™ (t)dt =
0

k=0
qg—1

= (Tuf-Teg) 1, + (Tf,Tg)L,,
k=0

kde Ty = DF¥ je spojity linearni operdtor W%2[0,T] — L5[0,T), k =
0(1)g — 1. Greenova funkce G, operatoru T'= DY m4 tvar
G (o —t) = (2 — )7 /(g — 1L,
takze pro T operujici vzhledem k z plati
TG, (s —1) =5, 5)

kde d; je Diracova funkce § vztazena k proménné t. Zdiraznéme, zZe vyrazy,
v nichz vystupuji G, a d;, chipeme jako zobecnéné funkce.
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Tvrzeni 1.33. Necht funkce h(z) € X = W20, T] je ortogondini k N(T).
Pak plati

(T*'h)(t) = (h(z), G4 (z —t))x. (6)

Poznamka 1.34. 7 ndsledujiciho dikazu je patrné, Ze tvrzeni plati pro
libovolné linedrni operdtory T; : X — Lo[0,T] a pro funkci G, spliiujici
TG+(I - t) == (St.

Diikaz véty 1.33. Oznaéme f(t) = T*~'h(t), g(t) = (h(z),Gy(z —1))x.
Rovnost 1.33(6) je ekvivalentni s ronosti h(t) = T*g(t). Pokud pro libovolné
p(t) € X plati

(h,p)x = (T7g,1)x (= (9, Tp)L), (1)
bude platit i 1.33(6). Funkce p(z) se da vyjadrit ve tvaru
p(z) = n(z) + (G (z = 1), Tu(t)) L,
kde n(z) € N(T), nebot ziejmy vztah
T(Gy(z— t)aTu(t))L2 = (6$7TM)L2 = Tu(z)

vyjadiuje, ze (G4 (z — t),Tu(t))r, a p(z) se lisi (aditivné) jen o prvek

z N(T).
Odtud obdrzime
(hvu)X = (hvn)X + (hv (G+ (I - t)vT:U‘(t))la)X = )
qg—1
= Z:O(Tih(m),Ti(GJr@ =), Tu(t))Ls) Lo+
(2)
+(Th(I)7 T(G+(£B - t)vTﬂ’(t))L2)L2 =
qg—1
= Z:O(Tih(m),Ti(GJr@ =), Tu(t)Ly) Lo + (Th(z), Ti(z)) L, - )

7 druhé strany

(9, Tp)r, = ((h(2), Go(x = 1) x, Tp(t)) L, =

q—1 (3)

= g((Tih(fv),TiG#:v = 1)1, T (1)) 1y + (Th(2), Tpa(t)) 1,
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Rovnost (h, ) x = (9,Tp) 1, je tim dokazana, nebot poradek integrovani
v 2 a 3 lze zaménit; totiz plati

5 (03h(). TG = D)1 T8, =
= 5 (b, TG = 0, T ) ]

1.35.
7 predeslé véty plyne

i+q

fi) = (D highj, (z = 4 /(@ = 1)1 -
j=t

S ohledem na interpolaéni vztah (k;,u)yq2 = u(t;) obdrzime
i+q
filt) =Y hi(t; =) /(@ = 1), i = LN —q, (1)
j=i

nebo po tGpravé hij = hi;ij—1, i = L(1)N —¢q, j = 1(1)g + 1, je# m4 za
cil upravit pasovou matici H = (hi;j) na tvar plné (N — ¢ x ¢ + 1)-matice
H = (hi;) (thloptitky pasu v H piejdou ve sloupce v H), bude
q+1
_ . ,
filt) =Y haj(tipj =) /(g = 1)), i =1(1)N —q. (2)
j=1

KROK 3. Poznamky ke struktuie splajnu. Podle 1.22(3)

N—q
Ts =0 = 3" i,
i=1

je po &astech polynomicka funkce stupné ¢ — 1 hladkosti C972[0,T]. Z vy-
jadreni 1.35(1) vychaazi
SR () = s @R (1) =0, &k = 0(1)g — 2.
Vné intervalu [t,¢x] je funkce 5@ totozn& rovna 0. TudiZ po g-nasobné
integraci obdrzime splajn, ktery v kazdém podintervalu [¢;, t;11] je polynom
stupné 2g—1 a v intervalech [0, #1] a [tx, T'] se prodluzuje polynomem stupné
q — 1. Na celém definiénim intervalu [0, T] plati s(t) € C?772(0,T].
Matice A z rovnice 1.22(5) pro interpola¢ni splajn

Ap = Hr
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a symetrickd pozitivné definitni matice (A + HQ 'HT) z rovnice 1.21(4)
pro vyhlazovaci spajn

(A +HQ 'H" ), = Hr

jsou pasové, prvni o Sifce pasu 2g — 1, druhd 2¢q + 1. Tyto matice zavisi
pouze na siti ty, ..., ty a nezavisi na vzorku (na hodnotéch) ry,...,rn.

KROK 4. Inverze operatoru T' = D?. Jak vime 1.22(7),

N—q
Ts=sD(t) =Y pifilt)
i=1

neboli s ohledem na 1.35(2)
N—qq+1

SO =3 wihirltivir — 05" /(g - 1) (3)
i=1 1=1
S ohledem na lokélni vlastnost funkci f;(t) je moiné zapsat funkci s(9(t) =:

sg-q) () na intervalu [t;,t;41] ve tvaru

B g+l
SO =35 wihaltivi— — )4 /(g — 1)L, (4)
i=a [=1
kde @« = max(1l,5 — ¢+ 1), 8 = min(N — ¢,j). Na intervalu [t;, ;1]
vytvoiime splajn s;(t) podle pravidla
2q—1
k
si(t) = Y a6 —1)* kL,
k=0
kde ziejmé
k
ag- ) = s(k)(tj).
7 1.35(4) pak plyne
ag_quk) _ S(q+k)(tj) -

B q+1 B .
= (1) Z Zﬂihil(tiﬂ—l —t) 4 (g —1—k)!
= (=1

proj = 1(1)N —1, £ = 0(1)q — 1, pficemz se s¢itani provadi pouze pro

j < 7+1—1. Odtud se pfimo vypoctou ag-q), .y ag-Qq_l). Dale ag.o) =r; v pii-
padé interpola¢niho splajnu, a ag-o) = r;-’ v pripadé vyhlazovaciho splajnu,
pFicemz r;-’ plyne z 1.21 (5). Pro efektivni vypocet koeficient ag-l), ceey ag-q_l)

je vypracovana rada algoritmt, z nichz jeden uvadime v nasledujicim.

1.36.
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Zbyva najit koeficienty
(D

(g-1)
Aj sy O .

(1)

Oznaéme P;(t) polynom stupné 2¢—1, ktery je na intervalu [t;, ;4 totozny
se splajnem s(t). Vyjadieni funkce s(t) obdrzime g-ndsobnou integraci vy-

razu 1.35(3) s vysledkem

N—qq+1

s(t) = Mg (8) + (=17 3° > Nihyj(tisr 1 — 927 /(29 = 1),

=1 [=1

kde M, je polynom stupné ¢ — 1. Z toho plynou vztahy

Pi)= (-1 S Mhaltiio — )77 /(2q — 1!+ M, (8).

N>i +1-1>j
Pipi(t) = Pi(t) = (=172 1sji — (CDT X005 =

= (7= % At — 02 /(20 - 1)t =
iHl—1=j+1

=cj(tjp1 — 1)1/ (2¢ — 1)}

ze ziejmych relaci

Pj@q*l)(t) _ a§2q71)
PETV@®) = o
vyplyva
cj = ag-i?fl) —a 5-21171).

(2)

(3)

Polynomy Pj a Pj; se tedy lisi o polynom (4), ktery uz zname. Pro vypocet
hledanych koeficientt (1) zvolime ¢ —1 uzlt ¢;1, ..., tj14—1, a pfipomeneme

ziejmy fakt, ze v pripadé interpolace resp. vyhlazovani plati

P (tm) =rmresp. 7y, m=j+1,..,7+qg—1.

(5)

Podminky (4) a (5) vedou na systém g—1 linearnich algebraickych rovnic

v neznamych (1), totiz na systém

)

> a;k)(tm _ tj)k/k! = resp. - > agk)(tm - tj)k/k! -
k=1 re k=aq

m—1
— ol =% (@1 = )ty — )/ (20 = 1)

k=3 ),
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prom=j+1,...,7+q—1. Vztah (6) plyne z rovnice
m—1
_Pj(tm) - Z [Pk+1(tm) - Pk(tm)] + P (tm) =0
k=j
nebo po Upravé z rovnic
m—1

Pj(tm) = Pu(tm) — kz: k(thpr — tm)?7 1 /(2¢ — 1)1 =
=J

m—1

= Pu(tm) — 3 (a0 = a2 ) (b1 — t)?" /(2 — 1)L

k=j

(1) al?™v nalezeny. Algoritmus je skonéen. O

Tim jsou koeficienty aj .y



2. Lg-SPLAJN JAKO PROJEKCE VE W%2[0, T].

Interpolace EHB dat: Fundamentalni teorém

2.1. Interpolace Lg-splajnem jako minimd&lni problém ve Wq, 2]0, T'].

Véta 2.6 a véta 2.7 jsou bezprostiednimi disledky dobie zndmé véty o pro-
jekci (viz napt. [17] Th. 2, §3.3, str. 51 a Th. 1, §3.10, str. 64, § 10; véty
o projekci bylo pouzito v nasem textu jednou jiz dfive, a to v dikazu véty
1.19).

Véta 2.1. Véta o projekci. Necht H je Hilbertuv prostor, M uzavieny pod-
prostor v H a x € H. Pak ezistuje jediny prvek & € M takovy, Ze ||x—Z||g =
ming e ||z —ml|g. & € M je minimalizufici proek, pravé kdyz x — & je or-
togondlni k M.(Viz obrazek nize.) O

Dusledek 2.2. Je-li M generovin mnozZinou prvki {yi,....,yn} C H, pak
A n T v v ,
T =14 04y, kde vektor a = [aq,...,ap]" je FeSenim systému
Ga = ((il?, yl)Ha sry (Ia yn)H)Ta
a kde
G = ((yiayj)H)?,j:I

je Gramova matice mnoziny {yi,...,yn}. Predeslé rovnice v nezndmych
A1, ..., Oy S€ NO2ZYVaji normdalni rovnice pro dany minimalizacni problém.

O
Timto zptisobem je ddna numerickd metoda pro feseni minimalizacniho
problému. K tomu, aby systém norméalnich rovnic byl jednoznacné fesitelny,
je nutné a stacéi, aby Gramova matice G byla nesingularni, tj. aby systém
prvkt {yi1,...,yn} byl linedrné nezavisly.
Nasledujici véta je jednoduchou modifikaci véty o projekci.
25
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Véta 2.3. Necht M je (uzavieny) podprostor Hilbertova prostoru Hyx € H
aV = x4+ M. Pak existuje jediny prvek xog ve varieté¢ V, ktery md mini-
mdini normu, ||zo||p = mingey ||y||g. Ddle o je ortogondini k M a plati
xg = x — &. (Viz obréazek vyse.) O

Dusledek 2.4. Necht {y1,...,yn} je linearné nezdvisla mnozina prvki v H.
Necht ¢y md minimdlni normu mezi vsems proky x € H, které splnuji
(xayZ)H = G, = 1(1)n7

kde ¢ = [c1,...,cn)T je ddno.
Pak

n
w0 =Y Biti,
=1
kde nezndmyj vektor B = [B1, ..., Bn]" vyhovuje rovnicim
Gp =c. |
2.5.

Vysledky nasledujiciho paragrafu charakterizuji Lg-splajn jako projekci
ve W%2[0,T]. Abychom toho cile dosihli, musime v lineArnim prostoru
W20, T)] definovat vhodnou normu, ekvivalentni s normou 1.6(2).

Upozoriiujeme na dohodu 1.31, v ni% piedpokladame, Ze mnozina {\;}{
spojitych linedrnich funkcionalt na W%2[0, T] je linedrné nezavisla v N (L),
aby byla zaruc¢ena jednoznacénd existence Lg-splajnu.

Nuze, necht {z;(.)}{ je baze v jddru operatoru L, N(L), kterd je dudlni
k systému {\;}], tj.

Lzj =0, X\zj=4dij, i,5=1(1)q (1)
a necht G(.,.) je Greenova funkce ([21] str.673) operatoru L spliwjici
LG(.,7)=06(r,.), NG(.,7)=0. (2)

Zde i v dalsim vyrazy, ve kterych vystupuje G a Diracova funkce d, nutno
chapat ve smyslu zobecnénych funkci.
Pak kazdé f € W20, T] miize byt jednoznaéné rozlozeno jako

q T
ft) = Z(Ajf)zg'(t) +/0 G(t, T)[Lf(T)]dr. (3)

j=1
Vskutku, podle [20] Th.2, str.32, f 4, pro libovolné g(t) € L[N(L)"] plati

T
-1 = T T)dT.
Llg(t) = /0 G(t,7)g(r)d
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(L~ existuje, protoze L je 1 — 1 na mnoziné N(L)*). Odtud

T
£0) =L L£t) = [ Gt L))
0
je vyjadieni libovolného prvku fo(t) € N(L)™ .
Libovolny prvek f € W2 se d4 rozlozit na soucet f = fi + fo, kde

fieN(L), f2 € N(L)*,
q

) = Z(Ajfl)zj(t),

j=1
T
f2(t) = / G(t,7)[Lf2(r)]dr.
0
Vzorec 2.5(3) pak plyne z toho, ze plati
Nif =Xjfi+Xjfa = Ajfr,
nebot podle 2.5(1) plati \jfo =0, Lf = Lfi + Lfs = Lfo. O

To dava nivod na novy skalarni soucin pro W42[0,T] -~ s novym ozna-
¢enim prostoru symbolem H?2[0, T —
q

T
(e e = 3 (ge) O ) + / (Le)(LS) (4)
j=1 0
s odpovidajici normou
q T
1o = SO 1) + / (Lf)?. (5)
j=1 0

Prvni ¢len na pravé strané pravé definovaného vztahu (5) nezavisi na
f € A Y(r). Tudiz definice 1.2 se d4 preformulovat nasledujicim zptisobem.

Véta 2.6. Lg-splajn jako problém minimdlni normy ([26]).
Funkce s(t) € A™'(r) je Lg-splajn interpolugici {r;}Y vzhledem k A =
(A, jestlize

2 . 2
S 2 = min 2. 1
[Is[5ra.2 fEAfl(,ﬁ)”f”Hq’Z (1)
O
Nésledujici vysledek je snadny diledek véty o projekei (véta 2.1).

Véta 2.7. Lg-splajn jako projekce v H%2[0,T] ([26]).
Necht g(t) je libovolnd funkce v A~'(r). Pak Lg-splajn s(t) je projekce
g na K = span{k;}IV (viz 1.18(5)). s je tedy funkce v K spliujici

lg — 5| a2 =}Téilf(1||g—f||m,2- (1)
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a
lg — fll N(A)
N\ NA)L =K
Reseni alohy (1) je stanoveno v nasledujici véte.
Véta 2.8. ([22] Th. 6). Lg-splajn s interpolujici {r;}Y vzhledem k A =
{\ Y je ddn vztahem
s(t) = kT ()R 'r, (1)

kde
E" = [k, .. kN,
R je symetricki N x N-matice, jejiz ij-ty prvek je (ki, kj) ga..

Diikaz. Podle véty 2.7 prvek s patii do K. Odtud
N
s = Z Ozjkj = kTOz,
j=1

kde a = [ay,...,an]” a k; jsou reprezentanty funkcionaléi A; (1.18). Ne-
znamé «; se najdou s pomoci interpolacnich podminek 7; = Ajs = (k;, ) =
iy aj(ky, ki), odkud r = Ro, R = ((ki,kj)). Protoze systém {k;}} je
linedrné nezavisly, matice R je nesingularni a tudiz

a=R'r, s =k"R7'r. U
2.9.

Kli¢ovy vyznam pro charakterizaci Lg-splajnti mé néasledujici véta 2.10
([8] Th. 2.1). Jeji tvrzeni plati, i kdyZ neni splnéna (dostatecnd) podminka
jednoznacnosti pro interpola¢ni Lg-splajn (jak je pozadovana napi. ve vété
1.28 nebo v dohodé 1.31).

Véta 2.10. Problém 1.26(1) md vidy veseni. Funkce s € A~ (r) vesi tento
problém, prave kdyZ

T
/ LsLg =0 pro v8echna g € N(A), (1)
0

kde N(A) = {f € H®? : \;f =0, i = 1(1)N} je jdadro zobrazeni A.
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Diikaz. Podprostor N(L)4N (A) je uzavieny, protoze dim N (L) < oco. Lg-
splajn s tudiz existuje podle véty 1.6 a ortogonalita (1) je dokdzana.

Obréaceng, plati-li (1) pro nékteré s € A~ 1(r) a viechna g € N(A), snadno
z toho odvodime, 7e s spliuje 1.26(1). Plati totiz

/(Lf)2:/(L3)2+2/LS(Lf—Ls)+/(Lf—Ls)2 -

= /(Ls)2 + /[(L(f — 8)]% pro kazdé f € A L(r).
Odtud
/(Ls)2 < /(Lf)2 pro viechna f € A~ (r). O

2.2. Lg-splajny interpolujici EHB data.
2.11.

Smyslem naledujici avahy je nalezeni charakteristickych podminek pro
splajny interpolujici EHB data.

2.12.

V dalsim budeme specifikovat funkciondly A; nasledujicim zptisobem.
Kazdému \; prislusi bod ¢;, 0 <t; <T a celé éislo j;, 0 < j; < g —1 resp.
vektor o; = [ajo, ..., 1] # 0 tak, Ze plati

Nof = fU(t;), i = 1(1)N, (1)

respektive
q—1
Aif =Y i f9(t), i =1(1)N. (2)
j=0

Rikdme, 7e systém A = {)\;})V generuje Hermite-Birkhoffiiv (struéné HB)
interpolacéni problém, resp. rozsifeny Hermite-Birkhoffiv (struéné EHB)
interpola¢ni problém.

Body t; € [0,T], 0(=t9) <t1 < ... <ty < (tn41 =)T, spliwjici 2.12(1)
a (2), se nazyvaji uzly Lg-splajnu. Jestlize ¢t = ¢; = t;11 = ... = tjy_1,
fikdme, Ze uzel t je l-ndsobny nebo Ze funkciondly X;, j = 1(1)i +1 — 1,
jsou vztazeny k témuz uzlu ¢. V tomto pripadé predpokliddédme, ze matice,
tvorend fadky «j, j = i(1)i +1 — 1, ma hodnost [. Oviem plati | < g.

2.13.
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D4 se dokazat,7e systém A = {)\;}} definujici EHB problém je linearné
nezavisly a ze v Hilbertovych prostorech s reprodukujicim jidrem jsou funk-
ciondly \; spojité (4.10)).

2.14.

Vysledek zikladni dilezitosti je fundamentilni véta 2.20 charakterizu-
jici Lg-splajny interpolujici EHB data. Tato véta je zaloZena na vété 2.10
predeslého paragrafu 2.9. Uvedeni véty 2.20 vyzaduje jistou pripravu.

2.15.

Nejprve dokdzeme, Ze libovolné Feseni s rovnice 1.26(1) odpovidajici EHB
datim A spliiuje L*Ls = 0 v intervalech mezi uzly (¢;, t;1+1) (za predpokladu
t; < tir1), kde L* znaci formalni sdruieny operator k L definovany vztahem

L*f = j{: ) (a; f)V

Vskutku, necht g je funkce z COO[O, T], jejiz suport suppg(t) = cl{t € [0,7T] :
g(t) # 0} (kde ,cl* = closure = uzaveér) je podmnozinou intervalu (¢;, t;11).
Odtud pro restrikci § = g |1, 4, ,) Plati g € C¢°[t;, tiy1]. Existujiyi, i1, ¢ <
Yi < yir1 < tiyq tak, ze g(t ) = 0 pro v8echna t € (t;,y;)U(yit1,ti+1). Odtud
wn)—o—gﬂmﬂ)ogqu—MMMﬁgeNmyzmmpmw
podle 2.10(1) a po integraci per partes (viz napt. [20],4 4, rovnici (10), str.

13, v niz polozime y = g, z = Ls)

T tit1
0 :/ LsLg :/ gL*Ls,
0 t;

i

jez vede ke vztahu

0 =(g,L"Ls) v prostoru Lo[t;, t;j11]
pro vSechna g € C§°[t;,t;y1]. Jak je dobfe znadmo, mnozina C§°[t;, ti + 1]
je hustd v Lo[t;,t;+1) (napt. [13], 2.6.1, § 5, také [19a], str. 106). Odtud
L*Ls = 0 v intervalu (t;,t;41).
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2.16.

Nyni dokdZzeme, ze Ls(t) =0 pro0 <t <ty aty <t<T.
Ls je spojitd na mnoziné (0,%1) U (tx,T), protoze L*Ls = 0. Pfedpokla-
dejme Ls(7) # 0 pro néjaké 0 < 7 < t; a poloZzme
| os(t), ti<t<T
”(t)_{ u(t), 0<t<t;
kde u(t) € N(L) spliwje v () = s¥(), 0 < j < g — 1. Potom
v € W%2[0,T] a s ohledem na spojitost Ls mame

/OT(Lv)2 = /Otl(Lu)2 + /:(LS)Z < /OT(LS)Q_

Ale skutecnost, ze \js = A\;v pro vSechna A; € A odporuje miniméalni vlast-
nosti s, 1.26(1).

2.17.

Zavedeme pojem operatorit R(), které se objevi v podmince 2.20(3).
Zvolme t € (0,T), € > 0 dostatecns malé a g € N(A) N C§(t — &,t + ¢).
Integrovani 2.10(1) po ¢astech dava

t+e -l
0= / LsLg=—> g (#)[Tys]:, (1)
t=e i=0
kde
q—i—1
Tis = > (=1)"(aj4i 11Ls)P), i =0(1)g—1 (2)
=0
[@]; = ®(t+) — D(t—). (3)
Relace analogicka k 2.17(1) plati i pro body 0 a T spolu s definici
[®]o = @(0+), [®]r = (T—). (4)
2.18.
Upravime 2.17(1) néasledujicim zptisobem. Necht matice o = (ozij)é’_ol’q_l,
| < g m4 hodnost ! a necht o = (&ij)g’_ol’q_l je q X g nesingularni matice,

je7 se ziskd roz§ffenim matice . Oznacime jako n = (n;;) matici (& !)T.
Dale, definujeme-li
q—1 d q—1
M; = Zaij(%)] aRi=> niTj, i =0(1)g— 1, (1)
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pak po mensim pocitani obdrzime

Q
,_\

g® Fs]t—ZMg [R;s]

<.
Il
=)

pro viechna g € W% a s € K (= span{k;}{, véta 2.7).
2.19.

Predpokladejme nyni, 7ze ¢t € [0,T] je uzel splajnu s a 7e
existuje [(t) funkciondli v A vztaZengch k témuzZ uzlu t (1)

podle 2.12 (1) a (2). Pak M\”, i = 0(1)I(t)— 1, je definovéno podle 2.18(1)
s koeficienty «;; specifikovanymi jako «;;(t), tj.

Mg = qz_:aij(t)g(j)(t), i =0(1)I(t) — 1. (2)
j=0

[Radky a;(t) = (aio(t), ..., aig—1(t)) jsou podle piedpokladu linedrné nezd-
vislé.] Ziejma M € A, i = 0(1)I(t) — 1.
Operatory Rgt) jsou definovany analogicky jako R; v 2.18(1)

q—1

RYs = mij()lys, U(t) <i < 1. (3)
j=0

Uzavieme predeslé tvahy nasledujici fundamentalni charakteriza¢ni veé-
tou.

Véta 2.20. Fundamentdlni véta([8], Th. 3.6.)
Necht' s je Lg-splajn interpolujici EHB data {r;}Y vzhledem k A = {\;}.
Pak

L*Ls(t) =0, jestlize t neni uzel a t € [0,T] (1)
Xis=r; 1 =1(1)N (2)
[Rgt)s]t =0, I(t) <i<q—1, jestlize t je uzel (3)
Ls(t) =0pro0<t<tiaty <t<T. (4)

Obrdcené, libovolnd funkce s € W%2[0,T] spliiujici 2.20(4) az 2.20(4) je
Lg-splajn interpolugici {r;} vzhledem k A.

Dikaz nasleduje za poznamkou 2.21
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Poznamka 2.21.

1) Cislo I(t) z podminky (3) je definovino ve 2.19(1), operdtor Rgt)s ve
2.19(3) a symbol [-]; v 2.17(3).

2) Predpoklddd se, Ze systém A je linedrné nezdvisly ve W2, ale exis-
tence podmnoZiny Ay = {\;}] C A, kterd je linedrné nezdvisld v N(L), se
nepiedpoklddd. (Existence takové Ay zarucuje jednoznacénou existenci Lg-
splagnu s podle véty 1.28. Potrebuje se pouze existence Lg-splajnu, a ta je
zarucena vétou 2.10.)

Diikaz véty 2.20. Nutnost podminek véty 2.20 az na podminku (3) byla
jiz. dokdzana vpredu. Abychom dokdzali nutnost podminky (3), predpo-
klddejme ty € (0,7) a zvolme j, I(ty) < j < ¢ — 1. Zvolme ¢ > 0
tak, aby to byl jediny uzel splajnu s v intervalu (ty — e,t9 + ¢). Pak,
jak je snadno vidét, existuji funkce g; € Cg°(tg — €,tp + ¢€), takové, Ze
(gi(to), - ](.q_l)(tg))T je j-ty sloupec matice & !. Podle konstrukce plati
Mi(to)gj =05, i =0(1)¢g—1ag; € N(A). Kdyz nyni kombinujeme 2.17(1)
a 2.18(1), obdrzime 0 = [R\”)s];,. Piipady 1(0) > 0 a {(T) > 0 se vySetii
podobné.

Na zékladé véty 2.10 obraceni plyne bezprostiedné z relace, ktera se
snadno ovéri

T
/ Ls(Ls — Lf) = 0 pro libovolné f € A~ *(r). O
0

V praxi se nejcastéji vyskytuje interpolace HB dat, eventudlné piipad
L =D a )\ f = f(t;). V nasledujicich disledcich redukujeme obecné vy-
sledky, tykajici se EHB dat, na néktery z téchto pripadu.

Dausledek 2.22. Predpokladejme, Ze s je Lg-splajn interpolujici HB data
a Ze t = t; pro nékteré i = 1(1)N je uzel splajnu s. Necht k = 0(1)q — 1
a k # j; (viz 2.12). Pak [Cys]; = 0.

Diikaz. PouZzijeme postupu z 2.17. Lze zvolit e >0 a g € C§°(t —¢,t+¢)
tak, ze pro k pevné ¢ () # 0, ¢W(t) =0, i #k, 0 <4 < q— 1. Plat
ziejmé g € N(A) a 2.17(1) dava zadany vysledek. 0

hspace*3mm Nésledujici disledek véty 2.20 udéva pro interpola¢ni HB
problém, které derivace Lg-splajnu jsou spojité.

Ddusledek 2.23. Predpokladejme, Ze s je Lg-splajn interpolujici HB data
a Ze pro néjaké i = 1(1)N, t =t; je uzel splajnu s. Pak

1. Je-li t € (0,T), plati [s9]; =0 pro j =0(1)2g — 2 — j;.

2. Je-li L=D%ak=01)g—1, k#j;, plati [s?1=F -], =0.
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Diikaz. 1. Protoze s € Cg_l[O,T], plati [s()]; = 0 pro j = 0(1)g— 1. Nyni
predpokladejme, Ze tento zavér plati pro vSechna j slhujici 0 < 57 < p <
2q — 2 — 3;. Pak j7; < 2q¢ — p — 2 a tudiz podle disledku 2.22

p—q+1 ' '
0=[Togpasli = Y (=17 [(aj120—p-1L5)]:. (1)
§=0
Pouzijeme-li Leibnitzova pravidla a indukéniho predpokladu [s¢)]; = 0 pro
7 =0(1)p, (1) se redukuje na 0 = (—1)p*q[ags(p+1)]t a odtud plyne tvrzeni,
protoze ag # 0.

2. Podle dtsledku 2.22. O
Dusledek 2.24. Predpokladejme, Ze s je Lg-splajn interpolujici EHB data
a Ze pro nékteré i = 1(1)N je t = t; uzel splajnu s. Necht L = D? a necht' \;
jsou zadand pouze podminkou typu \;f = f(t;) pro vsechna f (a dané i) .
Pak [s9)]; =0, 5 =0(1)2¢ — 2.

Dukaz. Vzorce 2.17(2) a 2.18(1) maji nyni tvar

Tjs = (—1)77s2073=D 5 =0(1)g -1
Ris = Y95 mij (—1)1795@a=3=1 i = 1(1)g — 1.

Abychom vyjadiili 2.20(4), polozme o; = (1,0, ...,0), & = I,. Odtud (a=1)7
= I,. Uzel t splajnu s je jednoduchy (I(¢) = 1), tudiz R;s =I';s a odtud

0 =[RVs]; = [(~1)71s1=1 =D, pro i = 1(1)g — L. O

Poznamenejme, ze v pripadé \;f = f(t;) pro vSechna f, uzel t = ¢; je
jednoduchy vzhledem k pozadavku, aby matice a = (a(ij)(t))é’_ol’q_l byla

hodnosti .



3. STOCHASTICKY ODHAD A KALMANOVA
FILTRACE

V dalsim vykladu pouzijeme Kalmanova pristupu k problému filtrace
a predikce [9]. Prislusnd rekurzivni metoda bude popsdna v odst. 3.2.
V odst. 3.1 je vyloZena nezbytna priprava ze statistiky.

3.1. Odhad minimalizujici rozptyl.
3.1.

Mnozina redlnych ndhodnych veli¢in z na daném (IR, B, P), které maji
nulovou stfedni hodnotu a konetny rozptyl, (tj. Ez = [, z(t)dP(t) = 0
a [p 2%(t)dP(t) < 00), je Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem (z,y) =
E(zy) a s ptislusnou normou ||z||? = Ex2. Oznacime jej H. Piesné feceno,
tento soucin je definovdn na mnoziné t¥id ekvivalentnich veli¢in (velicin,
které se lisi jen na mnoziné P-miry nula; ekvivalence veli¢in z a y je tedy
charakterizovana vztahem E(z—y)? = 0). Souéin (z, %) vSak ziejmé nezavisi
na volbé reprezentantii ve tiidach ekvivalentnich veli¢in. Z toho divodu se
vyjadfujeme tak, jako by byl definovin na samotném prostoru nadhodnych
veli¢in.

Jsou-liz =[xy, ...,2,)" a2z =[21, ..., 2,]" prvky v H", definujeme skaldrni
soucin a prislusnou normu v H formulemi

(z,2)un = B> _ ziz;) = TrR(xa"), (1)

1=1
[2]3 = BQY_ a7) = E(||el[f) = TrE(xx"), (2)
i=1

(Tr = stopa) kde matice
E(sz) = (E($izj))?,j:1' (3)
H" s vySe zavedenym skalarnim soucinem tvoii Hilberttiv prostor.
Predpokladejme dale, 7e {z1, ...,z } C H™. Prostor H = span{z1, ..., 2}
,generovany“ témito vektory definujeme jako mnozinu n-vektoru z = k121 +
oo + k42, kde kj jsou redlné n x m-matice.

Podotknéme jesté, ze v odst. 3.1 budeme pracovat s ndhodnymi velici-
nami z prostoru H.

35
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3.2.

Predpokladejme, Ze jsme provedli experiment, ktery vede na vektor dat
v ve tvaru

v =Mz +w,

kde z je nezndmy ndhodny vektor parametrt, w je ndhodny vektor a M
znama matice. Pak v je ndhodny vektor.

Ulohu, jak vyjadiit vektor z, fesime metodou (linedrniho) odhadu vek-
toru z z méfeni v = [vy,...,v,]" . Pod (linedrnim) odhadem vektoru z tvo-
fenym na béazi (méfeni) v minimalizaci vyrazu E[||z—||?], rozumime prvek
& prostoru H = span{v;}7*, ! pro n&jz E[||z — 2||?] = ng}rIlE[Hx — %]

y
Zde se pod || - || rozumi norma v redlném euklidovském prostoru pat-
ficné (konecné) dimenze. Vzhledem k definici normy || - ||3», odst. 3.1, je
Bl||lz — #|P*] = |z — @[3,

Nasledujici véta, kterda dava explicitni vzorec pro odhad z, je ve skutec-

nosti pouhou aplikaci normélnich rovnic (viz 2.1).

Véta 3.3. (Odhad minimalizujici rozptyl.)
I. Predpokladejme, Ze
v =Mz +w (1)

je znamy nahodny m-vektor dat, T je nezndmy ndhodny n-vektor, w je
nezndamy ndahodny m-vektor chyb a M je zndmd konstantni m X n-matice.
Predpoklidejme, Ze E(vvT) je nesinguldrni. Pak linedrni odhad & vektoru
x tvofenyj na bazi (méieni) v — minimalizaci E[||x — z||?] - je
& = E[zvT][E(voT)] Lo, (2)
s odpovidagici kovarianéni (rozptylovou) matici chyb
El(z —2)(z — 2)7] = E(za™) — E(zv")x }
T

x[E(vo")] ' E(va") = E(za”) - E(217). (3)

II. Oznacme E(vw”) = R, E(zz") = S a predpoklidejme, Ze plati
E(wzT) = 0 a Ze MSMT + R je nesinguldrni. Pak linedrni odhad i za-
loZeny na v minimalizujici E[||z — 2||?] je

i=SMT(MSM" + R)~'v (4)
s kovarianci chyb

Elz—#)(z—3T]=8 —SMT(MSMT + R)"*MST. (5)

1Koeﬁcienty v linearni kombinaci jsou matice typu n x 1.
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Pozndmka. Matice R a S jsou pozitivné semidefinitni (napf. [1]
I, Th. 3).

Diikaz véty 3.3. I. Problém se rozpada na separatni problémy pro kaz-
dou slozku z;. Protoze zde nejsou zadna omezeni, -ty subproblém je prosté
uloha o nalezeni nejlepsi aproximace veli¢iny z; v podprostoru generova-
ném veli¢inami v;.

Vyjadiime optimalni odhad ve tvaru £ = Kv, kde K je n X m-matice.
Pak i-ty subproblém je ekvivalentni s problémem vybrat -ty fadek matice
K, jenz dava Z; jako optimalni linedrni kombinaci slozek v;. Tudiz kazdy
radek matice K spliuje norméalni rovnice prislusejici projekci x; do prostoru
span{v; }7. Je-li K = («;;), pak se normélni matice

m
S (v, o) = (@), i =1(Un, k = 1(1)m, (6)
j=1
daji zapsat v maticové formé
(v1,v1) - .. (v1,0m) (v1,21) ... (v1,25)
..................... K= . ... (7)
(’Um,'Ul) (Umavm) (’Um,l’l) (Uma$n)

neboli

z ¢ehoz vyplyva
K = E(zvl)[E(vo?)] 1,
a to je zddany vysledek.
Diikaz vzorce pro kovarianci chyby se obdrzi pfimym dosazenim.

II. Tento vysledek plyne z &asti I, nebot plati E(vo”) = MSMT + R
a BE(zvT) = SMT. O

Pro jednoduchost je nasledujici véta 3.4 formulovina pouze pro nezna-
mou nadhodnou veli¢inu z. ProtoZe odhad minimalizujici rozptyl n-dimenzio-
nalniho ndhodného vektoru je pouze n separatnich problémi, tvrzeni véty
se snadno prenese na obecnéjsi pripad.

Véta 3.4. Necht z je prvek Hilbertova prostoru H ndhodnijch velic¢in a necht
T oznacuje jeho ortogondlni projekci na uzavieny podprostor Vi prostoru
H. (Tedy & je optimdlni odhad veliciny x ve Vy.) Necht vy je m-vektor nd-
hodnijch velicin, jeZ generuji podprostor Vo prostoru H a necht o znaci
m-dimenziondlni vektor projekci sloZek vektoru vo do Vi. (Do je tedy vektor
nejlepsich odhadi vektoru ve ve Vi.) Oznacéme vy = vy — U9. Pak projekce

N . .t .
veliciny x na podprostor Vi + Vs, znacend z, je

= + B(i")2)[B(5205 )] ", (1)



38 3.1. Odhad minimalizujici rozptyl

za predpokladu, Ze [E(f)QT)]_l ezistuje.

Jingmi slovy, 2 je & plus nejlepsi odhad veliciny z v podprostoru Vs
generovaném vs.

Dukaz. Je jasné, ze Vi + Vo = V; + 172 a ze 172 je ortogonalni k V;. Déle
podprostor V; + Vs je uzavieny, protoze Vo je koneéné dimenze. Vysledek
pak plyne z véty 3.3, protoZze projekce na soucet dvou ortogondlnich pod-
prostori je soucet projekci na jednotlivé podprostory. Nyni staci aplikovat
vétu 3.3. O

Véta 3.4 se da interpretovat takto: Necht Z je odhad zalozeny na méie-
nich, kterd generuji V;. Pouzijeme-li dalsi mnozinu méfeni, musime oddélit
z téchto méreni tu ¢ast, kterd se d& anticipovat z vysledku prvnich méieni.
Jinymi slovy, aktualizace musi byt zalozena na té ¢asti novych dat, kterd
je ortogondlni k pivodnim datim.

Véta 3.6, kterd nasleduje po lemmatu 3.5, predstavuje ilustrativni priklad
aplikace predeslych tvah, a to presné ve formé, v jaké ji pouZijeme v na-
sledujicim odst. 3.2 pojednédvajicim o rekurzivni metodé odhadu. Odhad
rekurzivni metodou je pak zdkladem stochastického pristupu ke konstrukci
Lg-spajnu interpolujiciho EHB data (kapitola 3.2).

Lemma 3.5. Linedrni odhad minimalizujici rozptyl (MVLE) dané€ linedrni
funkce vektoru = zaloZeny na ndhodném vektoru v je roven téze linedrni
funkci MVLE vektoru x, tj. je-li ddna libovolna p X n-matice U, nejlepsi
odhad vektoru Uz je Uz. Lemma plati za piedpokladu, Ze E(vv™) je nesin-
guldrni.

(Vektory neznacime tuénymi znaky, jak tomu bude v dalich kapitolach,
kde bude grafické rozliSeni od skalart potiebnéjsi.)

Dikaz se obdrzi z véty o projekci. Je-li I'v optimalni odhad vektoru
Uz, pak plati E[v(Uz —Tv)T] = 0 (protoze Uz — I'v lezi v ortogonalnim
doplitku podprostoru ,generovaného“ vektorem v, viz vétu 2.1). Odtud
plynou norméalni rovnice pro sloupce matice I'"" ve tvaru

[E(vo™)TT = E(va™)UT,
(protoze 0 = E[v(Uz —Tw)T] = E(va")UT — E(voT)T'T), takze
I'=UE(zv")[E(wo")] 7,
coz podle véty 3.3 dava zadany vysledek
Uz =Tv =Us. O

Véta 3.6. Predpoklidejme, Ze optimdlni odhad T ndhodného vektoru x byl
tvoren na bazi minulych méreni a Ze

El(z — #)(« - &)"] = P. (1)
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Je-li dano dalsi méreni ve tvaru
v =Mz +w, (2)
kde w je mahodny vektor s nulovym stredem, ktery je nekorelovany s x
i s minulymi mérenimi, pak za piedpokladu, Ze E(99') je nesinguldrni,
aktualizovany optimalni odhad 3 vektoru x je
v= i + (@) [E@T)]) 6 = & + PMT(MPMT + R) ‘(v — M%), (3)
kde
R=Eww?) a 9 =v — Mi. (4)

Odpovidajici kovariance chyb je
El(z— #)(z— 7)T] = P — PMT(MPMT + R)'MPT. (5)

Diikaz. Nejlepsi odhad vektoru v zalozeny na minulych méfenich (tj.
projekce v na podprostor V; generovany minulymi méfenimi) je 0 = Mz.
To plyne z toho, ze podle lemmatu 3.5 plati o = Mz + 1w = Mi +
a ze dale plati w = 0, coz vyplyva z ortogonality w k minulym méfenim.
(Vskutku, je-li v jedno z minuljch méfeni, pak E(wy’) = EwEy = 0.)
Tudiz v:=v —0=v — M2z.

Odtud podle véty 3.4 po mensi algebraické manipulaci obdrzime

r= & + E(xo")[E@7)] %
coz se podle véty 3.3 da vyjadiit jako
t= i+ PMT(MPMT + R) (v — M#).

Kovariance chyb je

+

El(z— #)(z— 7)"] = P — PM"(MPM" + R)~'MP". O

3.2. Rekurzivni metoda odhadu.

3.7.

Budeme se nyni zabyvat diskrétnimi ndhodnymi procesy, ¢imz rozu-
mime — jak je obvyklé — posloupnost ndhodnych veli¢in z(1),...,z(k), ... .
Je vhodné upravit trochu nase predeslé znaceni tak, ze budeme znacit na-
hodné proménné procesu zpisobem z(k) misto zy.

Reknéme, 7e jsou dany pouze nahodné veli¢iny z(1),...,z(n). Je fada
dilezitych estimacénich problémi, které jsou v souvislosti s nahodnym pro-
cesem. Napft.

1. Predikce, tj. odhad budouci hodnoty procesu, feknéme odhad veli¢iny
z(n + h), na zédkladé minulych pozorovani z(1), ..., z(n);
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2. Filtrace, coz je odhad soucasné (tj. n-té) hodnoty ndhodného pro-
cesu z nepiesnych méfeni procesu az do soucasné doby, z(1),...,z(n); nebo
obecnéji

3. Odhad jednoho ndhodného procesu z pozorovani jiného, ale vztazZeného
procesu.

Jestlize pozadujeme linedrni odhad minimalizujici rozptyl, pak tyto pro-
blémy odhadi jsou zvlastnimi piipady teorie rozvinuté v prvnim odstavci
této kapitoly.

Pokud nebude v dalsim explicite stanoveno jinak, predpoklddame, Ze jsou
splnény nasledujici podminky (x) az (x * x)

() VSechny ndhodné veli¢iny jsou reilné a s nulovym stiedem.

(x+) Podkladem kazdého pozorovaného ndhodného procesu je ortogo-
nalni proces v tom smyslu, ze veli¢iny pozorovaného procesu jsou linearni
kombinace minulych hodnot ortogonalniho procesu.

Pro pohodli a obecnost budeme generovat ndhodny proces radéji vekto-
rovou diferen¢ni rovnici prvniho raddu nez skalarni diferenéni rovnici n-tého
radu.

Definice 3.8. n-Dimenziondlni dynamicky model nahodného procesu se-
stdvd z nasledujicich tri casti:

D1. Vektorovd diferencni rovnice

ok +1) = d(k)z(k) +u(k), k =0,1,..., (1)

kde x(k) je n-dimenziondlni stavovy vektor, jehoZ kazdd slozka je nahodnd
veli¢ina, ®(k) je zndmd n x n-matice a u(k) je n-dimenziondlni nahodny
vektorovy vstup s nulovym stredem, ktery splnuje

Elu(k)u” ()] = Q(k)dy.- (2)

D2. Pocdteéni ndhodny vektor x(0) spolu s pocdtecnim odhadem %(0),
ktery md kovarianci

E[(x(0) — #(0)) (x(0) —(0))"] = P(0). (3)
D3. Méreni procesu se predpokldadaji ve tvaru
v(k) = C(k)z(k) +w(k), £ =0,1,... (4)

kde C(k) je m x n-matice a w(k) je m-dimenziondlni chyba méieni magjici
nulovy stied a splnujici
Elw(k)w" (7)] = W (k)dk;, (5)

kde W (k) je kladné semidefinitni.
Navic predpokladdme splnéni podminky
(x x x) Ndahodné vektory x(0), u(j), w(k) jsou navzdijem nekorelované
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pro 7 >0, k> 0.
Jako dtisledek podminky (* * *) odvodime, ze

z(k) je nekorelované s u(j), j > k, a s w(j) pro vSechna j. (6)
Dokazeme napf.
Elz(k)ul (k)] = ®(1)E[z(k — 1)uT (k)] + E[u(k — Dul (k)] =0 (7)
(indukce).

Problém odhadu spoc¢iva v nalezeni linearniho odhadu minimalizuji-
ciho rozptyl stavového vektoru z z méreni v.

Zavedeme oznaceni:

%(k|7) je optimalni odhad vektoru z(k)
na zakladé pozorovani v az do okamziku j.

Tedy #(k|j) je projekce vektoru z(k) na prostor V'(j), kde

V(j) je prostor ”generovany” o
ndhodnymi m—vektory v(0),v(1), ..., v(j)

Pro jasnost a jednoduchost se budeme zabyvat vyhradné pripadem k > j
— pripadem, ktery odpovidéa predikci néjaké budouci hodnoty stavu nebo
odhadu soucasného stavu (filtrace). S tim pro nase ucely vystac¢ime. Od-

had minulych hodnot stavového vektoru (vyhlazeni), tiebaze se v principu
podstatné nelisi od predikce, je komplikovanéjsi v detailnich vypoctech.

Véta 3.9. (Nalezeni rekurzivni metody odhadu — Kalman [9].)
Optimdlni odhad z(k + 1|k) ndhodného stavového vektoru x(k+1) (na bdzi
V(k)) se dd vytvorit rekurzivné ndsledugicim zpisobem

ik + 1[k) = B(E)P(E)CT(1)[C (k) P(R)CT (k) + W (k)] L x 1
(k) — C(k)a (k|k — 1)] + (k) (klk — 1), } M

kde n x n-matice P(k) je kovariance vektoru z(k|k — 1)
P(k) = El(z(k) — 2(k[k — 1))(2(k) — &(k|k — 1)T], (2)
jez sama je vytvorena rekurzivné takto

P(k+1) = ®(k)P(k){I — CT(k)[C(k)P(k)CT (k) + W (k)] x (3)
xC(k)PT (k)}@" (k) + Q(k).
Pocdtecni podminky pro tyto rekurzivni rovnice jsou pocatecni odhad

(0| —1) = 2(0) a jeho odpovidajici kovariance P(0). Ddle predpoklddejme,
Ze matice C(k)P(k)CT (k) + W (k) je nesinguldrni pro viechna k > 0.
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Diikaz. Predpokladejme, ze v(0),...,v(k — 1) byly zméfeny a ze byl spo-
¢itdn odhad Z(k|k — 1) spolu s kovarianéni matici

P(k) = E[(z(k) — &(k|k — 1)) (z(k) — 2(k[k — 1))"]. (4)

Jinymi slovy mame projekci vektoru z(k) na podprostor V (k — 1) ,genero-
vany“ ndhodnymi vektory v(0),...,v(k — 1). V ¢ase k obdrzime méfeni

(k) = C(k)z(k) + w(k),

jez ndm dava dodate¢nou informaci o ndhodném vektoru z(k). To je pFesné
situace uvazovana ve vété 3.6.
q Aktualizovany odhad (k) vektoru z(k) je nyni podle véty 3.6

z(k|k) = z(k|k — 1) + P(k)CT(k)[C(k)P(k)CT(k) + W(k)]_lx 5
x[o(k) — C(k)i(k[) — 1) (5)

s ptisluinou kovarianci P(k|k) = E[(z(k) — 2(k|k))(z(k) — 2(k|k))T]

P(k|k) = P(k) — P(k)CT(k)[C(k)P(k)CT (k)+ 6
W] CR P (F). o)

Na zakladé optimalniho odhadu #(k|k) vektoru z(k) miZzeme nyni spocitat
optimalni odhad Z(k + 1|k) vektoru z(k + 1) = ®(z)z(k) + u(k) na bazi
roz$ifené mnoziny pozorovani v(0), ..., v(k).

Provedeme to na zdkladé téchto poznamek:

1) Podle véty 3.5 je optimélni odhad vektoru ®(k)xz (k) roven ®(k)z(k|k).

2) Odhad vektoru u(k) na bazi pozorovani [v(0), ..., v (k)]T v(k) je podle
lemmatu 3.3 roven E[u(k)vT (k)][E(v(k)vT (k)] v(k), coz je na zakladé
3.8(7) rovno nule. Odtud

z(k + 1|k) = ®(k)z(k|k) + u(k|k) = ®(k)z(k|k). (7)
Kovariance tohoto odhadu plyne z nasledujiciho

P(k+1) = E[(z(k+1)—i(k+1)k)(z(k +1) — 2k + 1|k)T]
= E[(z(k+1|k) — ®(k)z(k) — u(k))(z(k + 1|k) — ®(k)z(k) —

—u(k))"]
= E[i(k+ 1|k)i" (k + 1|k)] — ®(k)E[z(k)zT (k 4+ 1|k)] —
—Elu(k)z" (k + 1|k)] — Bl&(k + 1|k)z" (k)]®" (k) +
+0(k) E[z(k)x" (k)]®" (k) + E[u(k)z" (k)]®" (k) —
—E[&(k + 1|k)u" (k)] + (k) E[z(k )uT(k)] Elu(k)u” (k)]
= o (k){Eli(k|k)iT (k|k)] + Elz(k)z" (k)] — E(klk)2" (k)] —

(K
—Blz(k)" (k|k)]}@" (k) + Elu(k)u’ ()],
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(* znamend: pouzit rovnic 3.8(7) a 3.9(7))
tedy

P(k+1) = (k) P(k|k)D" (k) + Q(k)
v disledku relace (6).

Substituce rovnice (5) do (7) a (6) do (8) vede p¥imo na (1) a (3).

(8)

|



4. STOCHASTICKA METODA KONSTRUKCE
INTERPOLACNICH SPLAJNU

V kapitole je vypracovan dynamicky rekurzivni algoritmus pro inter-
polaci EHB dat Lg-splajny za pouziti stochastické techniky, zaloZené na
stochastickych (ndhodnych) procesech a Kalmanové metodé filtrace a pre-
dikce, s kterou jsme se seznamili v predeslé kapitole. Vztah mezi ndhodnym
procesem vyhlazenym nejmensimi ¢tverci a deterministickym problémem
splajnové interpolace je zprostiedkovan reprodukujicim jadrem Hilbertova
prostoru, z jehoz prvku splajn vybirame. Tento ndhodny proces je vystup
jistého dynamického systému Fizeného bilym Sumem jako vstupem (véta
4.17). Parametry dynamického systému jsou ur¢eny koeficienty diferencial-
niho operatoru, ktery definuje splajn. Na zavér je odvozen rekurzivni algo-
ritmus pro konstrukci splajnu interpolujiciho EHB data.

4.1. Reprodukujici jadro Hilbertova prostoru.

R. 1939 vysla kniha E.H.Moora ([19], Part II), v niz autor zavedl po-
jem pozitivni hermitovské matice a pojem tFid modularnich funkci, coz jsou
tr¥idy funkci, které takovou matici piipoustéji. Nezavisle na tom definoval
N.Aronszajn r. 1939 [3] a r. 1950 [4] analogicky pojem jako funkci dvou pro-
ménnych na Hilbertové prostoru, funkci nazvanou reprodukugjici jadro toho
prostoru. Pod timto nizvem je Aronszajniv pojem vSeobecné pouZzivan.
V paragrafu 4.1 definujeme tento pojem, dile uvidime charakteristiku Hil-
bertovych prostorii s reprodukujicim jidrem a nékteré zakladni vlastnosti
jadra.

Definice 4.1. (N. ARONSZAJN [3] str. 135, [4] str. 343; viz také [19]
a [26]).

Necht H je Hilbertiv prostor redlngch funkci definovangch na abstraktni
mnoziné I. Redlnd funkce K(t,T) dvou proménngch t a 7 v I se nazgvd
reprodukugici jadro v H, kdyz splniuje podminky:

(1) Pro kazdé T € I, K(t,T) jako funkce t patii do H.
(2) Reprodukéni vlastnost: pro kazdé T € I a kazdé f € H plati

f(T) = (f(t)aK(taT))ta

kde (-,-) znaci skaldrni soucin v prostoru H a index t vyjadiuje, Ze se
skaldrni soucin aplikuje na funkce promeénné t. Definicéni vztah casto zapi-
sujeme rovnict, v niZ ,aktioni“ promeénnou zaznamendvame teckou

f(r) = (f(), K(,7). :

Véta 4.2. [3] Necht H je Hilbertiv prostor redlnijch funkci na néjaké mno-
ziné 1.

44
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(1) V prostoru H ezistuje reprodukujici jidro, pravé kdyZ linedrni funk-
ciondl Ay = [+ f(t) je spojity pro kazdé t € I.

(2) Ezistuje nejvys jedno reprodukugjici jadro prostoru H.

(3) Md-li H reprodukugici jidro, pak kaZdy uzavieny podprostor v H md
reprodukugici jadro.

(4) Je-li K(t,T) reprodukugici jadro prostoru H a H je uzavieny podpro-
stor vétsiho Hilbertova prostoru H, pak funkce f1(7) definovand vzorcem

fl(T) = (f(t)a K(ta T))t
je projekce na H prvku f € H.
(5) Jsou-li Hy a Hy komplementdrni podprostory Hilbertova prostoru H,
ktery md reprodukujici jadro, pak pro jejich reprodukujici jadra Ki, Ko
a K resp. plati K1 + Ko = K.

Diikaz. (1) Necht K(t¢,7) je reprodukujici jadro pro H, t € I. Pak pro
linedrni funkcional definovany vztahem A\, (f) = f(¢) plati

A = 1F0)] = [(F), K1), < (F, £ (K (t,7), K(t,7))}/? =
— I FIIIK (£, )],

takZe A; je spojité zobrazeni na H.
Obrécensé, je-li linearni funkciondl A\.(f) = f(¢) spojity, pak pro jeho
reprezentant u; € H plati

f(t) = At(f) = (f(T)aut(T))a

coz je vlastnost 4.1(2) reprodukujiciho jadra K (7,t) = us(7).
Vlastnost 4.1(1) je evidentni.

(2) Jsou-li K(t,7) a M(t,7) reprodukujici jadra pro H, bude pro 7 € T
platit
0 < ||K(t,7)=M(t,7)||> = (K =M, K—M) = (K =M, K)—(K —M, M) = 0.

(3) Plyne z (1).

(4) Necht f = f1 + f2, f1 € H, (H uzaviené) fo € H- = ortogonalni
doplnék H v H.
Odtud
(faK(taT))t = (fl + anK(ta T))t = (flaK(ta T))t = fl(T)'

(5) Necht f = f1 + f2, fi2 € Hi2 a Hi + Hy = H necht je ortogonalni
rozklad H. Podle (4) (f(t), K12(t, T))t = f12(7), takze

f(T) = fl(T) + f2(T) = (f(t)aKl(ta T))t + (f(t)aKQ(taT))t =

= (f(8), K1(t,7) + Ka(t, 7)),
Tedy podle (2) funkce K(t,7) = Ki(t,7) + Ko(t, 7) je reprodukujici jadro
v H. O
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Nékolik elementarnich vlastnosti reprodukujiciho jadra prostoru H.

Véta 4.3. Necht prostor H md reprodukugici jidro K(t,T). Pak

(1) K(1,w) = (K(t,w),K(t,r))t pro vSechna 7, w € I.

(2) K(t,7) = K(,t) pro vSechna t, 7 € I (plyne z (1)).

(3) Kvadratickd forma

n
Q) = Y K(7j,m)&ék
Jk=1
je pozitivne semidefinitni pro vSechna 1, ..., 7, v I a pro libovolnén =1, ... .

(4) Rovnice Q(€) = 0 je ekvivalentni s rovnici Y ,_ K(t,7)& = 0 pro
vSechna t € I (plyne z (3)).

(5) K(r,7) > 0 pro vsechna 7 € I, K(7r,7) = 0, pravé kdyZ K(t,7) =0
pro vSechna t € I.

(6) |K(r,w)| < [K(r,7)K(w,w)]"/? pro viechna T,w € I. Rovnost na-
stane, pravé kdyz aK (t,7) = BK(t,w) pro viechna t € I a pro cisla (a, )
nezavisld na t a nerovnd (0, 0).

(7) Jsou-li X a p dva spojité linedrni funkciondly na H, pak plati

pr MK (E, )] = M[pr K (7, 1)].
Indexy znamenaji proménnou, vzhledem ke ktere pFislusny funkciondl ope-
ruje.

(8) Spojity linedrni funkciondl X na H md reprezentant k € H, privé
kdyz MK (t,7) = k(7). V dusledku toho M K (t,7) € H.

Diikaz. (5) je specidlni p¥ipad (3) a (4) pron=1, 7 =1, & = 1.

(6) je jak zndmo nutné a dostateénd podminka, aby kvadratickd forma

Q(S) = K(Ta T)S% + K(wa OU)S% + K(Ta w)§1§2 + K(wa 7—)6251
pron =2, 7 =T a 7o = w byla pozitivné semidefinitni. Rovnost v (6)
znaci, ze Q(&) neni pozitivné definitni, tedy Ze pro néjaké & = (&1,&2) #
(0,0) plati Q(¢) = 0. Podle (4) tato rovnost je ekvivalentni se vztahem
K(t, 7)1 + K(t,w)é2 = 0 pro v8echna ¢ € I, coz davad druhou ¢ast (6)
s koeficienty ¢ = a a & = —f.
(7) Jsou-li k a h reprezentanty funkciondli A a p, bude
K (7)) = k() = (k) = (b, k) = Ml K (7,0)

(8) Zvolme f € H a definujme p jako skalarni nidsobeni prvkem f, pg =
= (g, f), g € H. Pro libovolny linedrni funkcional X\ pak plati

Mlp-K (1, 1)] = M (K (7,1), (1)), = A (1) = Af.
Je-li funkciondl X spojity a plati-li pro néj N K (¢,7) = k(7), pak
pr MK (E,7)] = pk(r) = (K(7), f(7)g = (k. f)m.
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Vzhledem k (7) mame \f = (k, f) pro kazdé f € H, tedy k je reprezentant
funkcionalu A.
Obracené, je-li k reprezentant funkcionilu A, pak

AtK(taT) = (K(taT)ak(t))t :k(T) =
Dusledek 4.4. Necht H md reprodukéni jadro, f*) € H pro kazdé f € H,
k prirozené, to € I = interval. Pak linedrni funkciondl

U1y (f) = P (t0)
je spojity, pokud je operdtor f — f*) spojity.
Vskutku, podle véty 4.2(1) je operator f*) — f*)(¢y) spojity. O

Véta 4.5. Necht H ma reprodukujici jadro K (t, 7). Pak plati
(1) Mnozina funkci u,(t) € H, {u; = K(t,7) : 7 € I}, je uplny (funda-
men-
talni) systém v prostoru H ([11] str. 168, [10] str. 164).
(2) Slabd konvergence posloupnosti{f,} k proku f (fo = f) je ekvivalent-
ni se soucasnou platnosti dvou podminek:
(a) fo(t) = f(t) pro kaZdét € I,
(b) mnozina norem {||fn||} je ohranicend.
(3)  Silnd konvergence posloupnosti {f,} k proku f (fn = f) je ekvivalent-
ni se soucasnou platnosti dvou podminek:
(a) fn(t) = f(t) pro kaZdét € I,
) i1fall = 1711
(4)  Kdyz posloupnost { fn} konverguje silné k f (v H), pak fn(t) konvergu-
je k f(t) stejnomérné na kazdé mnoziné proki t € I, na ktere je funkce
K (t,t) ohranicend.

Dikaz. (1) Kdyz g € H je ortogonalni ke vSem funkcim w, plati
g(t) = (9(t),K(t,7))r = (9,ur) = 0. Pro vSechna 7, tedy g = 0 ([10],
str. 164). Tvrzeni pak plyne z [11], str. 179, cv. 2, str.180 (viz také [11] III
§4, str. 145 4 6 ).

(2) Necht f, = f. Pak pro t € I existuje A\ € L(H) tak, Ze Ag = g(t) pro
kazdé g € H. Odtud f,,(t) = Af, = Af = f(¢). Vlastnost (b) plyne z [11],
IV 83, Teor. 1, str. 183, §f 7 (Banach-Steinhausova véta).

Obréceni plati podle [11], IV §3, Teor. 2, str.184, # 8.

(3) fo = f implikuje fo = f. Dale [[|fall = /Il < [Ifn = FIl = 0, tedy
1fnll = NI71I-

Obracené, necht f,(t) — f(t), t € I a ||fnl] — [|f]]- Mame dokazat, ze
plati (f, — f, fn — f) = 0. Podle (2) plati f, = f. Z toho dostaneme

() (fa = f, ) = Ap(fn — F) = Apfu = Apf =0,
¢ili Ay fn — A f. Z predpokladu || f,|| — || f]| plyne
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D’(]ii) (fnafn) — (faf) = >‘ff-
(i) (fo = £, f) = (Fus fu) = (Fs ) 3 Apf —Tim s £ 20,

Konené (f, — f o= 1) = (Fa — Fr fn) = (F — £, ) = 0 podie (i) a (i).
(@) 1£(T) = Ful)] = [(FE) = Falt), K (6, 7))] < If = Full K (5 7)] =

If = Fall (K (7, 7)) 12, O

4.6.

V tomto odstavci zkonstruujeme reprodukujici jddro pro Hilbertdv pro-
stor H%2[0,T]. Piipomeiime pojmy, které byly zavedeny a vztahy, které
byly stanoveny v souvislosti s definici skaldrniho souc¢inu v H%2[0, T], odst.
2.5:

{z;(-)}{ predstavuje bazi v podprostoru N (L), ktera je dudlni vzhledem
k {\;}7, tedy baze s vlastnostmi 2.5(1):

(1) Lz; =0, Nzj = &5, 0,5 = 1(1)g.

Déle

G(-,+) je Greenova funkce operatoru L spliujici 2.5(2):

(2) LG(aT) = 5(7- - ')7 )\]G(,’T) =0.

Za téchto podminek kazdé f € H?%2[0,T] mize byt jednoznaéné rozlozeno
ve tvaru 2.5(3)
) 10) = X0 (50)50) + [y GO rILf (Dl

Koneéné, skalarm soudin v H 9,2 [O,T] je deﬁnovan jako

(4) (e, fmae = X0 (A\e) N f) + [ (Le)(Lf).

Véta 4.7. Prostor H%2[0,T] (se skaldrnim soucinem 4.6(4) md reprodu-
kugici jadro
q T

=3 5050+ [ GoGrod Lren T (1)

7j=1

Diikaz. K dtikazu podminky 4.1(1) pro reprodukujici jadro staci piipo-
menout, ze podle (1) a (2) (odkazy se vztahuji na odst. 4.6)

AjK('aT) = zj(T)a J= 1(1)q a LK(aT) = G(Ta ')7 TE [OaT]

odkud obdrzime K (-,7) ve tvaru (3), coz znamen4, ze K (-,7) € H%?0, T].
Vzhledem k symetrii také K (t,-) € H%2[0,T].
Diikaz defini¢ni vlastnosti (2):

() K () ez = () (0.3 50050 /G G(r.0de) =

Ha:2
J=1
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q q T
=S 0N w0m 0+ [ GLoGH ]+
=1 j=1

+/0TLf(y) [Ly 2j(y)z; (1) + Ly /OT G(y,{)G(T,§)d§]dy:

q

J

q T
= S (i)l + / LI )]G r,y)dy = f(r). .
=1

1

Poznamka 4.8. Linedrni funkciondl \ v prostoru H92[0,T] definovans
vztahem Nf = f(t) pro f € H%? a t € [0,T] je spojity (véta 4.7 a véta
4.2(1)).
Véta 4.9.
(1) zj(-) je reprezentant funkciondlu A;, j =1(1)q, (1.18(3)), tj. 2z;(-) =
kj(-)-
1.18( (2) {z;}] tvori ortonormdini bdzi v N(L).
Dukaz. (1) Z (1) az (3) (v odstavci 4.6) a z véty 4.3(8) plyne
Bi(r) = MK (1) = 320 (Vi) zi(7)+
+ Jo NG EG(r,€)dE = z(7).
(2) Plati
bij = Xizj = (25, ki) = (25, 2),
coz dokazuje, Ze baze {z;}{ je ortonormélni. O

V definici 1.25 Lg-splajnu se funkciondly A; predpokladaji spojité.
V pfipadé EHB problému jsou funkciondly predepsiny predpisem 2.12(2),
ale jejich spojitost nebyla zkoumana. V Hilbertové prostoru s reprodukuji-
cim jadrem H%? se mizeme k problému vyjadfit, a to takto:

Tvrzeni 4.10. Linedrni funkciondly X\; definované na Hilbertove prostoru
s reprodukugicim jddrem H%? a spliiujici EHB podminky 2.12(2), jsou spo-
Jité.

Diikaz vyplyva pifmo 7 disledku 4.4 pro funkciondl W, : f — fI(t), j =
0(1)g— 1, éehoz zfejmym disledkem je spojitost linearnich kombinaci funk-
cionali W ;. O
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4.2. Interpolace splajny a ndhodné procesy.
4.11. Vytvoreni ndhodného procesu.

Podle véty 4.7 m4 Hilbertiiv prostor H%2[0,T] (se skaldrnim soucinem
4.6(4)) reprodukujici jadro, feknéme K (¢, 7), definované v 4.7(1). Protoze
reprodukujici jadro je symetrickd a semidefinitni funkce (véta 4.3 (2) a (3)),
je kovarian¢éni funkci ndhodného procesu s nulovym stredem

{y(t) : £ €[0, T} (1)

(viz napf. Andél [1] véta 5, str. 15 a 1.4, Cviceni 3, str. 16; § 9 [15] str. 140).
Odtud

Ely()] = 0, Ely(ty(r)] = K(t,7), t,7 € [0,T). )

Ozna¢me Y Hilbertiv prostor ndhodnych veli¢in s nulovym stfedem (viz
napt. [1] str. 130, rovnéz 3.1) generovany mnozinou {y(t) : ¢ € [0,T]}
a opatieny skaldrnim (vnitinim) soucinem

(v, v2)y = Ely1yal, y1,y2 €Y. (3)

Dva prostory se skaldrnim sou¢inem (tj. dva Euklidovské prostory) H;
a Hy se nazyvaji kongruentni, kdyz existuje 1-1 lineadrni zobrazeni ¢ z H;
do Hs, které zachovava skalarni souéin, tj. kdyz

(fag)Hl = (Ufa Jg)H27 fag € Hl-
Néasledujici véta (Loeve [17] str. 108) podava piiklad takové kongruence.

Véta 4.12. Hilbertovy prostory Y a H%?[0,T) jsou kongruentni. Prislusné
linedarni zobrazeni o se definuje

(ow)(-) = Elwy()], weY. (1)
Jestlize pro f € H?2[0,T] a w € Y plati ow = f, piSeme

f~w.
Pak
f~w= () = Elwy()]. (2)
Napf. 4.11(2) a 4.12(2) implikuji
K (-, t) ~y(t); (3)

jinak vyjadieno
y(t)(+) jako funkce na pravdépodobnostnim
prostoru (R, B, P) je rovna K(-,1).
Prvek 07 'k; (€ Y) ozna¢me vhodngji A;y. Pak
i ~ Ay, G =1(1)N. (5)
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(Dﬁvod pro toto oznaleni spo¢iva v nasledujicim: z 4.12(3) a z tvrzeni

(8) véty 4.3 plyne
o ki = oI NK (1) = o \oy(1)],
neboli
Ny =0 k= Uﬁlkjay(t).)

Interpolaéni Lg-splajn uréuje podprostor K prostoru H%2[0,T] (1.18(5))
generovany

mnozinou {k;}’. Jemu odpovida v Y podprostor D = o~ 1K generovany
ndhodnymi veli¢inami {\;y}. Je-li nyni g € A7'(r) a v = 07! (g), pak

Ely(Ny)] = (v Ay)y = (07, 0(Ajy)) gz = (9:k5) maz = Ajg =15,
tj.
Ely(Ajy)l =rj, j=1(1)N. (6)

Nyni mizeme zformulovat problém projekce v Y odpovidajici problému

projekce v H%2[0,T] (véta 2.7).

4.3. Problém projekce
(linedrni odhad minimalizujici rozptyl v Y).

4.13.

Necht v € Y spliuje E[y(\jy)] = rj, j = 1(1)N. Necht 4 je linedrni
odhad minimalizujic{ rozptyl (LMVE) veli¢iny v na zaklads {\;y}{’. To
znamena, ze v je ndhodnd veli¢ina v D vyhovujici vztahu

— Al = mi _ 1
17 = Ally = min|ly = plly, (1)
neboli jinymi slovy,
4 je projekce veli¢iny v na D.
Z predeslé diskuze a na zdkladé 2.7(1) obdrzime

s() ~4 (2)
az 4.12(2)
s(-) = E[yy()]. (3)
Oznacme
§(t) = LMVE veli¢iny y(t) na bazi {\;y}7. (4)
Pak

N
§(t) = Bty (5)
=1



52 4.3. Problém projekce (linedrni odhad minimalizujici rozptyl v V)

pro néjaké koeficienty (;(t). Z toho, Ze projekce je samoadjungovany ope-
rator a z predeslych vztaha 4.12(6), 4.13(3) a (5) plyne

st) 2 Gty = (ra(t)y 2
(o 4.12(6) (6)
IR

=S BNy = T B0
Tento vztah spolu s predeslym vztahem 4.13(5) dovoluje formulovat né-

sledujici dilezity vysledek, ktery uvadi do relace splajny a stochastické
odhady.

—~
=

Véta 4.14. Je-li y; pozorovani nahodné veliciny 4(t), které se obdrzi sub-
stituct Ajy =rj, j=1(1)N, pak

sty =y, t€[0,7T). 0
4.4. Dynamicky model pro y(-).

4.15.

Pomoci véty 4.14 predeslého paragrafu muzeme vyuzit rekurzivniho al-
goritmu pro §(+), odvozeného v kapitole 2.2, také pro rekurzivni algoritmus
vypoctu s(-) — prosté tak, ze nahradime \;y Cislem r;.

Jedna z moznosti, jak vypocitat §(t) rekurentné je oviem vyuzit infor-
mace, kterou poskytuje reprodukujici jadro jako kovarianéni funkce jistého
nahodného procesu.

Druhé cesta, ktera umoznuje vyhnout se pifimému vypocétu reprodukuji-
ciho jadra, vede na dynamicky model, ktery generuje y(t), parametrizovany
koeficienty diferencidlniho operatoru L. To je idea dalsiho postupu.

Zkonstruujeme jisty ndhodny proces, ktery budeme znaéit

{u(t) : t € [0,T]}

a definujeme formuli

Podrobnéji:
u(t)(7) jako funkce argumentu 7 na pravdépodobnostnim

prostoru (R, B, P) je rovna L;[y(t)(7)].

Tvrzeni 4.16. Ndhodny proces {u(t) : t]0,T]} je bily sum s nulovgm stie-
dem, tj.

E[u(-)] =0, Elu()u(r)] =46(-— tau), - tau € [0,T]. (1)
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Dikaz. E[u()] = E[Ly()] = LE()] "= 0. K odvozeni vatahu

Efu(-)u(r)] = d(- — 7) nejprve poznamenejme, 7e z 4.6 (1) a (2) a 4.7(1)
snadno plyne

LK(-,7) = G(T,"). (2)
Odtud
G(r.) = LK (,7) "= LER()y(r)] = ElLy()y(r)],
takze podle 4.6(2) a podle predeslého
6(-— 1) = L:G(r,-) = E[Ly(-) Ly(7)] = Elu(-)u(r)]. -

Zapiseme-li rovnici 4.15(1) ve formé systému linearnich diferencidlnich
rovnic 1. fadu (state-variable form), mame néasledujici vétu.

Véta 4.17. Proces 4.11(1) {y(¢t) : t € [0,T]} je vystup ndsledujiciho sys-
tému izeného bilym Sumem (vstupem):

dx(t) = A(t)x(t) + bul(t)
(1) = ex(t), } .
kde

x(-) = [y(),y (s esy® ()] (2)
b’ =0,...,0,1] (3)
c=I[1,0,...,0] (4)
Ay =LY ] (5)

—ag(') . —al(-)... — aq_l(-).
Prvky matice A jsou koeficinty operdtoru L. O

Predchézejici model bude tplny, piedepiseme-li poéatecni podminky;
ty jsou jednoznacéné urceny reprodukujicim jidrem a stanoveny v 4.18(8)
a (9) v nasledujicim.
Pocéateéni podminky stanovime pro pripad interpolace EHB dat, 2.12(1)
a (2).

q
Nf =Y f V() = ¢if(t), §=1(1)N, (6)
k=1
kde 0 < t; < tp < ... < ty < T je zadana sit, o jsou zadand cisla,
£(t;) = [F(t;), f'(t;), oy 7D (1))
¢j = [aj1, ., ajql, j=1(1)N. (7)
Tedy vzhledem k 4.12(5) a 4.17 (2)
Ajy = ex(tj), (Ajy€eY). (8)
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Pro EBH funkcionély jako pocatecni bod je nejvhodnéjsi bod ¢,.
Necht ®(-,-) je fundamentalni matice pro A(-), tj.

0
&{)(t, T)=At)®(t,7), ®(1,7)=1. (9)

Jak znamo
x(t) = Bt t,)x(t;) + /t B(t, 7)bu(r)dr. (10)

q

Odtud podle 4.17(8)

My = ¢;B(t5, t)x(tg) + /t " ¢;®(t), )bu(r)dr. (11)

q
Poznamka 4.18.
1) 4.17(10) ztstava v platnosti, kdyz t, nahradime libovolnym ¢ € [0, 7.
2) 4.17(10) m4 diskrétni analogii v rovnici

x(k+1) = ®(k)x(k) + u(k),

ktera figuruje v definici 3.8(2) dynamického modelu, pri¢emz u(t) (na rozdil
od skalarni ndhodné veli¢iny u(t) v 4.15(1)) je vektorovy ndhodny vstup,

t
u(t) :/ O(t, 7)bu(r)dr.

to
P11 oznadeni
07 = My, -y Ay (1)

miizeme s pouzitim 4.17(11) snadno dokazat, ze plati

x(ty) =M'O+ M~ ttq A(7)bu(T)dT, (2)

kde M je g X g-matice s i-tym Ffadkem MZT ve tvaru

M = ¢;®(t;, 1), (3)

)

coz podle 4.17 (6) a (4) vede na
M = Nie®(t,t,) (4)

)

(viz 1.26(5)) a kde A(-) je ¢ x g -matice, jejiz i-ty fadek AT'(-) je dén
vztahem

T _ c’iq)(t’iaT)a TE [tiatq]a
A (T)_{ 0 jinak. (5)
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Existence inverzni matice M ! je zaru¢ena podminkou jednoznacnosti,
véta 1.28.
Nyni snadno odvodime, ze plati

E[Ou(t)] =0, te0,T], (6)
Ee0") =1. (7)
Vskutku, plati
E0ju(t)] = (05, u(t))y = (\iy, u(t)y =
= (c(iy), o (w®))) ez = (i, G(7, 1)) ez = A G(r,1) H 0,

(v§znam znakt: T = 4.11(3), IT = 4.18(1), IT1 = V.4.12, TV = 4.12(5),
4.16(2), V = 1.20, VI = 2.5) odkud plyne (6).

K dtikazu 4.18(7): Podle véty 4.9 plati k;(7) = zi(7), i = 1(1)g.
Odtud a podle 2.5(1)

1,i =34
(ki,kj)z)\iij{ 0’.7&‘7'.7-

. =

Zavérem 411(3) vt
(E[007));; = E[(Aiy)(ijl%)é) =7 iy Ay)y =
= (e(\iy), oMy maz =" (ki ki) ga2 = 5, 4,7 = 1(1)q.

Rovnice 4.18 (2), (6) a (7) implikuji
Elx(ty)x" (t,)] = M~'[I + " A(T)bb” AT (1)dr|M T, (8)
t1

—_

M~'A(t)b, vt
Bix(t,)u(t) ={ Ab el o)
0 jinak.
Ad 4.18(8): Podle 4.16(2) plati
()5 (1)) = M B[O + | A(r)bu(r)dr x

t1

tq
X (@T—i-/ bTAT(T)u(T)dT)]M_T =
t1

= M YEO60T)+ E[® " bAT (r)u(r)dr] +
+ " A burdr 67 +
tltq .
+ E[| A(r)bu(r)dr- / b AT (T)u(r)dr]}M T

t1 t1
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Prvni ¢len ve slozené zavorce je roven I podle 4.18 (7), dalsi dva jsou
rovny nule podle 4.18 (6). Posledni ¢len spocteme takto: nejprve plati

4.

—_

out) "2V oryt) 2 Lk () MY G ).

t
Podrobnéjsi zapis: o[u(t)|(7) = oLiy(t)](1) = LK (1,t) = G(7,t), kde
7 znadi argument probihajici prostor (R, B, P), takze zminény clen bude

roven
o
dr, / b" A* (Du(r)dr| =
( (r)dr, | bTAT(r)u(r)dr)
t
= (O’ ’ A bu )dT O'/ bTAT( ) (T)dT)H ) = (viz pozn. dole)1
4 4 q,
t
= ([ a@petnr, / b AT (Gt i) PEY
t1 t1 Ha2
q t t
_ Z/qA G(t,7)dr - /quAT(T)APG(t,T)dH
j=1"t t1
T t t
+ / / " A(r)bLyG(t,7)dr - / BT AT (r) L Gt )7t > 2L
0 t1 t1

T tq tq
= / A(T)bd(T — t)dT - / bT AT(7)6(r — t)dT] dt =
0

t1 t1
t
_ / AL AT (1)dt "2 [ Aty bbT AT (1)d.
t1
Ad 4.18(9): Podle 4.18 (6), (2) a 4.16(1) plati

tq
Ex(ty)u(t)] = E'[(M_l@ + Mt A(T)bu(T)dT)u(T)] =

t1

= M 'E[0u(t)] + M 'E| th(T)bu( yu(t)dr] 1Y

t1

tq
=M! A(7)bé(t — 7)dT,
t1
coz podle 4.18(5) dava zadany vysledek.
Rovnice 4.18 (8) a (9) predstavuji poc¢atecni podminky. Tim je dokonéena
specifikace modelu 4.17 (1) az (5) pro y(-). O

1Tato rovnice se opakuje (bez detailii) v odstavci 4.28 (viz pozndmku [1] pod ¢arou
na str. 68).
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4.5. Rekurzivni algoritmus pro Lg-splajny interpolujici EHB data.

4.19. Rekurzivni algoritmus

pro Lg-splajn s(-) interpolujici data {r;}# vzhledem k EHB funkcion4-
lim A = {)\;}V. (Odvozen{ viz dale v odst. 4.6.)

KROK 1. P¥imy chod pro t;—1 <t <t;, j = ¢+ 1(1)N (pokud ovSem
qg+1<N).

7 vychozich podminek

Xq/q = Mﬁqu, kde ry = [ry, ...,rq]T (1)
tq
Pyg = M t A(T)bbT AT (r)dr| M~ T (2)
1
spo¢teme indukei nasledujici veli¢iny pro j = ¢+ 1(1)N :
8j = Tj —CXj/]‘_l (3)
Rj = C]‘Pj/j,IC? (skalér) (4)
Ky = Pyt ®
Xjj-1 = Pt tj-1)%1/51 (6)
Xj; = X1+ KR e (7)
Pjjio1 = q)(tjatj—l)Pj—l/j—lq)T(tjatj—1)+
tj
+ / ®(t;, 7)bb! T (t;, 7)dr (8)
tj—1
T T1—1,. pT
Pijj = Pyjjo1 = PyjacilePy ] eiP =
= [ —K;R;'c]P;;; 1[I —KRj'c;]". (9)

Téchto veli¢in pouzijeme k provedeni Gram-Schmidtovy ortogonalizace
posloupnosti {\;y} Y. Vlastni provedeni bude popsdno schématem (G — S)
v odst. 4.6 — odvozeni algoritmu.

Uloz xy/y a viechna ¢;, K, R;j, j=q+ 1(1)N.
KROK 2. Prot >ty

s(t) = e®(t, tx)Xn - (10)
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KROK 3. Zpétny chod pro tj_1 <t <t;, j=N(1)g+1:
s(t) = ex(t/N) (11)
kde
t
x(t/N) = Bt ,)x(t;/N) + / B(t, 7)bbT T (5, 7)drlu; (12)
tj
x(ty/N) =xn/N (13)
ni =i+ Ry lej, py = chRy'en (14)
bit1 =Pt t) I — KR egl, =N —1(1)g+ 1. (15)

KROK 4. Pro t; <t < t,

s(t) =cex(t/N) (16)
kde
x(t/N) = ®(t,ty)x(tq/N)+

t
+1 / &(t, 7)bb AT (1)dr M T O (t, 11, ty)pgrr.  (17)

q

o~

KROK 5. Pro ¢ < 1
s(t) = c®(t, 1)x(t1 /N). (18)
O

Priklad 4.20.

L=D? X\f=f{t)=rj, =11)N; N>2, r=[r,..,rn]".
Pak ¢ =2, c¢=[1,0], j=1(1)N.

KROK 1. Piimy chod pro t;_; <t < t;, j = 3(1)N.

Pocatecni podminky
— r2
X2/2 = [ r—raf(t1 — ta), ] (la)

0 0
Pop2 = [ 0 —(t —t2)/3. ] (2a)

Vypocet 4.20(1a) x3/9 a 4.20(2a) Py /94, nejprve xo/s
Homogenni rovnici y” = 0 pievedeme na systém

T l !
X= (5171,5172) y Ty = T2, $2:07
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ktery ma fundamentalni matici feSeni ve tvaru

. ait +by ast + by . 1 ¢ by by
o(t,7) = aq a9 ](_[0 1][@1 @])’

ktery po specifikaci poc¢ateéni podminkou ®(7,7) = I prejde na tvar

@(t,r)z[(l) t_lT].

Protoze \;f = f(t;), j = 1(1)N, mame c¢; = [1,0].
Spocteme 4.20(1a) x3/5 :

1 -1
MlT = C(D(tl,tg) = [1,0] |: 0 ! 1 2 :| = [1,t1 —tQ],

MI = ¢c®(ty, ta) = [1,0]I = [1,0],

takZe

T -t IR | 0 ty—1
M_[l 0, ]’M -1 1 |

Odtud plyne 4.20(1a)

_ -1 _ T2
=M= |

Spocteme 4.20(2a) Py 5 :
Podle 4.18(5) pro 7 € [t1, t2] je

AT (1) = ed(t;, 1) = [1,0] [ (1) tll_T ] =[1,ti — 7], AJ(r) =[0,0].

Dale
_ 1 tl—T 0 _ tl—T
aow= [ [ 1] =[]
takze
to to 2 1 3
TAT _ (ti1—=7)* 0 _ | —3(ti—1t2)” 0O
; A(T)b" A (7')d7'—/t1 [ 0 0:|d’7'—|: 0 BE
Odtud 4.20(2a)
1 3
_ a1 | —3(ti —t2)” 0 —r_ |0 0
Popp =M [ 0 o |M 0 —(t,—t2)/3 |
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O
Zavérem spocteme veli¢iny 4.19(3 az 9) pomoci procedury (G — S)
(viz nasledujici odst. 4.6).
KROK 2. Pro ¢ >ty podle 4.19(10)
s(t) = c®(t,tn)xXn/N =
= [1,0] [ (1) ! _1tN ] xy/N = [1,t —tN]xn/N
(xn/n — viz KROK 1 ve 4.19).

KROK 3. Zpétny chod pro to < ¢t < txn. Splajn s(t) spo¢teme po
Castech pro tj_; <t <t;, j = N(1)3 podle 4.19(11)

s(t) = ex(t/N), (5a)

kde
X(t/N) = B(t.tx(ty/N) + | B )bBTST ()i, (6
x(tn/N) = Xn/N- (6ab)

Postup vypoctu:

Restrikci funkce x(¢/N) na interval [t;1,1;] oznac¢me na chvili x(; (t/N).
Potom rekurzivné (viz 4.20(6aa))
X(ti—1/N)i;_y 51 = X() (Ej—1/N) = @(tj-1, 1) x5 (¢ /N)+
L[ (-1, T)DBT®T (1, 7)dr]uy,
kde x(;)(t;/N) = x(j41)(t;/N) bylo vypocteno v predeslém iteracnim kroku.

Nyni vyraz v hranaté zavorce v 4.20(6aa) bude

Jlo oL e

J

CLp_ 42 L(g ¢
=(t—tj)[ _6%% _tt”j); 2(“1 t) ]

PoloZzme

x(t/N) = o1 (/N ), o> (0N = [
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Pak
wi(t/N) = (el —1) +
b = 1) + walty/N)] (= ) + a4/,
z(t/N) = [- %ug.l)(t — 1) + 1$D](t 1) + 22 (t;/N).
Vypocet pj a i1 :
pi = Ylapia+cl R 'ej, py =cyRy'en, (Ta)
i 4.19(15) [ (1) tj+11— t; ] (I—KRj_lcj), (8a)

(K]‘,Rj,&‘j a X(tN/N) = XN/N — viz KROK 1. ve 4.19)

KROK 4. Pro tl S t S t2
s(t) = ex(tn), (9a)
kde
x(t/N) = ®(t,t2)x(t2/N)+

t
+ / ®(t, 7)bb” AT(1)dr|M T ®T (t3,t5) 3 =
to

B [ (1) t _1t2 ] z(ta/N) + B(t) - M~ T (t3, ta) is; (10a)

prvky (kl) 2 x 2-matice

B(t)ZItZ[(l) t_lT][g (1)Ht11—7 8]d7

jsou nasledujici
%(t —1)?[(t—t2) +3(ta — t1)], (12) =0,
(21) = —5(t1 — )2 + $(t1 — t2)%, (22) = 0.
Matice

M-I (t3,15) = 1 [ —i3+i1 -1 ] '

(u3 — viz KROK 3.)
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KROK 5. Pro t <t
s(t) = c®(t, t1)x(t1/N) =
=[1,t — t1]x(¢t1/N), (11a)
(x(t1/N) — viz KROK 4.).

4.21. Algoritmus prikladu.

Shrneme predeslé uvahy do tvaru, ve kterém jsou primo pouzitelné k vy-
poctu.
f(t) = Vtsin(t/5), ¢ =2, N = 15 = poéet uzli sité, r = [r,--- ,1n]",

1t—r] (_[10
0 1 L O O
KROK 1a. Pfimy chod pro t;_ <t <t;, j =3(1)N.

Pocatecni podminky

_ T2
X2z = o —rof(ti —t2) |’

Pyy = [8 —(t1—0t2)/3 ]

Indukei spo¢teme néasledujici veli¢iny pro j = 3(1) N

€ = i CiXj/i
R; = chj/j_lc]T
K;j = Pjjic;
Xj/i-1 = Pty tj—1)xj 1751
Xj; = %o+ KRy €
Pjjj = @ti/tj1)Pj1y 197 (tj,tj-1) + (E— 1)) (__%;((tt_t,f.); %(tl_t])
2 J
Pyj; = Pjlj—1= Py cflejPyief]™ e Py,

(nebo = [I — KjR}l €1P;j/jll — Kijlcj]T)-
Tohoto druhého vyjadfeni nelze pouZit u vyhlazovacich splajni!)
Uloz xy/n a viechna g5, K, R;, j = 3(1)N.
KROK 2a. t >ty
s(t) = [1,t — tn]xn/n
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(XN/N A\ KROKU 18,)

KROK 3a. Zpétny chod pro to <t < ty.
Nejprve konstrukce dvou funci p; a ;.
nj = (8", 1l?], - indukee pro ty > ¢ >t

s pocateéni podminkou

unN = CTRj_1 €5 .

Wi = ’([}f+1/,,tj+1+c?Rj_l €;
1t —1; _

i1 = [0 e 7](I—KjR '¢;).

Splajn
s(t) = ex(t/N)

kde

x(t/N) = [x1(t/N), z2(t/N)].
Oznac¢me

x(;)(t/N) := x(t/N)/[tj_l’tj}
Indukei pro tny > t > to, s pocateéni podminkou

x(n)(tn/N) = x(tn/N) = xn)n,

konstruujeme

X(tjfl/N)/[tjil’tj] = X(J)(tJ*I/N) =

+ (t — tj) _%(t - tj)Q %(t - tj)

—5(t — ;) 1 sk

kde x(;)(t;/N) = X(j41)(t;/N) bylo vypocteno v predeslém itera¢nim kroku.
Vypocet slozek vektoru x(¢/N)

2(t/N) = [(= 2t =t + ) 0 — 1)+

6 2
+ Xg(tj/N)] (t — t]‘) + $1(tj/N)
2o(t/N) = [ — %pg”(t — 1) + 1$D](t — t5) + za(t;/N).

(Kj, Rj, ¢j ax(ty/N) =xy/n jsou vypocteny v KROKu la.)
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KROK 4a. Pro tl S t S tQ.
s(t) = ex(t/N)
x(t/N) = [ (1) P ]x(tg/N)-l-

—L(t —t2)2[(t — t2) + 3(ty — £1)?] 0O
" [ 6 —%(ti —[t)2 +2%(t1 —252)2)21 | 0 ] .

X#[ ts —ty 1 ]uz
t1—to | —tat+tr —1
x(t2/N), pug — viz KROK 3a.)
KROK 5a. Pro t <t
s(t) = [L,t — ta]x(t:1/N),
kde x(¢1/N) — KROK 4a.

4.6. Odvozeni rekurzivniho algoritmu. Odvozujeme
rekurzivn{ algoritmus pro Lg-splajn s(-) interpolujicf data {r;} vzhledem
k EHB funkciondlim A = {);}{.

Nejprve ortogonalizujeme ndhodné velic¢iny {)\j}{v Gram-Schmidtovou
metodou s vyuzitim modelu 4.17(1) az (5). (Tim bude splnén pozadavek
(xx) odst. 3.7).

Nato najdeme odhad y(t) na zdkladé ortogonalizovanych dat {v;}.

Nakonec se veli¢iny {A;y} nahradi jejich pozorovanymi hodnotami {r;}.

4.22,

Je dobfe zndmo, 7e se na Gram-Schmidtovu ortogonalizaci da hledét jako
na aproximaci minimalizujici normu.

Definice 4.23. K posloupnosti {\1y, ..., \ny} nezdvislych prvki Hilbertova
prostoru H vytvari Gram-Schmidtova procedura posloupnost
{vi,...,un}, pro niZ vy = Ay a proek

j—1

vi =Xy — > Ny, vi)uvi, §> 1 (1)

i=1
je optimalni chyba optimalizacniho problému: .
min ||\;jy — z|| pFes vSechna x v podprostoru V(j — 1) = span{ Ay} ~! =
span{v; }1 !

(viz 2.1 — Véta o projekci —, viz také [18], §3.9, str. 63, # 10). O

Dokézeme nyni platnost jednotlivych krokt algoritmu 4.19.
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Vyuzijeme pfitom teorie odvozené v kap. 2.2, § 2 (Rekurzivni metoda
odhadu). Oznaceni pouzité v 2.2, § 2, je zde az na nékteré grafické detaily
zachovano.

KROK 1. Gram-Schmidtova ortogonalizace posloupnosti {\;y}.

Definujeme
%(t/7) = linedrni odhad vektoru x(t) na bézi {\y}. (2)
Jinymi slovy, %x(¢/7) je ortogonalni projekce vektoru x(¢) na podprostor

V(j) = span{A\iyH = span{vi}, (3)
Dale definujeme

%(t/§) = x(t) — %(t/5), ()
Py = E[x(t;/)x" (t;/5)]; (5)

Pjjj = Blx(t;/j — D)X (t;/5 - 1)]. (6)

Necht {v;}I¥ je ortogonalni posloupnost ndhodnych veli¢in, kterd vznikne
Gram-Schmidtovou ortogonalizaci posloupnosti {\;y} V. Pak podle 4.17 (8)
a 4.18(2)

vi = Ajy —¢ex(t/5 — 1) = ¢j[x(t;) — x(t; /5 — 1)] = e;x(t; /5 —1). (7)
(E[(w) ()1 HT] ! existuje - viz 3.5.)

Definujeme-li

pak R; vyjde ve tvaru 4.19(4)
Rj = Ele;x(tj/j — VX" (t;/j — V)e]] = e;Pjj; ¢}

Oznaceni 4.24. Oznacme €j, X;/;, vesp. T;/;_1 pozorované hodnoty veli-
cinvj, x(t;/7) resp. x(t;/j—1), jeZ obdrZime substituci \;y = r;, © = 1(1)V.
Dokézeme, ze Gram-Schmidtova ortogonalizace miize byt provedena po-
stupem 4.19 (3) az (9). K tomu cili musime ukazat, Ze plati rovnice 4.19
(1), (2) a (3) az (9). Pocatecni podminky 4.19 (1) a (2) obdrzime z 3.3.

Totiz
%(t/q) = BElx(t,)0"|[E@©6T) "0 &7

= Elx(t,)0T)e L Oy, (1)
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po substituci \jy = r;, i = 1(1)g, obdrzime pro pozorovani x,,, vyraz
4.19 (1). Déle
Pyq = Blx(te/ax" (te/q)] = Elx(t)x" (t,)]-
N X 4.18(8)
- E[X(tq/Q)XT(tq/q)] =
tq

=M / A(r)bb" AT (r)dr| M7,
ty
coz dava 4.19(2).
Rovnice 4.19 (1) a (2) jsou tedy potvrzeny.

4.25.

Nyni vyuZijeme véty 4.14. Abychom tak mohli uéinit, musime symboltim
z definice 3.8 a z véty 4.14 prisoudit novy vyznam. S pfihlédnutim k 4.17(10)
(kde t4 je nahrazeno t;) symboly

X(j)a Q)(j) resp. u(j)a J= 1(1)Na
ze vztahu 3.8 (1) budou mit tento vyznam:

tj+1
x(t;), ®(tj+1,t;) resp. / ®(tj41,7)bu(r)dr;
tj
u(7) je ndhodny vektor vstupu, zatimco wu(t), t € [0,T], (viz 4.15(1)
a tvrzeni 4.23) je bily Sum, proces, ktery idi linedrni dynamicky model
4.17 (1) az (5). Mame tedy

i1
a) = [ (e bulr)dr. (1)
tj
Velic¢iné v(j) z 3.8(4) pfisoudime vyznam A;y a s ohledem na 4.17(8) pod
1 x ¢ -matici C(j) budeme rozumét c; a pod w(j) nulu. Odtud pak matice
W (j) v 3.8(5) je rovnéz nulova, nebot

W (j) = Elw(j)w’ (j)] = 0. (2)

Symboly z 3.8(8) x(k/7) i 3.9(5) %(k/k) maji vyznam dany v 4.23(2) pro

t = ty, dale 3.8(9) = 4.23(3) — v(j) substituovano \;y nebo v, P(j) 3.9(2)

se shoduje s Pj/;_; 4.23(6), P(j/7) 3.9(6) s P;j;; 423 (5) — s ndhradami
x(t;) za x(j).
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4.26.

Dokéazeme platnost vzorci 4.19 (3) az (9).
Z 3.9(8) plyne

Pjjj1 = ®(tj,t5 1) P19 (t,851) + QG — 1)
a z 3.9(6) obdrzime
T T1—1,. pT
Pjjj = Pjjj1 = Pjjjac;[ePijjae; ] eiPy;
neboli
— p-lgT
Pjjj = Pjji1 — KR Ky, (1)
coz potvrzuje platnost prvniho vyjadieni z 4.19(9)
Druhé vyjadieni v 4.19(9) obdrzime z predeslého s pouzitim 4.19 (4)
a (5). Plati totiz
[I —K;R;'cjIP; 1[I —K;R;'c;]T =
-1 T p—lyT —1 Tp-1lgT
Pjjj1 + KjRj e Pyyjac; By Kj — KR, "¢ Pyjjq — Pyjjac; By K;
Soucet prvnich dvou ¢lenti vpravo je Pj/; 1 + KjR_lK;F, soucet druhych
. o . 1 1 .
dvou ¢lend vpravo je —2Pj/j,lc?Rj c;jPiq = —2K]-Rj K? (matice
Pj/j—1 je symetrickd podle 4.23(6)).
Druhé vyjadieni v 4.19(9) je potvrzeno.

Poznamka 4.27.

Matice Pj/;_i a Pj/; jsou pozitivné definitni. P;/; vyjadiena ve formé
4.26(1) — coz je prvni vyjadieni v 4.19(9) — jako soucet dvou pozitivné
semidefinitnich matic, se miZe v dusledku zaokrouhlovacich chyb stat in-
definitni. Tomu se vyhneme pouzitim druhého vyjadieni v 4.19(9). Je v8ak
tieba zduraznit, ze prvniho vyjadreni je nutno pouzit, kdyZ modifikujeme
interpolaéni algoritmus na vyhlazovaci (viz kapitolu 4.6). Oba algoritmy se
shoduji az na veli¢iny R; a P, /,, pficem7 zménéna R; pouzitd na vypocet
P;/; zptsobi neekvivalenci obou vyjadien. O
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4.28.

Kovarian¢ni matice chyb Q(5 — 1) z 3.8(2) se vypocte, jak nasleduje:
QU—-1)=

4.25(1
= Blu( - Hu”( - 1) "2
tj i 11(3)
= / ®(t;, 7)bu(r)dr / u(T)b" @ (t5, T)dT] =
ti—1 ti—1
- / / V.ém (U/['7' 70/['7']T)Hq2 L )é 1o
t]‘ 2.5(4
= / t], bG t T)dT,/ bT@T(tjaT)G(LT)dT) Ha.2 ( )
ti—1
a T
_ Z / ®(t;, T)bAV G (t,T)dr] x [-]" +
ti_

o(t;, 7)bLOG(t, T)dr] X ["-]T}dt 4.6(2)

®(t;, )bo (1 — t)d7] X [---]T}dt

a soucasné
{ t X[ ] } fo (tj,t)bbTdt = ®T(t;,t), pokud t € [t;_1,1],
” 0 Jlnak
Jj—1
Odtud

tj
Q-1 = [ Bt ObbTT (1))
tio1
coZ potvrzuje vzorec 4.19(8).

Vztah 4.19(3) plyne p¥imo z 4.23(7). Nakonec odvodime vztahy 4.19 (7)
a (6).

Podle 3.9(7)

x(t;/5) = %(t;/5 = 1) + Pyjj_1¢] [¢;Pyjj1e) |- [Ny — ¢k (t;/5 — 1)),
takze podle 4.19 (3) az (5)
xj/ = Xj/5-1+ KR g

Ipodrobnosti jsou v rovnici, k niz se vztahuje poznémka [1] pod ¢arou
v Pozndmce 4.18, str. 56.
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coz je 4.19(7).
Podle 3.9(7)

(/5 —1) = @(t5,t;-1)%(tj-1/7 — 1),
coz dava 4.19(6)
Xj/j—1 = Pt tj-1)%j1/5-1-

Timto jsou ovéfeny vzorce 4.19 (1), (2) a (3) az (9) vztahujici se ke
Gram-Schmidtové ortogonalizaci posloupnosti { Ay} .

Snadno se ovéri, ze tyto vztahy staci k provedeni ortogonalizaéni pro-
cedury. Ze vztaht 4.18 (1) a (7) plyne, ze posloupnost {\;y}{ je ortonor-
mélni. Staci tedy provadét proceduru pro j = g + 1(1)N. Veli¢iny se po-
stupné vypocitavaji podle néasledujiciho schématu (viz rekurzivni metodu
odhadu — vétu 2.20):

(G-S)
Start: x4/q, Py/q
L. iterace: Xqy1/¢, Eq+1
2. iterace: Pyy1/q, Kgr1, Rgt1, Xgi1/g41, Xgi2/g+1s Eq+2

3. iterace: Pyy1/q11, Pyyo/grt, Koz, Boto, Xgi2/q420 Xq13/q+25 Eq+3
4. iterace a dalsi se vedou podle schématu 3. iterace. Procedura konéi

vypoctem velifiny xx/y
(N — g+ 1)-ta iterace: Py_y/ny_1, Pn/n—1, Kn, By, Xn/n-
KROK 2. — viz zavér dikazu spolu s KROKem 5.
KROK 3. Necht nyni plati t;_ <t <t;aj=q+1(1)N.
(Poznamenejme, ze vztahy 4.28 (1) a (7), které jsou v dalsim odvozeny,
platiipro1 <j < N ate€[0,T].)
Protoze podle 4.17(10) plati

t
x(t) = (¢, t;)x(t;) -I-/ O(t, 7)bu(r)dr,
tj
méame podle lemmatu 3.5

K(t/N) = Bt £;)%(t; /N) + /t B(t, 7)bis(r/N)dr, (1)

J
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kde podle véty 3.3

a(r/N) =

N
= Z E[U(T)Ui]RZIUi

i=q+1
a podle 4.23(7)

N

a(r/N) = Y Elu(r)X" (t:/i — 1)]e] R; 'vi. (2)
i=q+1

Indukci se da dokazat, Ze

X(tg+1/q) = @(tg+1,t9)%(te/q) +u(q) (3)
azepros>q+1
F(t;)i— 1) =
= ¢i¢i71---¢q+2(1)(tq+la tq)i(tq/Q) + +'l/}i---d’q+2u(Q)+ (4)

+ i pgrzu(g+ 1) + ...+ pu(i — 2) +u(i — 1),
kde
bir1 = ®(tjn, )T — KR '¢j]. (5)
Abychom to dokazali, uvazme,ze
%(ti—1 )i —1) = [T —K;_1R; Y ciq]%(tim1 /i — 2), (6)
coZ plyne z nasledujici avahy
%(ti1 )i — 1) "W
= x(tiq) —%x(t;iq1/i—1)=x(t; 1) —x(t;—1/i — 2) —
—  Pyiaclile 1 Pgisael )7 ei (x(tion) — X(ti1 /i - 2))]

= )N((ti_l/’i — 2) — Ki_lRi__llci_l)N((ti_l/’i — 2) =
=  [T-Ki1R '\ cimi]x(ti—1/i —2),
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kde se druhd rovnost obdrzi na zékladé 3.9(5), 4.25(2) a 4.23(7).
Vyjadieni x(t,11/q) (3) se nyni d& bezprostiedné dokazat, a to takto

X(tg41/q) =

= x(tgr1) = %X(tgr1/0) "2 X(tga1) = Bltgir, to)x(ta/a) "2
= X(tq-lrl) é(tqﬂatq)[ (tq) - i(tq/Q)] =
x(tg 1) = Dty tg)X(tg) + Dltgrr, to) R (g /q) T L
(I)(tq+1atq) (tq/Q) + u( )

K diikazu 4.28(4) pouzijeme 4.28(6) a indukéniho predpokladu (jenz mé
tvar 4.28(4) pro i — 1 misto 7)

%(t;)i —1) =
x(ts) — %(t/i = 1) "2 x(ts) — Bt tim)x(tim1 fi — 1) =
= (tz) (I)(tzatz 1)[ (tz 1) i(tz 1/Z - 1)]
= x(ti) — Bt ti1)x(ti1) + Dty by )%t /i — 1) L
= u(i - n+@mm4>m1ﬁ—n +2E6)
- u(z 1) + (ti, t; ) - K; 1R er 1)x(ti 1/i —2) "2
('L )+¢i~(ti 1/’i—2)=
u(i — 1) + Pithi1..gr2®(tg1, 1) X (¢ /@) +
+ i Pgrou(q) + Vi pgyau(g+ 1) + ... + pu(i — 2),
QED.!
Rovnice 4.28 (3) a (4) mohou byt pieformulovany ve tvaru (proi > g+1)
X(ti/i—1) = W1 P(tgs1,te)x(tq/a)+ 0
. 7
+ Z;c:q—i—l \Iji,k fttinI q)(tka O')b’U,(O')dO',
kde

Yiio1. P 41, 0 >k
I i =k
Rovnice 4.18 (6), 9) a 4.24(1) ukazuji, ze u(7) a X(t,/q) jsou nekorelo-
vané veli¢iny, pokud 7 > ¢,.
Dosadime-li do 4.28 (7) do (2), pak s ohledem na to, Ze u(-) je bily Sum,
bude platit pro j = ¢+ 1(1)N a t;j_ <t <t;

i,k =

1,,quod erat demonstrandum*“ = coZ bylo dokdzati“(= O)
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N

Y Elu(n)x(ti/i - 1)] =
N T
_ g Efu(r)( > Tire f O (ty,0)bu(o)do) | =

+1 k=q+1

= > % [ f Buru(e)b" 97 (b, 0)da)u T =

N 23
= Y [ [ 6(r — o)bT T (¢4, )da]‘llzk =
i:q+1 k:q—i—l ts

E Z bTCI)T(tk, ) iks kdyi T E [tkfl,tk],
i=q+1 k=q+1
0 jinak.
V piipadé 7 € [tj_1,t;] bude

a(r/N) =bToT(t;, 1 Z\y TR v =bv"0"(t;,1)¢;,  (8)

i,jCi

kde
E\I/T 'Ry,

i, ¢
nebo rekurzivné
& = Wip&iv + ¢ Ry, €v = e Rylvw.
[Odvozeni rekurzivni alternativy:
Ev = cyRy'wn
Ev1 = Ynéy+en Ryl v =dnenRylvn +

T -1
+ cN*lR 717/_1

EN—2 ¢N 16N - 1+CN 2R _oVN-2 =

= Yy YNeNRy' v + Yk ey Ryl vvon +

+ CN 2R 27/N 29
atd. az nakonec

_ T T _.T p—1 T T T -1 .
T T p-1 Tp-1, _ T ¢ Tp-1,, _
T Y B v+ e Ry vy = 5080 ¢ By vy =

N

= > Uil R il
=3



4. Stochastickd metoda konstrukce interpola¢nich splajni 73

Podle definice plati y(¢) = ex(¢), takze pro odhad (definovany v 4.13(4))

§i(t) veliciny y(¢) na bazi {N\;y}V (s prihlédnutim k lemmatu 3.5) mame

(1) 2N, (10)

Jestlize nyni jsou x(t/N) a p; pozorovani x(t/N) resp. {;, kterd obdr-

zime tak, ze polozime \;y = r;, i = 1(1)N, pak véta 4.14, 4.28 (1) a (8)

az (10) implikuji 4.19 (11) az (14). Poznamenejme, 7ze pocatecni podminka
(6ab) z KROKu 3 se obdrzi z KROKu 1.

KROK 4.

Piedpokladdejme t; <t < t,. Tak jako v ;1.28(1) plati

x(t/N) = ®(t,t,)%x(ty/N) + | ®(t,7)bu(r/N)dr. (11)
Rovnice 4.28 (2) a (7) plati, ale nyni jejz(7) nekorelované s druhym ¢le-
nem v 4.28(7), jak snadno plyne z toho, Ze

E[U(T)(tf_f @14, 0)bu(0)do) |

g

= [ b"®"(ty,0)E[u(r)u(o)]do +1E0)

tho

ktkl
= [ b"®"(t,0)d(r — 0)do =

th—1
_ [ T (ty,7), T E [tho1,t], g+ 1<k <i (< N),
~ | 0 jinak.

Protoze t; < 7 < tg, tvrzeni plyne, kdyz pfipomeneme, ze Efu(7)] = 0.
Odtud
4.28(2)

w(r/N) =

= S Blu(nE (/i - V]eT Ry D

i:]({]—l—l
= izzq;rlE{U(T) [XT(tq) - &T(tq/Q)@T(tqH,tq)] }‘I/z',q+1CZTRZ._1uZ~ 4'251)
_ o5 {E[U(T)XT(tq)] - E[u(T)@TM_T'i)T(tqH,tq)]}x

i=q+1
T Tt 418(9),(6)
X Ui g6 By vi =

—~

—BTAT(M O (1 11,t,) S T, TRy, M
T q+15lq 'Z;'_l Z,q+1c1, 4 v; =
i=q

= bTAT(T)M_T@T(tq+1, tq)§q+1.

Tedy
a(r/N) = b AT(T) M@ (tg41,14)€q41- (12)
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Rovnice 4.28 (10) az (12) davaji 4.19 (16) a (17), jakmile jsou zvolena
prislusna pozorovani.

KROK 2. a KROK 3.

Rovnice 4.19 (10) a (18) se odvodi podobnym zptisobem:

V KROKu 2. (v KROKu 5.) volime ¢y (¢1) misto ¢, ve vyjadieni 4.28(11).
V obou piipadech vyjde x(¢/N) analogicky k 4.19(17), ale integral v hra-
natych zavorkach je tentokrat = 0, nebot podle 4.18(9)

Elx(tq)u(®)] =0
v disledku toho, ze t ¢ [t;,1,].



5. KONSTRUKCE Lg-SPLAJNU VYHLAZUJICICH
EHB pDATA

5.1.

V kapitole 1. jsme se zabyvali interpola¢nimi i vyhlazovacimi splajny. Oboji
jsme vySetifovali jak v obecné roviné tak — po specializaci podminek —
po praktické strance s vyusténim do efektivniho programu. Kapitoly 2.
a 4. byly vénovany Lg-splajntim interpolujicim EHB data, tj. rekonstrukci
funkce 7z mnoziny presnych dat, z mnoziny kolekce dvojic {(t;,r; = A; f)}.
Pfi rekonstrukei funkce z méfenych dat {r;}’ se viak stfetdvame s dobre
znamou skutecnosti, ze mérend data jsou zatiZena chybami, takZe je ne-
zadouci data presné reprodukovat, ale Ze je nutné udélat kompromis mezi
aproximaci dat charakterizovanou funkcionalem

F(f) =Y (rj = Xf)? (1)

j=1

s vyhlazenim dat, jez je charakterizovino funkciondlem

T
J(f) = /0 (Lf). (2)

V takovych pripadech je uziteéna technika vyhlazovacich splajnt, kterd
spo¢ivd v nadhradé funkcionalu (2) z interpola¢ni dlohy ,kompromisnim*
funkciondlem (p; > 0)

N
M(f)=J(f)+ > p7 (rj = X )% (3)
j=1

definovanym v kapitole 1. (viz zejména 1.4).

Zavislost objektivniho funkciondlu (3) na p; vysvitne, kdyz uvazime dva
krajni ptipady. Jdou-li vAhy k nule, problém minima funkciondlu (3) se
redukuje na minimalizaci funkcionalu (2) pfi omezenich

Nif=rj, j=1(1)N.

V tomto pripadé prechazi funkce minimalizujici funkciondl (3) v Lg-splajn
interpolujici {r;} vzhledem k {);}.

Jdou-li vdhy p; k nekonecnu, funkce minimalizujici funkcional (3) kon-
verguje k funkci nulového prostoru operatoru L, ktera realizuje nejmensi
soudet ¢tvercit vzhledem k {r;}I¥. Tedy podle okiidleného sloganu ,vyhlazo-
vaci splajn je kompromis mezi diivérou v data a vyhlazenim rekonstrukce®.

Vyhlazovacim splajntim byly v kapitole 1. vénovany odstavce 1.3 a 1.24

75
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a uvahy byly pfivedeny za jistych specifikaci az k vytvofeni programu.
V této kapitole zobecnime vysledky na Lg-splajny vyhlazujici EHB data.
Vyuzijeme k tomu zavért z piedeslé kapitoly 3.2. o interpolaci, a to tak,
ze rozsitime zakladni Hilberttv prostor, v némz fesime interpola¢ni pro-
blém a z vysledku jednoduchym zptisobem odvodime vyhlazovaci splajn
pro ptvodni vyhlazovaci problém.

5.1. Prevedeni tlohy vyhlazovani na interpolaéni.

5.2.

Vychézime z pojmii a z oznaceni zavedenych v predeslych kapitolach: Pod
H%2[0,T] rozumime Soboleviiv prostor se skalarnim sou¢inem a normou
podle 2.5 (4) a (5). Pojem systému funkciondld A = {);}¥V generujicich
EHB problém je chapan podle definice v 2.2.

Necht {r;}' jsou dané (namétené) hodnoty a {p}V kladné vahy, které
oceiujf nasi dvéru v data {r;}’ (¢im mensi p, tim véts{ dtvéra).

5.3.

Pfipomenme definici vyhlazovaciho splajnu, jak byla formulovana v 1.3(1)
nebo — v piipadé Y = E¥ s diferencovanymi vahami p; — v 1.4 a 1.26(2):

Funkce s(t) € H??0,T| se nazjvd p83 Lg-splajn vyhlazujici data {r;}¥
vzhledem k A = {X\;} a vahdm p = (p1,...,pn)T, pj > 0 pro vsechna j,
kdyz je fesenim extremdlniho problému

N
min { [y YRCERES 0

feHe:2[0,7]

Nas dalsi postup bude spocivat v nalezeni nového Hilbertova prostoru, ve

kterém ptivodni vyhlazovaci tiloha bude pirevedena na interpolacni.
Piesnéji feceno, definujeme prostor H ', ktery jako linearni prostor bude

kartézsky soucin prostortt H%? a EV s prvky znacenymi (f,0) (f € H%2,0 =

(01, ...,05)T € EN) s vhodné zavedenou normou || - ||+ tak, aby minima-
lizaéni problém 5.1(1) a problém

min ,0 , 2

Somin, .0 )

kde U+(’f’) = {(f,@) e H': )\jf—i- @j =Ty, JjE J}, J = {1,...,N}, r =
(ri,....,rn)7 € EVN, byly v takovém vztahu, Ze z fefeni problému 5.3(2)
jednozna¢né plyne feSeni problému 5.3(1).

Pripomenme, ze predpokladame jednoznac¢nost interpola¢niho splajnu na
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HY2, presndji feceno, 7e piedpokladdme linedrni nezavislost (pro jednodu-
chost prvnich) g funkcionald {\;}{ na nulovém prostoru N(L) operatoru L
(Dohoda 1.31).

Déle pripomindme, ze {z;}¥ = {k;}1 (viz 2.1; 4.9) je ortonormalni baze
prostoru N (L) dudlni k {)\;}{, G(¢,7) je Greenova funkce pro L. Potiebné
vztahy jsou uvedeny v 2.5(1), 2.5(2).

Prvek (f,©) linearniho prostoru

H* ={(£,0): f(t) € H??, © = (0,..,0)" € BV}

lze chapat jako funkci Fy(¢) na disjunktnim sjednoceni I U J intervalu
I =[0,7] a mnoziny J = {1,...,N}, kde pro t € I je Fy(t) := f(t) a pro
t € Jje Fy(t) :== Oy.
H™ piejde v Hilbertiiv prostor zavedenim skalarniho soucinu
T _
((£:0):(9:w)) = Jy (L)(Lg) + 3,1 p7 ' Ojeost }

. (3a)
+ 221 (Nf +05)(Aig + wj).

Odpovidajici norma je
T N q
1(£.0)|? = / L +3 07102+ 3 (S +0,)%.  (3b)
j=1 j=1

Dukaz, ze ||(f,©)]| =0= f =0, ©=0:

Z predpokladu plyne L f = 0 skoro v§ude, ©; =0, j = I(1)N, X\;f+0; =
0, j =1(1)g, tedy © = 0 a dile f € N(L) a \;f =0, j = 1(1)q, takze
podle 4.9

0=X\f = (f.k;) = (f,2) aodtud f € N(L)" N N(L) =0, tj. f=0. g

Definici reprodukujiciho jadra v HT uvedeme nésledujici ivahou. Defi-
nujeme (srovnej 4.5 — reprodukujici jadro prostoru H42[0,T7])

q

T
Ky(t,7) = 31+ )2 (1)) + /0 GLOGHEdE, trel  (4)

7j=1
Z 2.5 (1) a (2) plynou bezprostfedné vztahy
LKy(,7) = G(7,.), AjKp(,7) = (L+pj)zi(7), j=11)g,  (5)

pomoci kterych snadno najdeme vyjadieni K,(¢,7) (jako funkce proménné
t € I pii pevném 7 € I) ve tvaru 2.5(3); odtud

K,(t,7) € H?*T,0] prokazdé 7 € I.
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Oznagime-1i dale d(t) = (di(t),...,dn(t))T N-vektor, jeho slozky jsou
dl()—zl() dq(t) = z4(1), } )
dg+1(t) = ,...,dN(t) =0,

jsme piipraveni popsat reprodukujici jadro v H . Protoze Hilbertiv prostor
H™ neni kartézskym sou¢inem Hilbertovych prostorit H%? a EVN (divod je
ve skaldrnim souc¢inu 5.3(3a), bude reprodukujici jddro prostoru H™' jiné
nez soucet reprodukujicich jader H%? a EV | jak by odpovidalo kartézskému
sou¢inu Hilbertovych prostort 4.2(5).

Véta 5.4. Reprodukujici jadro Hilbertova prostoru H™ je funkce
K,(t,7), tel, 1€l

—pid, J. I
Kn =0 P eT ey (12)
pidi(T), teJ, TEJ,
jinak psdino
_ [ (Bp(ht) —Qd(), tel
K;—() a { (_(;T(')Qeta Qey), te€J, (1b)

kde Q = diag(p1,...,pn), et t-ty jednotkovy N-vektor, t € J, p; diferenco-
vané€ vdahy ,vektorového parametru® vyhlazeni (Pozn. 1.4).

K dikazu stacéi potvrdit, ze

a) KT(t,7) € H" (jako funkce t) pro kazdé 7 € TU.J.

bY(f(1), ©), K* (£, 7)) = { o porcd } pro viechna (f,0) € H*.

Ad a) Necht 7 € I.Prot € I je K™ (t,7) = K,(t,7) € Haprote J je
K*(t,7) =

(eoey —pedy(7),..)T € BN, tedy K*(t,7) € H* pro T € I.
Necht 7 € J. Prot € I je K™ (t,7) = —p,;d,(t) € N(L) C H aprot € J
je
Kt (t,7) = (cooy ptStry...)T € EN | tedy Kt (t,7) € HT pro 7 € J.
Ad b) Pro 7 € I plati (s pouzitim 5.3(5))
((F(),0), K*(t,7)) = [§ [LEONLK,(t,7)]dt—
=N 01O pd; () + I (Ajf‘l'@j)[(l + pj)dj() — pjdi(T)] =

= Jo GrOILF®dt+ X1, (A f)ds(7) = f(7).
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Pro 7 € J plati
((F(£),0), K*(t,7)) = [y [LF@IL( = prd-(t))di+

N _

+ 3501071 04pibir + 21 (M f + ©5)[=prAids () + pidir]l = O-. O
Zbyvé definovat linedrné nezavisly systém AT = {)\;r}{v spojitych linedr-
nach funkcionalti na H' (a najit jejich reprezentanty), vzhledem ke kterym

bude vztazen Lg-splajnv HT.
Definujeme

M(f,0)=Xf+6; jel. (2)

Spojitost téchto linedrnich funkcionald se snadno dokaze:

(f*,0%) = (f°,0") totiz znamens f* — f°, 0% — 09, Vj;
odtud pro vSechna j plati
MAT* 08 = X1+ 05 = 210+ 67 = A7 (1°,87),
Ke konstrukci reprezentanti h;r funkcionali A;r (j € J) se pouzije véty
4.3(8):
h;r(T) = )\;“(t)KJr(t,T). (3)
Pti oznaceni
hi(r) = (g(1),(w):), ¢ € H j
w o= ((wj)l,...,(wj)N)T e EN ’
z vyjadreni
Ny Kp(t, ) — pid;i(T), T €1,

MKt (t 1) = {
i it (= prdr(t)) + pjdjr, T € J.

vyplyva
g(1) = NjwK,(t,m) — pjd;(1), T €1, @
(wj)T = Aj(t)( - pTdT(t)) +pj6jT7 TEJ
Podle 5.3(5)
g(1) = z(7), j=1(1)qg,
Qj(T) = Aj(t)K(taT)a J=n+ 1(1)N7

w; je mnulovy N—vektor pro j = 1(1)q
a pj—ndasobek j—tého jednotkového N —vektoru pro
j=q+1(1)N.
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Linearni nezavislost {Aj}{v je evidentni.

Nyni jsme schopni formulovat problém typu 5.3(2) jako ndhradu za pro-
blém vyhlazovaciho splajnu 5.3(1).
Véta 5.5. [24] Necht (f,0) je fesenim problému

i 7@ 2 ? ]‘
S, 17Ol (1

kde

Ut(r)={(f,0) € H* : X[ (f,0) = ((f,0),h])
=)\jf+®j =7y, j € J}
Pak fesenim s,(t) problému 5.3(1) je
sp(t) = f(t), tel

Diikaz. Existence a jednoznacnost feSeni problému 5.5(1) plyne z (jedné
modifikace) vty o projekci (v&ta 2.3). Staci pfipomenout, 7e varieta U™ (r)
je uzaviend v dusledku spojitosti funkciondla )\;r.

V 5.5(1) se minimalizuje vyraz

1O = Jo (LN2+2 0702+ 320, (Xf+®j)2=

2)
= [JLHN2+TN piler+ 30 2

na mnoziné
U+(T) = {(f,@) € H': )\jf-l-@j =ry, YRS J}.

Uvazujme nyni problém

= 3
Il = min, 1171 ®)

kde
r¥ = (ri‘,...,r’]‘v)T €EEN, Ur*)={f€H: Nif=mrj jed}

Vpravo se minimalizuje vyraz

q q
= [ e oun= [(@pre e o
0 ] 0 =
Zvolme pevné ©'. Uloha

min
Somin, 110" s
m4 jediné feden, feknéme (s,,0'). Funkce s,(t) se d4 ziskat rovnéz jako
feSeni problému 5.5(3) pro r* = r — ©!, a to proto, Ze posledni dva ¢leny
v 5.5(2) a posledni ¢len v 5.5(3) jsou konstantni a nezavisi na f a Ze inte-
gralni ¢len je v obou vyrazech tyz. V Hilbertové prostoru H je vSak zarucena
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jednoznacnost feseni tlohy 5.5(3). Z jednoznacnosti feseni pro O! = O pak
plyne f = s,. O

5.2. Rekurzivni algoritmus pro Lg-splajn vyhlazujici EHB data.

Vzhledem k tomu, 7e vyhlazovaci splajn v Hilbertové prostoru H%? je inter-

pola¢ni Lg-splajn v Hilbertové prostoru H (pfesngji fefeno, prvni slozka

tohoto interpola¢niho Lg-splajnu), lze pro vyhlazovaci ptipad reprodukovat

algoritmus pro Lg-splajny interpolujici EHB data s nasledujicimi zménami:
misto tamnéjsiho R; (viz 4.19 (4)) bude nyni

Rj = ¢;Pjjj1¢] +p

a misto tamnéjsiho Py, (viz 4.19(2)) bude nyni

Pyjq = M~ (Qq+L)M™,

kde
Qq = diag(p1, .., pq), L= [/" A(r)bb" AT (r)dr.
Upozornéni 5.6.

V rekurzivnim algoritmu 4.19(1) se nabizeji dvé ekvivalentni vyjadieni
veliciny P;/; (viz 4.19 (9)). Pi pfechodu na vyhlazovaci algoritmus dochazi
ke zméné veli¢in R; a P/, coz vede na nezameénitelnost téchto dvou vyrazi.
Je nutno pouzit prvniho vyjadieni.

Priklad 5.7.

Algoritmus piikladu 4.20 pro piipad vyhlazeni. V tomto pripadé se
zméni algoritmus 4.21 pouze v KROKu la, a to veli¢iny R; a Py)s:

Rj = [170]%/]'71[07 1] + pj,

kde ¢isla p; jsou diferencované vihy ,vektorového parametru® vyhlazeni
(Pozn. 1.4, také véta 5.4).

Py = M NQq+L)M ™",
kde Q, = diag(p1, p2), £ = [;* A(r)bbTAT(r)dr.

Tedy B
Pyy =M 'QM T+ M 'cMm T

Druhy séitanec je podle 4.21, KROK 1a (str. 62), roven 0 0
0 —(t1 —12)/3

Prvni séitanec je podle 4.19, KROK 1 (str. 57),

MQMT = [0 tr —t1

ty — 1y -1 1 :| dl&g(pl,pg)x
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o1 o —-1]__ 1 pa(ta —11)*  palts —t1)
to — 1 to— 1 1 (tg —t1)2 pQ(tQ _tl) p1+ p2

Doporucdeni.

Pékny obrazek o historii i soucasnosti discipliny ”Interpolace”- do niz
teorie splajni patii - podal Doc. RNDr. Jirfi Kobza, CSc, ve stati
Interpolace — vyvoj formulace problému a jeho feseni. Pokroky matematiky,
fyziky & astronomie, 44, ¢.4, 1999, str. 273 - str. 294.

Doporuc¢ujme precteni tohoto srozumitelné a s velkym prehledem na-
psaného ¢lanku. Ctenai Uvodu do splajnti tak ziska predstavu o zafazeni
prostudované latky do SirSich souvislosti.




6. APPENDIX
Uplné znéni vét, které byly pouzity a v textu oznafeny symbolem f .

1 (str. 7) ([11] IV 5.4, Teor. 3) (Banachova véta o inverznim operatoru.)
Necht A je ohranic¢eny linedrni operator, ktery vzijemné jednoznac¢né zob-
razuje Banachtv prostor £ na Banachtiv prostor F4. Pak inverzni operator
A~ je ohraniceny.

f 2 (str. 25) ([16] III, § 24, Teor. 3) Je-li (linedrni) normovany prostor
FE separabilni, pak kazd4 sféra v adjungovaném prostoru E* je slabé kom-
paktni, tj. z libovolné posloupnosti spojitych linedrnich funkcionala {f,}
s ohrani¢enymi normami je mozno vybrat podposloupnost, ktera slabé kon-
verguje k néjakému spojitému linedrnimu funkciondlu fj.

# 3 (str. 35) ([16] III, § 25, Teor. 3) Necht A je spojity linedrni ope-
rator na (linedrnim) normovaném prostoru F s hodnotami v (linedrnim)
normovaném prostoru E;. Jestlize posloupnost {z,,} C E slabé konverguje
k zy € E, pak posloupnost { Az, } C E; slabé konverguje k Az € E;.

f 4 (str. 44) ([20] Th. 2, str. 32) M&-li rovnice Ly = 0 pouze trividlni
feSeni, pak pro libovolnou funkci g(¢) spojitou v intervalu [0,7] existuje
feSeni rovnice Ly = g. Toto FeSeni je dano formuli

T
y(z) = OfG(t, T)g(T)dT.

# 5 (str. 75) ([13] 2.6.1) Let © be a nonempty open subset of RY. Then
the set C§°(Q) is dense in L,(Q2) for arbitrary p € [1, 00).

f 6 (str. 83) ([11] III § 4, Teor. 4, str. 145) K tomu, aby ortogonalni
normovany systém {y,} v iplném separabilnim euklidové prostoru R byl
uplny, je nutné a staci, aby v R neexistoval nenulovy prvek ortogonalni
vSem prvkim systému {p, }.

f 7 (str. 47) ([11] IV § 3, Teor. 1, str. 183) Je-li {z, } slabé konvergentni
posloupnost v normovaném (linedrnim) prostoru, pak existuje takové ¢islo
C, 7e

||lzn|| < C.
Jinak Feceno, slabé konvergentni posloupnost v normovaném (linedrnim)
prostoru je ohrani¢end (Banach-Steinhausova véta).

83
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f 8 (str. 47) ([11] IV § 3, Teor. 2, str. 184) Posloupnost {z,} prvka
normovaného (linearniho) prostoru F slabé konverguje k = € E, kdyz
1) ||zn|| < M pro né&jaké ¢islo M,
2)  f(z,) — f(x) pro vSechna f € A, kde A je néjakd mnozina,
jejiz linearni obal je husty v E*.

£ 9 (str. 50) ([1] Véta 5, str.15) Je-li funkce R(s,t) pozitivné semidefi-
nitni a hermitovsky symetrickd, existuje takovy nahodny proces (dokonce
normélni), ze R(s,t) je jeho kovarianéni funkei.

Véta f§ 5 je v originale psana anglicky, #f 9 éesky a ostatni v rustiné.
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