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Maximalni vérohodnost
Metoda max. vérohodnosti
Volba penalizujici funkce

o Nematematicky feceno: Zvolena data budu prokladat né&jakou
kfivkou (hustotou) pomoci metody zminéné v nadpise.



Metoda max. vérohodnosti
Volba penalizujici funkce

@ Metoda maximalni vérohodnosti se snazi vykreslit hustotu
pravdépodobnosti v té&ch bodech, ve kterych mame dana
pozorovani. Vysledkem by pak bylo to, ze vysledna hustota
bude skokova pravé v onéch bodech. Takova metoda by se pak
ale ve skocich blizila nekonecné hodnoté. Pro takovou metodu
bude Fischerova mira informace konvergovat k hodnoté
nekone¢no. Mym cilem tedy bude tuto nepfijemnost néjak
modifikovat a to tim, ze ode¢teme penalizujici funkci od té
vérohodnostni, abychom dostali péknéjsi tvar funkce hustoty.
Pri volbé Fischerovy miry informace jako penalizujici funkce se
pak v teoretické roviné odeCte od vysokého Cisla jiné vysoké
Cislo a vysledna hustota bude pak mit prirozenéjsi tvar, jaky
pozadujeme.
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Maximalni vérohodnost

Volba penalizujici funkce

e Mame nahodny vektor X = (Xi, ..., Xj,) a zname jeho hustotu
f(x,0).
Predpokladejme, ze 6 € © je otevreny interval v R. P¥i pevné
hodnoté € je hustota f(x, &) funkci x. Ale pro libovolné pevné
x mazeme hustotu f(x, ) chapat jako funkci parametru 6.
Tuto funkci budeme znacit L(x,0) a nazyva se vérohodnostni
funkce.
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Maximalni vérohodnost

Volba penalizujici funkce

Definice
Pokud existuje 6* € © takové, ze pro vsechny 6 € © plati

L(X,0) < L(X,6%).

pak fekneme, ze 0* je odhad parametru 0 ziskany metodou
maximalni vérohodnosti. Pokud je funkce L(x, 0) spojité
diferencovatelna, pak 0* nutné musi byt feSenim rovnice

OL(X,0)

50 =0 pro 0 =06".

Tato rovnice se nazyva vérohodnostni rovnice.
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Maximalni vérohodnost

Volba penalizujici funkce

Definice

Pokud polozime In0 = —o0, tak L(X,0) < L(X, 6*) bude platit
pravé tehdy pro kazdé 6 € €, kdyz pro kazdé 6 € Q bude

InL(X,0) < InL(X,6%).

Vérohodnostni rovnici pak tedy miizeme pretransformovat do tvaru

dInL(X,0) dInf(X,0)
0 00

=0 pro 0 = 0*.
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Maximalni vérohodnost
Metoda max. vérohodnosti

Fischerova mira informace

Fisherova mira informace o parametru 0 je
< (0
J(O) = /_OO <f(x,9)> dF(x,0).

w=w(f) = L—(f),
kde ¥ (f) je penalizujici funkce.
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Maximalni vérohodnost
Metoda max. vérohodnosti

Fischerova mira informace

e Nyni je potfeba vybrat néjakou vhodnou penalizujici funkci
takovou, pro kterou bude dobfe fungovat metoda maximalni
vérohodnosti. Ukazuje se, ze jako vhodnou penalizujici funkci
je mozné vzit Fisherovu miru informace. Tedy zvolime

0o 2
z/J(f):J:/_ (’;) dx.

Pro velicinu J urcité plati, ze

0<J<
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Maximalni vérohodnost
Metoda max. vérohodnosti

Fischerova mira informace

@ Protoze plati
dF = fdx,

tak po apravach Fisherovy informace

00 f/ 2



Maximalni vérohodnost
Metoda max. vérohodnosti

Funkce ~

@ Pokud dale zvolime substituci f = ~?, tak obdrzime

(7)o L2 () (55

coz po upravé dava

w(f):J:4/ooy’2 dx.

—0o0



Maximalni vérohodnost
Metoda max. vérohodnosti

Vyhody funkce ~

f>0=>~v€eR
Musi samozfejmé platit, ze [*° ~?dx =1

Z toho plyne, Ze tato funkce integrovatelna v kvadratu v
Lebesgueové smyslu (ffooo 7y2dx < o) a je tedy v € L?(R).
Podle teorie o Hilbertovych prostorech je «y limitou (souctem)
své vlastni Fourierovy fady vzhledem k n&jakému
ortonormalnimu systému

@ Oviem do penalizujici funkce budeme brat jak prvni derivaci
funkce v, tak i druhou, nebot pribéh funkce (jeji zakFivenost)
je zavisly i na jeji druhé derivaci. Takze je za vhodné vzit
trochu obecnéjsi penalizujici funkci, ktera zavisi jak na prvni,
tak na druhé derivaci.

w(f)_4a/ 7/2dx+,8/ ’ynzdx a, >0, a+5>0
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Hermitovské funkce

Hermitovské polynomy

Posloupnost funkci

se nazyva hermitovské polynomy.

Marian Koutny



Hermitovské funkce

Hermitovské polynomy

Hermite (physicists’) Polynomials
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Obrazek : Hermitovské polynom
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Hermitovské polynomy

Hermitovské funkce

Posloupnost

Bn(x) = e (2"n1y/) 7 Holx) = (~1)"e7 (2"nly/m) 7

se nazyva hermitovské funkce.

do(x) = Tre?
p(x) = \@W_%xe_é
bo(x) = Vor 2P —le %
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Hermitovské polynomy

Hermitovské funkce

Obrazek : Hermitovské funkce
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Hermitovské polynomy

Hermitovské funkce

Posloupnost hermitovskych funkci ¢n(x) = e == (27nl\/7) 2 Hp(x)
tvori ortonormalni systém v prostoru L?(R).

|

Véta

Necht {¢}32, je ortonormalni posloupnost hermitovskych funkci v
prostoru L%(R) a necht ~y je realna funkce. Pak podle predchazejici

teorie plati, Ze
[o¢]
X) =Y ckpu(x)
k=0
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Hermitovské polynomy

Derivace Hermitovské funkce

Hermitovské funkce ¢n(x) = e 2~ (2”n|\f)71 Hp(x) jsou spojité
diferencovatelné a jejich m—ta derivace je

(M) N 2 /m koym=k n!
400 =3 (F) 02" [ ormas L)
Specialné pak prvni derivace je
Bn(x) = V21 Gp1(x) = X Gp(x).

Druha derivace je

x) =2/n(n—1) ¢pn_o(x) —2v2n ¢p_1(x)x + (x> = 1) ¢n(x).
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Hermitovské polynomy

Integral Hermitovské funkce

Pro integraly hermitovskych funkci plati

0 I'm n
/ XPmPndx = Eém,n-‘rl + \/;5m+1,n

o 1 1
| Xombnix = 3v/mim= Dbz + 5v/n0 = Domszn +

—0o0
1
= (m aF 2) 5m,n
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- - 0.9 !
Odvozeni vyrazu f_xoc v 2dx

[ [ (Semm) o= [ (3 o
. & e\
= / (mi; cm¢:n> (g Cn¢ln> dx = mio CmCn /_Z Bn(X) b (x)dx

=3 cnn [ (VA1) — x6m()) (VIR0 3(5) — x6(3)

m,n=0




Odvozeni vyrazu [  ~
ReSeni soustavy

- - (0.9} /
Odvozeni vyrazu f_oc v 2dx

Projedou se viechny kombinace m a n a vyjde, ze
em=n:Y  c2(m+1)
e m=n+2:> 7" Cht26n [—% (n+2)(n+ 1)}

° m:n—2zzfnozocmcm+2[ 3V/(m+2) (m—i—l)}
e 0 jinak

Po se¢teni mame pak

/Z”Qd’(:i@* ) Z\/(m+2)m+1)cmcm+2

m=0




P 2
Odvozeni vyrazu [~ “c

Reseni soustavy

- I oo
Odvozeni vyrazu [~ ~ 2dx

Nyni stejné jako v pfedchazejicim pfipadé odvodime vzorec pro
[ ~"2dx. Celkem tedy po secteni véech alternativ mizeme psat,

[e.e]
ze
9] 3 o
/_OOVde = ZZ(zm2+2m+1)c,2,,—
m=0
(o.9]
Z(2m+3)\/m+ )(m 4+ 2)cmCmy2
m=0
1

I\.)

- Z (m+1)(m+2)(m+3)(m+4)cmCm+a



Odvozeni vyrazu [~
Odvozeni vyrazu [°7 ~

ReSeni soustavy

Tudiz funkce w(a, 3, f) je maximalizovana FeSenim soustavy rovnic

N e -1
2> ¢x (Z cmqsm) — 4o [2kck —V(k+1)(k+2)ckqr —
m=0

i=1
V= Dkes] - 8 EW “3(k—2)(k— Dot
VT AR 3K+ 2)(k + Dewss + 3K

+3kee — (2k +3)/(k + 1)(k + 2)cksz — (2k — 1)/(k — 1)k CH]

—2/\Ck = 0,
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Odvozeni vyrazu [~
Odvozeni vyrazu [°7 ~

Maticové reseni

N 0o -1
2 éx(x) (Z Cm¢m(Xi)>

i=1 m=0
je vektor pravych stran. Bude se jednat tedy o jakousi iteraéni
metodu. Pro pfipad, kdy a = %, B=0, N=1ak<3bude
soustava vypadat zhruba takto

P 0 f 0 [)) bo
0 q 0 e 1 . bl
f 0 r O Co a bg
0 e 0 s c3 b3
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P 2
Odvozeni vyrazu [°© ~,7dx
Y P

=
v “dx
o

Odvozeni vyrazu [

@ Sledovana data budou logaritmy jednodennich vynosnosti
akciovych kurzti (indexi)

e Vysledky se budou porovnavat s B-S vzorcem apod.



Odvozeni
Odvozeni vy

Uz je konec !
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