
Vázané extrémy a jejich aplikace v ekonomii

Nikola Vavrečková
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Smı́šené omezenı́

Nástroj

Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Nikola Vavrečková Vázané extrémy a jejich aplikace v ekonomii



1) Omezenı́ ve tvaru rovnostı́

f (x1, . . . , xn)→ max(min), H =


h1(x1, . . . , xn) = c1

...
hn(x1, . . . , xn) = cm

2) Omezenı́ ve tvaru nerovnostı́

f (x1, . . . , xn)→ max(min), G =


g1(x1, . . . , xn) ≤ b1

...
gn(x1, . . . , xn) ≤ bn
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3) Smı́šené omezenı́

f (x1, . . . , xn)→ max(min), G =



h1(x1, . . . , xn) = c1
...

hm(x1, . . . , xn) = cm
g1(x1, . . . , xn) ≤ b1

...
gk (x1, . . . , xn) ≤ bk
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Ekonomická aplikace pro omezenı́ ve tvaru rovnostı́

Spotřebitel - jednotlivec, který poptává statky
Statek - zvyšuje užitek
Užitek - subjektivnı́ pocit uspokojenı́ plynoucı́ ze spotřeby
statků

Předpokládejme, že jednotlivec volı́ mezi spotřebnı́mi statky
x1, x2, . . . , xn. Pořadı́ jejich atraktivity pro daného spotřebitele je
možné popsat užitkovou funkcı́ u(x1, x2, . . . , xn).
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Ekonomická aplikace pro omezenı́ ve tvaru rovnostı́ -
přı́klad

Užitková funkce spotřebitele je ve tvaru 100xy + x + 2y .
Předpokládejme, že statky A a B stojı́ 2 a 4 dolary.
Spotřebitelův přı́jem je 1000 dolarů a chce jej utratit za statky A
a B tak, aby maximalizoval svůj užitek.

Řešenı́:
u(x , y)→ max , 2x + 4y = 1000

Vytvořı́me Lagrangeovu funkci

L(x , y ,λ) = 100xy + x + 2y − λ(2x + 4y − 1000),

zderivujeme podle obou proměnných a položı́me rovno nule

Lx = 100y + 1− 2λ = 0
Ly = 100x + 2− 4λ = 0
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S vazebnou podmı́nkou 2x + 4y = 1000 řešı́me soustavu třı́
rovnic o třech neznámých. Po úpravách dostaneme stacionárnı́
bod [x∗, y∗] = [250,125], s λ = 6250,5. Ověřı́me, zda se jedná
o maximum pomocı́ determinantu Hessovy matice.

Závěr: Aby spotřebitel maximalizoval svůj užitek, měl by
kupovat 250 kusů statku A a 125 kusů statku B.
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Ekonomická aplikace pro omezenı́ ve tvaru rovnostı́

Portfolio - soubor akciı́ a jiných cenných papı́rů v majetku
jednoho investora
Očekávaný výnos - mı́ra výnosnosti (ziskovosti) daného
aktiva. Očekávaný výnos potrfolia lze vypočı́tat jako
r̄p = ∑n

i=1 riXi , kde ri je výnosnost i−tého cenného papı́ru
a Xi je podı́l i−tého cennéhho papı́ru.
Riziko - pravděpodobnost, že nebude dosaženo
očekávaného výnosu. Riziko portfolia můžeme vypočı́tat
jako σp =

√
∑n

i=1 ∑n
j=1 XiXj σij
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Ekonomická aplikace pro omezenı́ ve tvaru rovnostı́ -
přı́klad

Uvažujme tři cenné papı́ry s hodnotami rizika σ1 = 1,2,
σ2 = 0,8, σ3 = 1,1 a hodnotami výnosnosti r1 = 0,8, r2 = 0,3
a r3 = 0,6. Kovariance jsou σ1,2 = −0,1, σ1,3 = −0,5 a
σ2,3 = 0,3. Nalezněte portfolio sestavené z těchto třı́ cenných
papı́rů tak, aby riziko tohoto portfolia bylo co nejmenšı́ a
zároveň aby očekávaný výnos byl 35 %.

Řešenı́:
Minimalizujeme funkci

σ2
p =

3

∑
i=1

3

∑
j=1

XiXj σij =

= 1,44X 2
1 + 0,64X 2

2 + 1,21X 2
3 − 0,2X1X2 + 0,6X2X3 − X1X3

za podmı́nek X1 + X2 + X3 = 1 a
0,8X1 + 0,3X2 + 0,6X3 = 0,35
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Vytvořı́me Lagrangeovu funkci

L = 1,44X 2
1 + 0,64X 2

2 + 1,21X 2
3 − 0,2X1X2 + 0,6X2X3 − X1X3+

+ λ1(X1 + X2 + X3 − 1) + λ2(0,8X1 + 0,3X2 + 0,6X3 − 0,35)

a derivace dle jednotlivých Xi položı́me rovny 0.

LX1 = 2,88X1 − 0,2X2 − X3 + λ1 + 0,8λ2 = 0
LX2 = 1,28X2 − 0,2X1 + 0,6X3 + λ1 + 0− 3λ2 = 0
LX3 = 2,42X3 − X1 + 0,6X2 + λ1 + 0,6λ2 = 0
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Přidáme vazebné podmı́nky

X1 + X2 + X3 = 1

0,8X1 + 0,3X2 + 0,6X3 = 0,35

a řešı́me následujı́cı́ soustavu
2,88 −0,2 −1 1 0,8
−0,2 1,28 0,6 1 0,3
−1 0,6 2,42 1 0,6
1 1 1 0 0

0,8 0,3 0,6 0 0




X1
X2
X3
λ1
λ2

 =


0
0
0
1

0,35


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Upravı́me a zı́skáme hodnoty
X1 = 0,09,X2 = 0,89,X3 = 0,02, λ1 = −1,78 a λ2 = 2,15.
Pro ověřěnı́ vypočı́táme determinant Hessovy matice.

Závěr: Abychom dosáhli co nejmenšı́ho rizika, investujeme 9 %
kapitálu do prvnı́ho cenného papı́ru, 89 % kapitálu do druhého
a 2 % do třetı́ho.
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Ekonomická aplikace pro omezenı́ ve tvaru nerovnostı́
- přı́klad

Spotřebitel kupuje statky A a B, jejižch ceny jsou 10 a 5. Jeho
užitková funkce je ve tvaru u(x , y) = ln x + ln y . Spotřebitel
může utratit maximálně 350. Spotřeba jedné jednotky statku A
trvá 0,1 hodin a spotřeba jedné jednotky statku B zabere 0,2
hodin. Spotřebitel má maximálně 8 hodin na spotřebu
veškerého množstvı́ obou statků. Jaké množstvı́ statku A a B
by měl spotřebitel kupovat, abyt maximalizoval svůj užitek?

Řešenı́:

u(x , y) = ln x + ln y → max , G =

{
10x + 5y ≤ 350

0,1x + 0,2y ≤ 8
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Hodnost Jakobiho matice

J =

(
∂g1
∂x

∂g1
∂y

∂g2
∂x

∂g2
∂y

)
=

(
10 5
0,1 0,2

)
∼
(

10 5
0 −15

)
je 2, tedy rovnost může nastat v přı́pade obou omezenı́.
Vytvořı́me Lagrangeův polynom

L(x , y ,λ1,λ2) = lnx + lny − λ1(10x + 5y − 350)−
− λ2(0,1x + 0,2y − 8).

Nikola Vavrečková Vázané extrémy a jejich aplikace v ekonomii



Vypočı́táme přı́slušné parciálnı́ derivace, které položı́me rovny
nule a zapı́šeme podmı́nky komplementarity.

Lx =
1
x
− 10λ1 − 0,1λ2 = 0

Ly =
1
y
− 5λ1 − 0,2λ2 = 0

λ1(10x + 5y − 350) = 0
λ2(0,1x + 0,2y − 8) = 0

λ1,λ2 ≥ 0
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Budeme uvažovat tři přı́pady:
1) Prvnı́ omezenı́ je aktivnı́, druhé je neaktivnı́. Přı́mým

výpočtem zı́skáme, že x∗ = 40 a y∗ = 20. Tyto hodnoty
porušujı́ prvnı́ vazebnou podmı́nku, protože
10x∗ + 5y∗ = 500.

2) Prvnı́ omezenı́ je neaktivnı́, druhé je aktivnı́. Zı́skáme
hodnoty x∗ = 17,5 a y∗ = 35. Druhá vazebná podmı́nka je
však porušena, nebot’ 0,1x∗ + 0,2y∗ = 8,75.

3) Obě omezenı́ jsou aktivnı́, tedy 10x + 5y = 350 a
0,1x + 0,2y = 8. Řešenı́ této soustavy nám dá
stacionárnı́ bod [20,30] s [λ1,λ2] = [1/225,1/18].

Závěr: Spotřebitel by měl kupovat 20 kusů statku A a 30 kusů
statku B.
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Ekonomická aplikace pro omezenı́ ve tvaru nerovnostı́
- přı́klad

Spotřebitel má užitkovou funkci ve tvaru u(x , y , z) = xyz. Jeho
rozpočtové omezenı́ je p1x + p2y + p3z ≤ I, x ≥ 0, y ≥ 0,
z ≥ 0, kde p1,p2,p3 jsou ceny statků, x , y , z představujı́
množstvı́ daných statků a I je ropočet spotřebitele.
Maximalizujte spotřebitelův užitek.

Řešenı́:
Tři poslednı́ podmı́nky přepı́šeme jako

−x ≤ 0, −y ≤ 0, −z ≤ 0

Jakobiho matice je potom

J =


p1 p2 p3
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


a jejı́ hodnost je tedy 3.
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Lagrangeův polynom je

L(x , y , z,λ1,λ2) = xyz−λ1(p1x +p2y +p3z− I)+λ2x +λ3y +λ4z.

Parciálnı́ derivace Lagrangeova polynomu, podmı́nky
komplementarity a vazebné podmı́nky dávajı́ systém
(1) Lx = yz − λ1p1 + λ2 = 0
(2) Ly = xz − λ1p2 + λ3 = 0
(3) Lz = xy − λ1p3 + λ4 = 0
(4) λ1(p1x + p2y + p3z − I) = 0
(5) λ2x = 0
(6) λ3y = 0
(7) λ4z = 0
(8) λ1,λ2,λ3,λ4 ≥ 0
(9) p1x + p2y + p3z ≤ I

(10) x , y , z ≥ 0
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Pro prvnı́ omezenı́ aktivnı́ a dalšı́ tři neaktivnı́ dostaneme
stacionárnı́ bod x∗ = I

3p1
, y∗ = I

3p2
a z∗ = I

3p3
s λ1 = I2

9p1p2p3
a

λ2,λ3,λ4 = 0. Opět ověřı́me, zda se jedná o maximum.

Závěr: Aby spotřebitel maximalizoval svůj užitek za daných
omezujı́cı́ch podmı́nek, mělo by být množstvı́ kupovaných
statků I

3p1
, I

3p2
a I

3p3
.
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Děkuji za pozornost
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