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Zameéreni prace

@ Omezeni ve tvaru rovnosti
@ Omezeni ve tvaru nerovnosti
@ SmisSené omezeni

@ Metoda Lagrangeovych multiplikatora
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1) Omezeni ve tvaru rovnosti

h1(X1,...,Xn) = Cq
f(x1,...,Xn) = max(min), H= :
hn(X1,...,Xn) :Cm

2) Omezeni ve tvaru nerovnosti

g1(x1,...,xn) < by
f(X1,...,Xn) — max(min), G= :

gn(X1, ..., Xn) < by
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3) Smisené omezeni

f(x1,...,Xn) — max(min),

Nikola Vavreckova

G

p

h1(X1,...,Xn):C1

hm(X1,...,Xn) = Cm
g1(X1,...,Xn) §b1

gk(X1,...,Xn) Sbk
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Ekonomicka aplikace pro omezeni ve tvaru rovnosti

@ Spotrebitel - jednotlivec, ktery poptava statky

@ Statek - zvySuje uzitek

@ Uzitek - subjektivni pocit uspokojeni plynouci ze spotieby
statku

Predpokladejme, Ze jednotlivec voli mezi spotfebnimi statky
X1, X0, ..., xp. Poradi jejich atraktivity pro daného spotrebitele je
mozné popsat uzitkovou funkci u(xq, xo, ..., Xp).
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Ekonomicka aplikace pro omezeni ve tvaru rovnosti -

priklad

UZitkova funkce spotrebitele je ve tvaru 100xy + x + 2y.
Predpokladejme, ze statky A a B stoji 2 a 4 dolary.
Spotrebitellv pfijem je 1000 dolart a chce jej utratit za statky A
a B tak, aby maximalizoval svuj uzitek.

Reseni:
u(x,y) — max, 2x+4y = 1000
Vytvofime Lagrangeovu funkci
L(x,y,A) =100xy + x + 2y — A(2x + 4y — 1000),
zderivujeme podle obou proménnych a polozime rovno nule

Ly =100y +1-21=0
L, =100x+2—4A =0
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S vazebnou podminkou 2x + 4y = 1000 feSime soustavu tfi
rovnic o tfech neznamych. Po Upravach dostaneme stacionarni
bod [x*, y*] = [250, 125], s A = 6250, 5. Ovéfime, zda se jedna
0 maximum pomoci determinantu Hessovy matice.

Zaveér: Aby spotiebitel maximalizoval svuj uzitek, mél by
kupovat 250 kusU statku A a 125 kusu statku B.
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Ekonomicka aplikace pro omezeni ve tvaru rovnosti

@ Portfolio - soubor akcii a jinych cennych papirt v majetku
jednoho investora

@ Ocekavany vynos - mira vynosnosti (ziskovosti) daného
aktiva. OCekavany vynos potrfolia Ize vypocitat jako
To = Y14 1;X;, kde r; je vynosnost i—tého cenného papiru
a X; je podil i—tého cennéhho papiru.

@ Riziko - pravdépodobnost, ze nebude dosazeno
ocekavaného vynosu. Riziko portfolia mizeme vypocitat

jako 0p = \ /Ty Ty XiXjey
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Ekonomicka aplikace pro omezeni ve tvaru rovnosti -

priklad

UvaZzujme tfi cenné papiry s hodnotami rizika oy =1, 2,

oo = 0,8, 03 = 1,1 a hodnotami vynosnostir; =0,8,» =0,3
ar3 =0,6. Kovariance jsou oy = —0,1, 0913 = —-0,52a

023 = 0, 3. Naleznéte portfolio sestavené z téchto tfi cennych
papirl tak, aby riziko tohoto portfolia bylo co nejmensi a
zaroven aby oCekavany vynos byl 35 %.

Reseni:

Minimalizujeme funkci

3 3
Yo ) XiXjoy =

i=1j=1
=1,44X2 +0,64X24+1,21X2 —0,2X; X2 + 0,6XoX3 — X1 X3

zapodminek X + Xo + X3 =1a
0,8X;+0,3X>+0,6X3=0,35
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VytvoFime Lagrangeovu funkci

L=1,44X2 +0,64X3+1,21X2 —0,2X; X2 + 0,6Xo X3 — X4 X3+
+)\1(X1 + Xo+ X5 — 1)+/\2(0,8X1 +0,3X2+0,6X3—0,35)

a derivace dle jednotlivych X; polozime rovny 0.

I_)(1 =2,88X;1—0,2X — X3+ A1 +0,81, =0
LX2 =1,28X>—0,2X; +0,6X3+ A1 +0—-31>=0
I_X3 =2,42X3— X1 4+0,6Xo + A1 +0,6A2 =0
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Pridame vazebné podminky
Xi+Xo+X3=1

0,8X; +0,3X>+0,6X3 = 0,35

a reSime nasledujici soustavu

288 -02 -1 108 Xi 0
-0,2 1,28 0,6 1 0,3 Xo 0
—1 0,6 2,42 1 0,6 X3 | = 0
1 1 1 0 O A 1
08 03 06 0 O A2 0,35
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Upravime a ziskame hodnoty
X1 =0,09 X,=0,89 X3=0,02, Ay = —1,78a A, =2, 15.
Pro ovéréni vypocitame determinant Hessovy matice.

Zaveér: Abychom dosahli co nejmensiho rizika, investujeme 9 %
kapitalu do prvniho cenného papiru, 89 % kapitalu do druhého
a 2% do tretiho.
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Ekonomicka aplikace pro omezeni ve tvaru nerovnosti

- priklad

Spotrebitel kupuje statky A a B, jejizch ceny jsou 10 a 5. Jeho
uzitkova funkce je ve tvaru u(x, y) = In x + In y. Spottebitel
muZze utratit maximalné 350. Spotfeba jedné jednotky statku A
trva 0,1 hodin a spotfeba jedné jednotky statku B zabere 0,2
hodin. Spotfebitel ma maximalné 8 hodin na spotrebu
veskerého mnozstvi obou statkll. Jaké mnozstvi statku A a B
by mél spotrebitel kupovat, abyt maximalizoval svij uzitek?

Reseni:
10x + 5y < 350

u(x,y) =Inx+Iny — max, G:{ 0.1x 102y <8
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Hodnost Jakobiho matice

S (E BN _(10 5\ (10 5
T |92 92| 7 \0,1 0,2 0 -15
ax ay
je 2, tedy rovnost mlze nastat v pfipade obou omezeni.

Vytvofime Lagrangeuv polynom

L(X, Y, /\1,/\2) = Inx + lny— A1(10X+5y— 350)—
—A2(0,1x+0,2y —8).
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Vypocitame pfislusné parcialni derivace, které polozime rovny
nule a zapiSeme podminky komplementarity.

1
LX:;—1OA1—O,1)\2:O

1
Ly = =5 —0.2, =0
A1(10x + 5y — 350) = 0
A2(0,1x+0,2y—-8) =0
A, A2 >0
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Budeme uvazovat tfi pfipady:

1) Prvni omezeni je aktivni, druhé je neaktivni. Pfimym
vypoctem ziskame, ze x* = 40 a y* = 20. Tyto hodnoty
porusuji prvni vazebnou podminku, protoze
10x* 4+ 5y* = 500.

2) Prvni omezeni je neaktivni, druhé je aktivni. Ziskame
hodnoty x* = 17,5 a y* = 35. Druha vazebna podminka je
v8ak porusena, nebot 0, 1x* + 0, 2y* = 8, 75.

3) Obé omezeni jsou aktivni, tedy 10x + 5y = 350 a
0,1x + 0,2y = 8. Redeni této soustavy nam da
stacionarni bod [20, 30] s [A1, Ap] = [1/225,1/18].

Zaver: Spotrebitel by mél kupovat 20 kust statku A a 30 kusU
statku B.
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Ekonomicka aplikace pro omezeni ve tvaru nerovnosti

- priklad
Spotfebitel ma uzitkovou funkci ve tvaru u(x, y, z) = xyz. Jeho
rozpoCtové omezenije p1x+poy +p3z <1, x>0,y >0,
z > 0, kde py, po, p3 jsou ceny statkd, x, y, z predstavu;ji
mnozstvi danych statku a / je ropocCet spotrebitele.
Maximalizujte spotfebiteltv uzitek.
Reseni:
Tti posledni podminky prepiSeme jako
—x<0, —y<0 —-—z<Z0
Jakobiho matice je potom

Pt P2 P3
-1 0 O
J= 0O -1 O
o o0 -1

a jeji hodnost je tedy 3.

Nikola Vavreckova Vazané extrémy a jejich aplikace v ekonomii



Lagrangelv polynom je
L(x,y,z, A1, A2) = XyZ — A (p1X + P2y +p3Z — 1) + AaX +Azgy + A4z

Parcialni derivace Lagrangeova polynomu, podminky
komplementarity a vazebné podminky davaji systém

) Lx=yz—Mp1 +A2=0
2) Ly =xz2—Ap2+A3=0

(1
(2)
(B) Lz=xy—AMps+As=0
(4) M(p1x+poy+psz—1)=0
(5) Aax =0
(6) Azy =0
(7) Aaz =0
(8) A1 Az Ag As > 0
(9) pix+poy+p3z <
)

(10) x,y,z>0
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Pro prvni omezeni aktivni a dalél’ tri neaktivnl' dostaneme
2

; Arng * | % _ i
stacionarni bod x =Y =358 z* 3p )‘_1 = 95 pap; @
Ao, Az, Ay = 0. Opét ovérime, zda se jedna o maximum.

Zaver: Aby spotiebitel maximalizoval svUj uzitek za danych
omezu1|0|ch podmlnek meélo by byt mnozstvi kupovanych

statkd 3p , 3p2 a 3p3
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Dékuji za pozornost
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