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Jednoducha nahodna prochazka

»,Nejpravdéepodobnéjsi misto, kde najit opilce, je nekde
pobliz zacatku jeho cesty”.
@ Karl Pearson, 1905

@ Nahodna prochazka je
zaklad diskrétnich modelu
pro pohyb cen aktiv.

———————



OznaCme:
Sp-.. sumu, s kterou nas hrac prisel do kasina.
S,....celkove bohatstvi naseho hrace po n hrach

Su=S+X1+Xp+...+ X, =S+ ) X
i=1
X, X5y...,X ...jsou nezavislé nahodneé veliCiny popisujici
vysledek n-té hry.

Jednoduchd nahodna prochazka je stochasticky proces {S,,} > |
Symetricka jednoducha nahodna prochazka, je-li p=g=1/2.



Jina interpretace P(XI—-I) 1-p= P(Xi= 7)-—p
nahodné prochazky:
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Zakladni vlastnosti nahodné prochazky

Jednoducha nahodna prochazka je prostorové homogenni,
ted | ; : |
Y P(S, = j|Sy=a) = P(S, = j +b|S; = a+b)

Jednoducha nahodna prochazka je ¢asové homogenni, neboli

plati . _ |
P(Sn = ]lSO = (L) —= P(Sn+m = ]lSm — (L)

Jednoducha nahodna prochazka ma Markovovu vlastnost,

tedy P(Sm-}—n — ‘]ISOQ Sl. « ooy Sm) == P(Sv'l+7n. — j|S'm~)

/



Techniky pocitani s nahodnou prochazkou

- Podmineni 1. krokem
- Pocitani trajektorii

- Generujici funkce



Podmineni 1. krokem
Priklad (,,zruinovani hrace*):

Uvazujme predchozi hru v kasinu s férovou minci (p =1/2 ).

Oznacme:

So=K... sumu, s kterou nas hrac prisel do kasina a bude hrat
dokud:

J i"‘(
~. 7 d‘
s A\ —
S,=N... koupi auto v cene N S,=0...bankrot

Jaka je pravdepodobnost, ze hrac koupi auto?




Podmineéni 1. krokem

Reseni:

Uvazujme jevy:

A ... hradc nakonec zbankrotuje,

H ... prvni hod je hlava (P(H) = p),
O ... prvni hod je orel (P(O) = q).

Podle véty o uplné pravdépodobnosti:

P(A) =P(H) - P(A| H) + P(O) - P(A | O).



Podminéni 1. krokem

Reseni:
Dale oznacme:

P.(A)...pravdepodobnost bankrotu pri pocatecni sume k
Pak
P(A) = P(H) - P((A| H)+P(O) - P(A| O).
P, (A | H)...udava pravdepodobnost, ze po prvnim hodu
budeme mit sumu k + 1 - v dusledku nezavislosti X; hra
zacina znovu (ale s pocatecni sumou k + 1)

Bude tedy platit
P (A | H) = P.4(A)
P(A| O) =P 4(A)



Podmineni 1. krokem
Reseni:

1 1
Pak mizeme psat: Pk = PPk+1 T qPk—1 = 5Pk+1 T 5Pk-1;

%(pk+l —pr) = %(pk — Dr=1);
prirustky jsou konstantni tedy mizeme je oznacit jako
Pes1—pr =0, tedy pr =b-k+po .

/“Y
Okrajoveé podminky: po=1 (okamZity = # & 5\ o= ),
py =0 (okamzitd koupé =5 ).
Pak tedy vysledek je
1+ N-b=0ap,=1—F



—
Pocitani trajektorii

Uvazujme nahodnou prochazku vychazejici z bodu a.

Mame tedy
So="0; P{X;=1)=p P(X;=—1)=174;

Sn. —.Q in
1—1

Pravdépodobnost, ze prvnich n kroku bude sledovat prave
tuto cestu, rovna p'qt,

r ...pocet kroku doprava (nahoru) = By g i 3

n—b+a

[ ...pocet kroku doleva (dolu) Jie= 5



Pocitani trajektorii

Kazdy jev mizeme vyjadrit pomoci vhodné mnoziny trajektorii
(které jsou s nim v souladu), a jeho pravdépodobnost je
soucet pravdépodobnosti téchto trajektorii:

P(S,=b) =) M;(a.b)p'q"™",

T

pokud r = 3(n+b—a) €N (jinak je pravdépodobnost rovna 0).

M (a,b) = (:)...poéet cest takovych, 7e S0 = a, S, = b



Pocitani trajektorii. Princip reflexe

n
Vime, ze Nu(a,b) = M (a,b) = ( )
’ s(n+b—a)

Princip reflexe
Je-li a,b > 0 pak plati N?(a, b) = N,(—a,b).

Sn s
Na(a.b) je pocet vsech cest | ()
Z bodu (0; a) do bodu (n; b),
které obsahuji néjaky = | AN
bod (k; 0) na ose X, ko Ok n
tedy navstivi bod 0. L




Pocitani trajektorii. Veta o volbach

Véta (o volbach): Je-li b > 0, pak pocet cest z bodu (0,0) do bodu
(n,b), ktere se nevrati do bodu 0 je

b
ENR (O* b) )

kde N, (0,b) je pocet vsech cest z bodu (0,0) do bodu (n,b).



Generujici funkce

Generujici funkce diskrétné nahodne veliciny X je
denfiovana jako generujici funkce jeji pravdépodobnostni

funkce, tedy o0 m
Gx(s) =) f(i)s =) P(X=1i)s"

Vlastnosti generujicich funkci:

1. Existuje nezaporné cislo R (polomér konvergence) takove,
ze G(s) konverguje pro |s|< R a diverguje pro |s|> R.

2. G(s) muzeme derivovat nebo integrovat clen po clenu,
libovolné mnohokrat, pro |s|< R.

3. Jednoznacnost: Je-li G,(s) = G,(s) pro |s|< R’, kde 0<R<R,
pak a, = b, pro vsechna n.



Generujici funkce a nahodna prochazka

Oznacme

po(n) = P(S,, = 0) prst, ze nahodna prochazka je v 0 v Case n
fo(n) =P(S1#0,5 #0, ... 5,1#0,5,=0)

prst, ze prvni navrat do pocatku nastal v Case n.

Generujici funkce téchto dvou posloupnosti jsou

Fo(s) =) po(n)s®  Fy(s) =) foln)s™



Generujici funkce a nahodna prochazka

Platt

Py(s) = (1 —4pgs®) 2.

Platz
1) Po(s) =1+ Fo(s)Fo(s)

2) Fy(s) =1— (1 —4pgs® )%.

Dusledek: Pravdépodobnost toho, ze se ¢astice nekdy vrati do
pocatku je rovna

Zﬁ}(n )=1-|p—ql.



Quantum Cloud je moderni socha v Londyné, navrhl Antony
Gormley pomoci algoritmu nahodne prochazky, 1999.
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