Bi7491 Regresni modelovani

Dodatky ke zobechenym
linedrnim modelum



Co byste meli vedéet a umét
po dnesni hodineé ?

“vChapat princip analyzy deviance

“Umét nadefinovat Poissonliv model a popsat jeho uziti

“Umét vysvétlit pojem overdispersion — ¢im je zplsobena a jak ji
poznat a resit

“wZnat zakladni moznosti modelovani ordinalnich vysledku
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Bi7491 Regresni modelovani — Dodatky ke GLM IBA Masarykova univerzita



Dodatky ke zobecnénym linedarnim modelim

Analyza deviance
ve zobecnéenych linearnich modelech



Modely a submodely

* Modelovani - y nahrazujeme i prostrednictvim odhadu ﬁ
e Jak moc se vzajemne lisi?

* Model s n parametry
MAXIMALNI MODEL (plny, saturovany)

— veskera variabilita do systematické slozky

* Model s k parametry
ZKOUMANY MODEL

e kdyz vyloucCime néktery prediktor (m < k parametru)
SUBMODEL

* Model s 1 parametrem (konstantou — prumérem)
NULOVY MODEL - veskera variabilita do ndhodné slozky

vzdy stejny typ rozdéleni, stejna linkovaci funkce
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Deviance

< predstavuje odchylku zkoumaného modelu od ,,dokonalého” maximalniho modelu

D =2[l(y;y)—I(m;y)]

log-vérohodnost log-vérohodnost
maximalniho zkoumaného
modelu modelu

“ analogie s analyzou rozptylu — zde formulovana pomoci zmény ve vérohodnosti

“ umoznuje test odchylky od maximalniho modelu
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Testovani submodell

AD =2[I(m;y) -1 (ngs: ¥l

rozdil devianci  log-vérohodnost log-vérohodnost
zkoumaného submodelu
modelu

* Deviance je velmi uzite€nd pfi srovnani dvou modell z nichz jeden je
podmodelem (submodelen) druhého

* Je-li AD > ¥?, (k-m), kde m (k) je pocet odhadovanych parametr(i
submodelu (zkoumaného modelu), pak je submodel nevhodny — prehnané
zjednodusujici
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Test vyznamnosti celého modelu
vs. maximalni model

* srovnani maximalniho (plného) modelu se
zkoumanym modelem — REZIDUALNI DEVIANCE
(odpovida rezidualnimu souctu Ctvercu)

* Nechybi nam néjaky vyznamny efekt?

D > x?, .(pocet pozorovani — pocet parametri)

‘ NECO V MODELU CHYBI...

Software uvadi prislusnou statistiku
Je ale asymptoticka — slouzi spis pro orientacni kontrolu !!!
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Test vyznamnosti celého modelu
vs. nulovy model

* srovnani zkoumaného modelu s nulovym modelem
NULOVA DEVIANCE — REZIDUALNI DEVIANCE

* Vysvétluje viubec zkoumany model néjakou informaci?

AD > ¥?, (pocet parametrid — 1)
MODEL NECO VYSVETLUJE

Software uvadi prislusnou statistiku
Je ale asymptoticka — slouzi spis pro orientacni kontrolu !!!
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VEROHODNOST DEVIANCE TESTY
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Akaikeovo informacni kritérium
(Akaike information criterion, AlIC )

AIC =-2I(i;y) + 2k

AlC= -2 maximum logaritmované vérohodnosti + 2 pocet parametril modelu

« Cim je hodnota AIC mensi, tim je model lepsi.
e AIC penalizuje modely s velkym poctem parametru

e uziti brani ,preuceni” modelu (takovy model by dobre
neodpovidal novému vzorku)

716 IEEE TRANSACTIONS ON AUTOMATIC CONTROL, VOL. AC-19, No. 6, DECEMBER 1974

A New Look at the Statistical Model Identification

HIROTUGU AKAIKE, MEMBER, IEEE
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Dodatky ke zobecnénym linedarnim modelim

Poissonova regrese



Poissonovo rozdeéleni

“ Diskrétni rozdéleni, které popisuje pocet vyskyta sledované udalosti na danou
jednotku (¢asu, plochy, objemu), kdyz se tyto udalosti vyskytuji vzajemné
nezavisle s konstantni intenzitou (jediny parametr A).

“ Jedna se o zobecnéni binomického rozdélenipro n—>owa p—0 .

e

x>0
X!

= Pravdépodobnostni funkce: P(X =X) = p, (X; 1) =
< Stfedni hodnota, rozptyl: EX=A4,DX =41
= Priklady: primeérny vyskyt mutaci bakterii na 1 Petriho misku, pocet krvinek

v poli mikroskopu, pocet zizal vyskytujicich se na 1 m?, pocet pooperacnich

komplikaci béhem urcitého ¢asového intervalu po vykonu.

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — Dodatky ke GLM IBA Masarykova univerzita



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0

lambda = 0.5 lambda =1 lambda =5
n Te}
S S
< | g
o o
™ ™
. S o
N N
S S
— —
o o ‘
. | o ] | Q1. | ‘ ‘ | |
o o
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Ondfej Majek, 2015
Bi7491 Regresni modelovani — Dodatky ke GLM

* Institut biostatistiky a analyz
IBA Masarykova univerzita




Formulace Poissonova modelu

“ UvaZzujeme vysledek vyjadreny poctem (udalosti, objektd), ktery chceme
vztahnout ke zndmym vysvétlujicim proménnym — modelujeme pomoci

Poissonova rozdéleni

Y, ~ Po(4)
1=1,...,n
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Formulace Poissonova modelu

Normalni linearni regresni model:

EY. = 8, + B, X, +...+,8pxilo
1=1....n

Poisson(lv regresni model — modelujeme ocekavany pocet udalosti:

In(M.) |= B, + B, X, + ot BoXi

1=1....n
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Linkovaci funkce
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Interpretace koeficientu - priklad

Subjekt 1: Subjekt 2: Parametr
asociovany
In(m,) = 3, In(m,) = 3, : néjakym
inarnim
m, =&xp (’BO) m, =€Xp (/Bo +131) prediktorem

Risk ratio (relativni riziko) néjaké udalosti:

RR(2,1) — m2 — exp (/Bo +/81) eXp (ﬁo) exp (ﬂl) — exp (ﬂl)

m exp(f) exp(4,)

Exp(odhad parametru) PREDSTAVUJE RELATIVNI RIZIKO SPOJENE S DANYM PREDIKTOREM
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Model incidence (miry)

pocet novych pripadu

Incidence =
soucet ,,osoboroku” v riziku

v Popsany model Ize vyuzit pro modelovani incidence onemocnéni (vyskytu udalosti apod.)
v Nezbytné, pokud se pro jednotliva pozorovani lisi napf. doba sledovani
“» Do modelu je nezbytné uvést jmenovatele — soucet osoborok( v riziku

(person-years at risk), oznac. d,

“ V ramci softwarovych ndstrojl se specifikuje jako tzv. offset:

In r(';— = By + By + oot BoX =100

In(m;) —In(d;) = B, + B Xy +...+ B X, 1 =1,

In(m) n(d )+ B, + Bk + o+ Xy i =1
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Model incidence (miry)

pocet novych pripadu

Incidence =
soucet ,,osoboroku” v riziku

“ Popsany model Ize vyuZit pro modelovani incidence onemocnéni (vyskytu udalosti apod.)
v Nezbytné, pokud se pro jednotliva pozorovani lisi napf. doba sledovani
“» Do modelu je nezbytné uvést jmenovatele — soucet osoborok( v riziku
(person-years at risk), oznac. d,
“ V ramci softwarovych ndstroju se specifikuje jako tzv. offset

v Interpretace exp(B) — pomér incidenci
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Overeni splnéni predpokladu

1. Linkovacifunkce —In(.)

2. Spravnost linearniho prediktoru — netreba pridavat dalSi proménné,
transformovat proménné, nebo pridat interakce mezi proménnymi

3. Spravnost predpokladaného rozptylu vysledkti — dano vzorcem pro

Poissonovo rozdéleni

Obdobné jako u logistické regrese
* analyza rezidui a vlivu

e analyza deviance
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Dodatky ke zobecnénym linedarnim modelim

,Nadmerny rozptyl“ - overdispersion



Probirana rozdéleni v GLM

“ prozatim jsme se vénovali logistické a poissonové regresi...
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Binomickeé rozdeéleni

“ Diskrétni rozdéleni, které popisuje pocet vyskyta sledované udalosti (ve formé
nastala/nenastala) v sérii n nezavislych experimentu, kdy v kazdém

experimentu je stejna pravdépodobnost vyskytu udalosti a je p = 0.

“ Pravdépodobnostni funkce:

P(X =k) = E 0*(1— o)™

“ Stfedni hodnota E(X) =nd

“r Rozpty! D(X) =N ‘9(1_ 9)
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Poissonovo rozdeéleni

“ Diskrétni rozdéleni, které popisuje pocet vyskyta sledované udalosti na danou
jednotku (¢asu, plochy, objemu), kdyz se tyto udalosti vyskytuji vzajemné
nezavisle s konstantni intenzitou (jediny parametr A).

“ Jedna se o zobecnéni binomického rozdélenipro n—>owa p—0 .

e

x>0
X!

“ Pravdépodobnostni funkce: P(X =X)= p, (X;4) =

< Stfedni hodnota, rozptyl: EX=A4,DX =41

< Priklady: primérny vyskyt mutaci bakterii na 1 Petriho misku, pocet krvinek
v poli mikroskopu, pocet zizal vyskytujicich se na 1 m?, pocet pooperacnich

komplikaci béhem urcitého ¢asového intervalu po vykonu.
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Stredni hodnota a rozptyl

“ prozatim jsme se vénovali logistické a poissonové regresi...
“ v téchto rozdélenich jsou spjaty stfedni hodnota a rozptyl:
“ v Poissonové rozdéleni plati
je li stfredni hodnota 1,5, je rozptyl rovnéz 1,5
(ndvstév na urgentnim prijmu za hodinu, moucénych éervt v dl mouky,...)
“ v Binomickém rozdéleni plati
je li stredni hodnota 1,5, je rozptyl 0,75

(v situaci, kdy napf. odhadujeme pocet chlapcli mezi tremi potomky)
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Overdispersion v praxi

< v praxi rozdéleni vysledk( nemusi presné odpovidat predpokladiim

« pUVOD
“ vysledky nejsou vzajemné zcela nezavislé

(vice méreni u jednoho pacienta/lékare/laboratore, autokorelace

v ¢asovych rfadach, ...)

“* naSe namérené a zkoumané prediktory kompletné nespecifikuji vysledek

“ INDIKACE

< velmi vysoka rezidualni variabilita (vysoka vyznamnost testu)

“ RESENI
“ pridat vice prediktor( (pokud ale ten dalezity byl zméren)
“ odhadnout a vyuzit zvlast disperzni parametr

family=quasibinomial / quasipoisson

Ondfej Majek, 2015
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Dodatky ke zobecnénym linedarnim modelim

Multinomialni modely



Ordinalni vysledek

« kategorie lze seradit, ale jen obtizné k nim lze pfifadit Ciselnou hodnotu

(napf. stadium choroby)

< opét vychdzime z linearniho prediktoru

p
1 = Py ""Z:Bjxij
j=1

“ modelovat binomicky? modelovat néjaké skére?

ani jedno nemusi byt vhodné
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Ordinalni vysledek

“ Pfiklad: modelujeme stadium fibrozy jater (¥;=0,1,2,3)
pomodci tfi krevnich markerd

< kumulativni pravdépodobnosti (odshora) jednotlivych stadii:

Ci 3 = pi ; pravdépodobnost kategorie 3 cut-off mezi 2 a 3
C i = pi,2 + pi,3 pravdépodobnost kategorie 2 a vice cut-off mezi 1 a 2
Ci,l — pi,l + pi,g + pi,g pravdépodobnost kategorie 1 a vice

cut-off meziOal

= kdybychom pouZili logistickou regresi pro spojené kategorie 2 a vice

: G2
m; =logit(q; ,) = In| —=— |=a + BiX, + By X, + BsXis
-~ Mi2
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Model proporcionalnich sanci

Predpoklad: Vliv proménné nezavisi na volbé cut-off (!)

“* Model proporcionalnich Sanci pro kumulativni logit
j=1,23

. _ 9, |_ P(Y; = J)
m;.; =logit(q; ;) = In[l_qi’j)_ In(l—P(Yi . j)j

=a; + Pk + PoXip + PaXis

“ v méritku pravdépodobnosti

exp(a; + BiX, + BoXiy + BaXis)
1+exp(a; + Xy + BoXip + BaXis)

qi,j :qj(xi):
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Proporcionalita

“ Model proporcionalnich sanci pro kumulativni logit

j=1,2,3
. | P(Y, > |
n. . =logit(g. ) =In| —2— |=1In (Y, J)_
) ) 1 1-P
_ql j o (Yi = J)
= +\181X|1 + [ X, + 183)(.3}
G et
x-O AP
2o sl
\@10 o8
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Proporcionalita

“ Model proporcionalnich sanci pro kumulativni logit
j=1,2,3

Qi ;

: P(Y. > |
i = |Og|t(qi,j) =1In 1-q =1In l—SPY(IY. >J)J)
1, ] | —

=+ Pk + PoXio + PaXis

“ odhadnuté pravdépodobnosti Pis=0i,

Pi, =003
Pi,=0i; — 0>
Pio=1-0;,
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Interpretace

Vysledek modelovani: zavislost stadia fibrozy na krevnich markerech
Byla provedena log2 transformace marker( — odhadujeme ucinek
zdvojnasobeni jejich hodnot

bttect of bttect of 1 5D P-Value
Marker Dounbling on log-scale
ha 1.48 (1.07, 2.04) 1.52 (0.019
panp 2.28 (1.37, 3.79) 1.69 (L0016
i) 1.72 (1.24, 2.30) 1.46 0.0011

“ vSechny markery jsou spojeny se stadiem choroby

“ zdvojnasobeni hodnoty markeru ykl40 dava o 72% vyssi Sanci

fibrdozy vyssiho stadia

Andersen & Skovgaard, 2010
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Logisticky a Poissonuv model




Co byste meli vedéet a umét
po dnesni hodineé ?

“vChapat princip analyzy deviance

“Umét nadefinovat Poissonliv model a popsat jeho uziti

“wZnat interpretaci probiranych modell a jejich koeficientt

“Umét vysvétlit pojem overdispersion — ¢im je zplsobena a jak ji
poznat a resit

“Znat zakladni moznosti modelovani ordinalnich vysledku
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Dodatky ke zobecnénym linedarnim modelim

Cviceni



“V/ adresari naleznete clanek:
Lee a kol.: Predicting Mortality Among Patients Hospitalised

for Heart Failure

< Ukoly:

1. Co predstavuje zavisle proménnou (vysledek)?

2. Jaky model byl vyuzit pro modelovani vztahu mezi prediktory
a vysledkem?

3. Jaka byla modelovaci strategie pro vybér prediktora?

4. Byla ovérena celkova shoda mezi pozorovanymi a predikovanymi
odhady rizika (kalibrace)? Jak?

5. Najdéte nekteré odlisnosti ve vysledcich univariatni a multivariatni
analyzy?

6. Jakinterpretujete vysledky multivaridtniho modelu (tabulka 3)?
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