Bi7491 Regresni modelovani

Smisené modely



Co jiz znate z minulych hodin?

“Uziti linearniho regresniho modelu — spojité vysledky
(definice, predpoklady — analyza rezidui, praktické uziti)
“Binarni vysledky (napf. onemocnéni) — prace s logistickou regresi,
specifika, interpretace vysledkl — pomér sanci
“v Analyza deviance, Poissonova regrese, nadmerny rozptyl
“Kauzalni vztahy — zkreslujici faktory, interakce, kauzalni diagramy
“vPriprava dat: kategorialni proménné, spojité proménné — transformace,

centrovani, skalovani
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Co byste po dnesni hodiné méli
vedet a umet?

“vpopsat problém s klasickymi statistickymi metodami v pripadé uloh
s opakovanymi pozorovanimi u stejnych subjektt (skupin)

“znat rozdil mezi pevnymi a nahodnymi efekty

“vznat definici smiseného a longitudinalniho modelu

“proveést zakladni hodnoceni dat se shluky prostfednictvim

popsanych metod
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Motivace

* Predchozi priklady: prurezovy (cross-sectional) design
Meéreni jsou provedena v jediném casovém okamziku
Napf. srovnani podilu télesného tuku u 10letych a 15letych
divek — dve kohorty, neparovy t-test, mozna zkresleni

* Longitudinalni design
Stejné divky, méreny v 10 a 15 letech — parovy t-test
Nyni jiz vSechna méreni nejsou nezavisla (predpoklad
standardnich statistickych technik)
Divky tvori ,,shluky” v datech — pozorovani uvnitr shluku
budou zrejmé podobnéjsi, nez v rliznych shlucich

Ondfej Majek, 2015 sl * Institut biostatistiky a analyz
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Smisené modely

Opakovani — analyza rozptylu
(viz Biostatistika pro MB)



Pl max

Priklad — CHOPN

Maximalni inspiracni tlak dle stadii
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/naceni

k skupin, v i-té skupiné n, pozorovani

n; k n;
“ Soucty: Y. = jzlYij Y. = Zi:le:1Yij
% Praméry: y. =Y. /n, y.=Y. /In
Skupinovy primér Celkovy pramér
(,population mean®) (,erand mean”)

“v Celkova variabilita v souboru:

k n 2 ) '
Sp = Zilej:l (Yij -Vy.) Stupné volnosti: dfT -n-1
“ Variabilita v ramci skupin (rezidudlni soucet ¢tvercu):
k n 5 ) .
Se = Zizlz,-zl (Yij -Y.) Stupné volnosti: df, =n—K

“ Variabilita mezi skupinami (pfislusna sledovanému vlivu = proménné):

S, = Z:(zl n.(y. — y)2 Stupné volnosti: df , =k —1
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Vztahy mezi odhady variability

“ Plati:

Vi =Y. ==y + (.- y.)
“ Dale se da ukazat, ze plati:

S; =S, +S,

Pl max

“ Tedy plati, ze celkova variabilita se da
rozlozit na variabilitu v ramci skupin a
variabilitu mezi skupinami:

Zikzlz?zl (Y;—y.)" =
Z:(:lzr;izl (Yij N y‘i-)2 T Z:;l n (Y. — y..)2
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Umeély priklad

Pozorovana Skupinovy Skupinovy priimér Pozorovana hodnota | Pozorovana hodnota
hodnota primér — celkovy pramér - skupinovy priimér — celkovy primér

1 10 12 -4 -2 -6
1 12 12 -4 0 -4
1 14 12 -4 2 -2
2 19 20 4 -1 3
2 20 20 4 0 4
2 21 20 4 1 5
3 14 16 0 -2 2
3 16 16 0 0 0
3 18 16 0 2 2

Celkovy pramér = 16 Soucet ctvercd = 96 Soucet ¢tvercti =18  Soucet ¢tverca = 114

Stupné volnosti = 2 Stupné volnosti = 6 Stupné volnosti = 8
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Princip analyzy rozptylu

“ Testova statistika analyzy rozptylu:

Odhad rozptylu zaloZeny na vybérovych priimérech

F=
Odhad rozptylu zalozeny pozorovanych hodnotach
k 2
Zi=1 ni (Y| o Y)
F— k-1 _ S, /df, Za platnosti H, plati:
= u _
Zilejzl(Yij o yli-)2 Se /dfe F ~ F(k -1n-— k)
n—k
Onrel Malek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
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Vysledek dle platnosti nulové
hypoteézy (rovnost stfednich hodnot)

“ Za predpokladu rovnosti rozptyll jednotlivych vybérl predstavuje clen ve
jmenovateli statistiky F vybérovy odhad o?.

v Za platnosti H, pfedstavuje i ¢len v Citateli statistiky F vybérovy odhad o?.

< Plati-li nulova hypotéza, Citatel statistiky F (pocitany na zdkladé vybérovych
priméru) bude zhruba stejny jako jeji jmenovatel (pocitany na zdkladé
pozorovanych hodnot).

“* Neplati-li nulova hypotéza, Citatel statistiky F bude vétsi nez jmenovatel.

“ Samotné rozhodnuti o platnosti H, je tak zalozeno na srovnani priimérnych

¢tverca S,/df, a S, /df,.
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Vysledek analyzy rozptylu

“ Vysledné pocty se standardné zaznamenavaji do tzv. tabulky analyzy

rozptylu:
Variabilita —— HESEE AT A F statistika p-hodnota
ctvercti volnosti Ctverec
Mezi skupinami S5,=96 dfs=k—-1=2 MS, =48 F= 0,004
Uvnitf skupin 5.=18 df,=n—k=6 MS.=3
Celkem S.=114 dff=n-1=8

“ Nulovou hypotézu zamitneme/nezamitneme bud’ na zakladé srovnani
vysledné p-hodnoty se zvolenou hladinou vyznamnosti testu a, nebo
srovnanim vysledné F statistiky s kritickou hodnotou (kvantilem) rozdéleni
F(k—1, n— k) prislusnou zvolené hladiné vyznamnosti testu a.

Ondfej Méajek, 2015 ™ Institut biostatistiky a analyz
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Vysledek umeleho prikladu
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Kontrolni dotaz:
Jak vypada matice planu pro uvedeny model?

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
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Kontrolni dotaz:
Jak vypada matice planu pro uvedeny model?

* jedna se o linearni model s jednim kategorialnim
prediktorem s K hodnotami

Pl e EY. = u o a 0
100 N
1 1 .o O ak_l O
o || BYimara
R Hip [e) (O
L S Y
1 0 --- 1 Qs 0
E E cee E EYI - /Ll + ak_l
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Smisené modely

Pevné a nahodné efekty



Pevné a nahodné efekty

* pevny efekt
neznama konstanta, kterou se snazime odhadnout
konkrétni parametr — témi jsme se zabyvali doted

* nahodny efekt
— predstavuje nahodnou velicinu
— jeho pridani do linearniho prediktoru umoznuje zaveést
korelaci mezi pozorovanimi — napr. v podobé ,,nahodného

interceptu®, ktery reprezentuje nepozorovatelnou
individualni charakteristiku

— neodhadujeme nahodny efekt (coz ani nelze), ale
parametry popisujici jeho rozdéleni — nezajimaji nas efekty
konkrétnich jedincu, ale informace o cilové populaci jako
celku

Ondfej Majek, 2015 sl * Institut biostatistiky a analyz
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Smiseny model
e obsahuje pevné i nahodné efekty
e jednoduchy priklad: analyza rozptylu (two-way)
reziduum

= U+ T, +V, + & zy ~N(0,0%)

Wk

pevné efekty nahodné efekty
2
v ~N(0,0,)

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
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Smiseny model

H,:7, =0,Vi

/ pevné efekty nékolik
Y parametru

\ nahodné efekty
2

v ~N(0,0;)
H, :Gf =0

jediny parametr

Ondrej Majek, 2015 ™ Institut biostatistiky a analyz
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Smisené modely

Odhad parametru



Nejjednodussi model

* analyza rozptylu (one-way)
nahodné efekty
Y = uHe+é;
1=1...,.a  skupiny

j =1....n pozorovani
ve skupiné

g; ~ N(O, c?) a; ~ N(0,572)

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely IBA Masarykova univerzita



Nahodné efekty vytvareji korelaci
E(Y;)=u D(Y;) = 5025 "‘ng

— 2 2 3 svo= e
o,+o_,I=1,]=] rozptyl
2 - = - = , Lo
COV(Yij,Yi.j.) == O ,1=1,]+#] v jedné skupiné
u 0,11, J 7+ j' v riznych skupinach

» koeficient vnitrotfidni korelace
(intraclass correlation coefficient, ICC)

2
O

a

2 2
O,+0O,

p:

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely IBA Masarykova univerzita



Soucet Ctvercu — odhad ANOVA

vyvazeny design — n je pocet ve skupiné

D AASED WA ARAED W A A%

=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
celkovy soucet ctvercli rezidudlni soucet soucet Ctvercu
(SST) Ctvercu (SSE) efekt alfa (SSA)
stupné volnosti: an-1 an-a a-1
primérné ctverce MST MSE MSA

E(SSE) =a(n-1)o? E(SSA) = (a-1)(nc: +o?)

g

A2
62 = SSE /(a(n—1)) = MSE &§:SSA/(a 1)-6; _MSA-MSE
n n

Ondfej Majek, 2015 sl * Institut biostatistiky a analyz
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Odhad metodou maximalni
verohodnosti

e v praxi neni ANOVA estimator prilis vhodny

* pevné efekty s normalnimi chybami

YZX,B-I-E X je maticenxp
matice planu pro pevné efekty

e doplnéni nahodnych efektl — smiseny model

Y = X,B-I-Zj/-l-é‘ Z je maticenx g

matice planu pro nahodné efekty

Ondrej Majek, 2015 g Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely IBA Masarykova univerzita



Odhad metodou maximalni

verohodnosti
7/~N(O,02D) 8~N(O,62|)
/
Y=XL+Zy+e

Y ~N(XB,0°(1 +ZDZ"))

Mdame vérohodnostni funkci ‘ odhad parametra B, o, D

e v praxi se vyuziva tzv. REML (restricted maximum likelihood)
obecné dostavame méné zkreslené odhady parametru

Opdfej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely IBA Masarykova univerzita



Smisené modely

Uziti smiSenych modelu



Bloky jako nahodné efekty

* blok —experimentalni jednotka
— definovany podminkami experimentu nebo usudkem

— napt. konkrétni jedinec, laborator vyhodnocujici vzorky, zdravotnické
zarizeni, vesnice, rodina, vrh, ...

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely IBA Masarykova univerzita



Priklad:

Produkce penicilinu

snazime se porovnat Ctyri vyrobni procesy A, B, C, D

— definovany a stanoveny, zajimaji nas — PEVNE EFEKTY
médium (kukuri¢ny vyluh) Ize vzdy vytvorit v mnozstvi pro
Ctyri experimenty

— nahodné utvofeny, nejsou predmétem vyzkumu — NAHODNE EFEKTY

e vysledkem je mnozstvi ziskaného penicilinu

Opdfej Maijek, 2015 sl * Institut biostatistiky a analyz
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Priklad:

Produkce penicilinu

 ANOVA s pevnymi efekty:

> lmod <- aov(yield ~ blend + treat, penicillin)
> summary (1lmod)
Df Sum Sg Mean Sqgq F value Pr (>F)

blend 4 264 066.00 3.504 0.0407 *
treat 3 70 23.33 1.239 0.3387
Residuals 12 226 18.83

Signif. codes: 0 Yx**/ (0,001 ‘**’ 0.01 " 0.05 *." 0.1 " 1
> coef (1lmod)

(Intercept) blendl blend? blend3 blend4 treatl
86 6 -3 -1 2 -2

treat? treats3

-1 3

POZOR: Jsou vyuzity odlisSné typy kontrastu, které srovnavaji
vysledek s primérem (interceptem) — soucet vSech je O

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
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Kategorialni prediktory

Souctoveé kontrasty

e Stanovena dodatecna podminka: ZIBI =0

"o | e | venn | vow
1

A 0 0 EY,=u+p

B 0 1 0 EY. = u+ 5,

c 0 0 1 EY, = u+ /5,

D 1 -1 -1 EYi =u— (6 + 5>+ f3)
Ondfej Majek, 2015 ™ Institut biostatistiky a analyz
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Priklad:

Produkce penicilinu

 Smiseny model:

> mmod <- lmer (yield ~ treat + (1l|blend), penicillin)

pevny efekt nahodny efekt

data seskupena podle blend

1... jen intercept

™ Institut biostatistiky a analyz

Ondfej Majek, 2015
IBA Masarykova univerzita
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Priklad:

Produkce penicilinu

> summary (mmod)
Linear mixed model fit by REML
Formula: yield ~ treat + (1 | blend)
Data: penicillin
AIC BIC logLik deviance REMLdev

118.6 124.6 -53.3 117.3 106.6
Random effects: , ,

Groups Name Variance Std.Dev. nahOdny Efekt
blend (Intercept) 11.792 3.4339

Residual 18.833  4.3397
Number of obs: 20, groups: blend, 5
Fixed effects: p

Estimate Std. Error t wvalue pevny EfEkt

(Intercept) 86.000 1.817 47.34
treatl -2.000 1.681 -1.19
treat2 -1.000 1.681 -0.59
treat3 3.000 1.681 1.78

Correlation of Fixed Effects:
(Intr) treatl treat?

treatl 0.000

treat2 0.000 -0.333

treat3 0.000 -0.333 -0.333

pro orientacni test pouzijeme normalni
aproximaci t-statistiky

obdobné i test vnorenych modell pomoci
ANOVA (nutno pouzit ML misto REML)

Ondfej Majek, 2015
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely
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Priklad:

 Odhad ndhodnych efektu??
Uz to nejsou parametry, ale nahodné veliciny

(s nulovou stredni hodnotou)

Produkce penicilinu

Lze vsak spocitat tzv. posteriorni stfedni hodnotu

> ranef (mmod) $blend

(Intercept)
.2878788
.1439394
.7146465
.4292929
.8585859

Blendl
Blend?
Blend3
Blend4
Blendb

Blendl
Blend?2
Blend3
Blend4
Blendb

Z modelu s pevnymi efekty:

6

-3 Odhady se ve srovnani s

-1 ptivodnim modelem ,,scvrkly“:
2 SHRINKAGE ESTIMATOR

-4

Odhad hodnoty pro nektery vyluh
Kombinace pevnych efektl a posteriorni stfredni hodnoty:
BEST LINEAR UNBIASED PREDICTOR (BLUP)

Ondfej Majek, 2015

Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely
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Produkce penicilinu

* Analyza rezidui
Srovnani s predikovanymi hodnotami

Sample Quantiles

Priklad:

Residuals

Theoretical Quantiles

2 82

84

86

Fitted

88

90

92

Ondfej Majek, 2015
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Vnoreneé efekty

* Priklad: Laboratorni testy
Meéreni obsahu tuku ve vajecném prasku

e 6 laboratori

— v kazdé dva laboranti
* kazdy dva vzorky

— u kazdého dvé méreni

Yig =+ L +T; + 5, + &

cmod <- lmer (Fat ~ 1

+ (1|Lab)

+ (1|Lab:Technician)

+ (1|Lab:Technician:Sample),
data=eggs)

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely IBA Masarykova univerzita



Smisené modely

Longitudinalni data



Longitudinalni data

* proménna je u jedince mérena opakovaneée

* Jlongitudinalni studie se zabyvaji zménou prislusného
vysledku v Case

* cilem je charakterizovat zménu a faktory které ji ovlivnuji

* meéreni u jedince jsou korelovanall!

Ondfej Majek, 2015 sl * Institut biostatistiky a analyz
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Pro kazdeho jedince...

* ukazdého jedince (i) je provedeno n,méreni ve vektoru Y,

pevné efekty
vektor spoleény pro celou populaci mozna explicitni

\ / autokorelace
Y171~ N(X{(B) Zz) oAy
\

nahodné efekty ¥, ~ N (O, o2 D)

kazdy jedinec si ,vylosuje” vektor
rozdéleni spolecné pro celou populaci

Y. ~N(X,3,2) =, =0°(A, +Z,DZ)

Ondrej Majek, 2015 ™ Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely IBA Masarykova univerzita




Priklad:
Panelova studie prijmové dynamiky

e americka studie, vyvoj prijmu
85 0sob, alespon 11 zdznamU mezi 1968-1990

Ondrej Majek, 2015 * Institut biostatistiky a analyz
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* vyvoj u 20 osob:

income

Priklad:

Panelova studie prijmové dynamiky

70 75 80 85 90
T T B

70 75 80 85 90
T T B N

o~
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N
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Priklad:

Panelova studie prijmové dynamiky

* srovnani zeny Xx muzi

70 75 80 85 90
! ! ! ! ! ! ! ! ! !
F M
12
(=) _
S 10
o
+
)
5
o 87
=
>
ke
6 -

year

e zda se, Zze muzi maji vyssi plat, u zen vsak rychleji roste

Ondfej Majek, 2015

™ Institut biostatistiky a analyz
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Priklad:

Panelova studie prijmové dynamiky

pro kazdého jedince Ize sestavit vlastni model
— vlastni absolutni ¢len (interpretovatelnost — v roce 1978) i sklon primky

0.3

0.2

Slope
0.1

0.0

o o o
o
o o
° 0% ° GDOO‘@D@
o @ oo
° o @ o
o %o
00O o

10

Intercept

11
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Priklad:

Panelova studie prijmoveé dynamiky

 Smiseny model:
> mmod <- lmer (log(income) ~ cyear*sext+age+educ+ (cyear|person) ,psid)

pevny efekt nahodny efekt

data seskupena podle osob

Jaké parametry model bude obsahovat?

Ondrej Majek, 2015 ™ Institut biostatistiky a analyz
Bi7491 Regresni modelovani — SmiSené modely IBA Masarykova univerzita



Priklad:

Panelova studie prijmoveé dynamiky

 Smiseny model:
> mmod <- lmer (log(income) ~ cyear*sext+age+educ+ (cyear|person) ,psid)

pevny efekt nahodny efekt

data seskupena podle osob

Jaké parametry model bude obsahovat?
log(income); = i+ B, year, + Bsex; + B,Sex; x year + g.educ; + B,age

+yi +yiyearn +¢; o o
... i-ty rok u j-té osoby
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Priklad:

Panelova studie prijmoveé dynamiky

Linear mixed model fit by REML
Formula: log(income) ~ cyear * sex + age + educ +
(cyear | person)
Data: psid
AIC BIC logLik deviance REMLdev

3840 3894 -1910 3786 3820
Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev. Corr 7 s
person (Intercept) 0.28166 0.53071 nahOdny EfEkt
e cyear _____0.00240 0.04899 0.187 __

Residual 0.46727 0.68357

Number of obs: 1661, groups: person, 85

Fixed effects:

Estimate Std. Error t wvalue .

(Intercept) 6.674178 0.543334 12.284 pevny EfEkt

cyear 0.085312 0.008999 9.480

sexM 1.150315 0.121293  9.484 pro velky vzorek Ize pouzit
age 0.010932 0.013524 0.808 normalni aproximaci t-statistiky
educ 0.104212 0.021437 4.861

cyear:sexM -0.026307 0.012238 -2.150 (cyear — centrovany)
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Smisené modely




Co byste po dnesni hodiné méli
vedet a umet?

“vpopsat problém s klasickymi statistickymi metodami v pripadé uloh
s opakovanymi pozorovanimi u stejnych subjektt (skupin)

“znat rozdil mezi pevnymi a nahodnymi efekty

“vznat definici smiseného a longitudinalniho modelu

“proveést zakladni hodnoceni dat se shluky prostfednictvim

popsanych metod
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Prakticky ukol

* MIT Growth and Development Study

* Pruvodni text a data k dispozici na adrese:
http://www.biostat.harvard.edu/~fitzmaur/ala/fat.txt

1. Prostudujte si text ke studii

2. Nactete prislusna data do software R

3. Provedte zakladni popis longitudinalnich dat

4. Sestavte smiSeny model pro vyvoj podilu télesného tuku

5. Odpovézte na otazku, zda rust podilu télesného tuku je
stejny pred a po menarche
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Pouzita literatura

“Julian J. Faraway: Extending the Linear Model with R

“wGarrett M. Fitzmaurice a kol.: Applied Longitudinal Analysis

“wviz také

http://support.sas.com/documentation/cdl/en/statug/63033/HTML/de

fault/viewer.htm#tstatug mixed sect022.htm

“https://stat.ethz.ch/pipermail/r-help/2006-May/094765.html
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