C2142 Navrh algoritm( pro pfirodovédce
2. Uvod do sloZitosti

Tomas Racek

Jaro 2015



Hledani nejcastéjSich slov - FrequentWords

Zadani. Naleznéte v textu retézce délky k s nejvysSim poctem
vyskytd.

FrequentWords(text, k)
1. Pro kazdy podretézec délky k Fetézce text spocitej jeho vyskyt
pomoci funkce PatternCount(text, pattern)
2. Urdci nejvyssi nalezenou Cetnost
3. Vrat fetézce s touto nejvyssi Cetnosti

Prakticky test.
* kratké retézce - FrequentWords uspokojivé funguje
* dlouhé Fetézce - nepouZitelné, cas vypoctu neodpovida odhadu



FrequentWords - doba vypoctu

Pozorovani
* doba vypoctu je umérna velikosti vstupnich dat
* zavislost neni nutné linearni - vypocet na 1000krat vétsi uloze
nemusi trvat 1000krat déle
* na raznych strojich/architekturach riizné casy vypoctu

* Thinkpad T430s: 7 s
* Thinkpad X200s: 14 s

Dlsledek (1). Nutna hlubsi analyza FrequentWords.

Dlsledek (2). Porovnani ndrocnosti algoritmU podle ¢asu vypoctu
neni vhodné, potfebujeme aparat nezavisly na konkrétnim
stroji/architekture.



Slozitost

SloZitost algoritmu. Zavedme sloZitost algoritmu jako funkci f(n),
kde n je velikost vstupu.

Navrh. f(n) urcuje pocet jednoduchych operaci daného algoritmu
pro vyreSeni problému o velikosti n.

* jednoduché operace ~ instrukce CPU (napf. secteni nebo
porovnani dvou cisel, AND/OR,...)

* feSeni nezavislé na architekture

DUsledek. Porovnani efektivity algoritmd Ize zjednodusené prevést
na porovnani jejich sloZitosti.



Asymptoticka sloZitost - definice

Formalni definice
O(Q)={fl3ceR" ", Inge N:Yn>ny:0< f(n) <c-gn))
f €0(g) tteme , f roste asymptoticky nejvyse tak rychle jako g".

Vyznam konstant

¢ rozdil pouze v multiplikativni konstanté nepovaZzujeme za
vyznamny, tj. ztotoZfiujeme nap¥. n? a 4n?
ny uvazujeme pouze ,velka“ n

Poznamka. Analogicky Ize definovat dalSi mnoZiny:
* feQ(g) - f roste asymptoticky alespon tak rychle jako g
* f € ©(g) - f roste asymptoticky pravé tak rychle jako g



Asymptoticka sloZitost - pfiklady

Rychlost ristu funkci

logn <n<nlogn<n?<2"<n  pron— o

Priklady

Funkce SloZitostni tfida Pojmenovani

2142 o(1) konstantni

2logn+4  O(logn) logaritmicka

0.5n + logn  O(n) linedrni

n? —10n o(n?) kvadraticka

6n° Oo(n?) kubicka

2" -1 o(2") exponencialni

Poznamka. Ovéreni, zdali f € O(g), Ize provést vypoctem limity

M, eo £(12)/8(1).



SloZitost problému

Cil. Snaha o nalezeni efektivnich algoritm0 pro dany problém.
Otazka. Lze zrychlovat pofad, nebo existuje néjaky dolni limit?

SloZitost problému
* minimalni pocet operaci potfebny pro vyreseni libovolné
instance problému
* nutno odvodit teoreticky — mnohdy netrividlni
+ odpovida sloZitosti optimalniho algoritmu pro dany problém
Jak ale poznam optimalni algoritmus? Srovnejme odhady sloZitosti
problému #; a sloZitosti algoritm{ A; pro tento problém:

Pi(n) <...<Pr(n) <A (n) <...<Ap(n)

A je optimalni algoritmus, pokud A(n) = P(n).



SloZitost problému - pfiklady

Nalezeni nejmensiho prvku pole
* je nutné projit vSechny prvky pole - Q(n) operaci
+ algoritmus se sloZitosti O(n) jisté existuje — sloZitost problému
(= sloZitost optimalniho algoritmu) je linearni

Nasobeni matic
* potieba Q(n?) operaci
* naivni algoritmus - O(n?)
- Strassen(v algoritmus - O(n'%8:7) = O(n%8")
« aktudlné nejlepsi algoritmus (2014) - O(n*37+)
* nalezeni optimalniho algoritmu je otevieny problém



Prostorova slozZitost

Prostorova slozitost. Vedle ¢asové narocnosti algoritmda Ize urcit i
mnoZstvi paméti, které algoritmus potiebuje pro svij vypocet.

+ velikost vstupnich (a vystupnich) dat neuvaZujeme

* vyjadfujeme také O-notaci

In situ algoritmus vyZaduje navic pouze O(1) paméti.
* vypocet primérné hodnoty prvkd v poli
* naivni nasobeni matic

Otazka. Je lepsi in situ algoritmus s ¢asovou sloZitosti O(n?) nez
algoritmus s ¢asovou sloZitosti O(n logn) a prostorovou sloZitosti
O(n)?



Vztah mezi Casem a prostorem

Teze. Nékdy lze sniZit Casovou sloZitost algoritmu zvySenim jeho
prostorové sloZitosti (a naopak).

1T prostor | cas
+ softwarova cache
* predpocitani (mezi)vysledki

1 cas | prostor
* komprese
* zvySeni abstrakce



SloZitost v praxi

Tabulka ¢asu vypoctu algoritm( o sloZitostech logn, n, n2, 2" a pro
vstup velikosti 10, 20, 50 a 1000. Predpokladejme, Ze jedna iterace
algoritmu trva 1pus.

‘ 10 20 50 1000

logn | 0,000001s 0,000001s 0,000002 s 0,000003 s
n 0,00001s 0,00002s 0,00005s 0,001 s
n? 0,0001 s 0,0004 s 0,0025s 1s

2" | 0,001024s 1,048576s 35,7 let 3,4-10%7 let

Pozndmka. Stafi vesmiru je odhadovano na 13,8 - 10 let.



PatternCount - analyza

def PatternCount(text, pattern):
count = 0
for 1 in range(0, 1 + len(text) - len(pattern)):
if text[i : 1 + len(pattern)] == pattern:
count += 1

return count

Pozorovani
* prochazime celkem |text| — |pattern| + 1 moZnych umisténi
* kazdé porovnani dvou fetézcli obnasi nejvyse |pattern|
porovnani jednotlivych znak

Zavér. Pocet krok, které vykond funkce PatternCount, Ize vyjadrit
jako O(|pattern| - (|text| — |pattern| + 1)).



FrequentWords - analyza I

def FrequentWords(text, k):
counts = dict()
frequentPatterns = set()

for 1 in range(0, len(text) - k + 1):
pattern = text[i : 1 + k]
counts[pattern] = PatternCount(text, pattern)

maxCount = max(counts.values())
for (pattern, count) in counts.items():
if count == maxCount:
frequentPatterns.add(pattern)

return frequentPatterns

Pozorovani
+ pocet volani PatternCount je |text| —k + 1
+ dalsi prikazy nejsou urcujici pro dobu béhu



FrequentWords - analyza II

SloZenim predchozich informaci dostavame:

FrequentWords(text, k)
* sloZitost funkce PatternCount je O(|pattern| - (|text| — |pattern| + 1))
+ pocet volani PatternCount je |text| — k + 1
* plati k = |pattern|
* pocet krokl celkem:

k- (text| —k+1) - (text| —k 4+ 1) = k- (text| — k + 1)*

V praxi plati k < [text|, asymptoticka sloZitost funkce FrequentWords
je tedy O(k - |text|?).



FrequentWords - praxe

Méreni. Doba vypoctu funkce FrequentWords(text, k) prok =9 a
|text| = {1000, . ..,9000}.

25

Times .
Fit ——

20

15

10

0
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Pozorovani. Namérena data lze uspésné proloZit parabolou, coz
odpovida odhadnuté sloZitosti O(k - [text|®).



Hledani nejcastéjSich slov v textu

Dosavadni FeSeni. Jsme schopni navrhnout a implementovat
algoritmus se sloZitosti O(k - |text|?).

Zasadni otazka. Jde to i lépe?

Alternativni navrh. Pocitani etnosti podretézcd pfi priichodu
textem
1. Prochazej vstupni text postupné po podretézcich délky k
1.1 Pokud se konkrétni podfetézec vyskytl poprvé, nastav jeho
Cetnost na 1, jinak ji zvyS o 1
2. Urdci nejvyssi nalezenou cetnost
3. Vrat fetézce s touto nejvyssi Cetnosti



FasterFrequentWords

Jak ukladat pro kazdy retézec jeho Cetnost?

« pocet rGznych fetézch délky k z pismen A, C, G, T je 4*

- kazdému tomuto Fetézci Ize pfifadit ¢islo od 0 do 4% — 1
Pfiklad pro k = 3:

AAA — 0,AAC > 1,AAG—> 2,...,TTT — 255

Pfiklad prfevodu fetézce nacislo.A—0,C—>1,G— 2, T — 3.

ACCTG —» A-4*4+C-42+C-424+T-4'4+G-4°
ACCTG — 0+64+16+12+2
ACCTG — 94

Implementace. Vytvofim pole o velikosti 4%, kde budu ukladat
Cetnosti jednotlivych fetézcd.



Pfevod retézce na Cislo - implementace

def PatternToNumber(pattern):
characters = "ACGT"

if pattern == "":
return 0
else:
return 4 * PatternToNumber(pattern[:-11) \
+ characters.index(pattern[-1:])

def NumberToPattern(number, k):
characters = "ACGT"

if k == 0:
return ""
else:
divisor = 4 ** (k - 1)
return characters[number // divisor] \
+ NumberToPattern(number % divisor, k - 1)



FasterFrequentWords - implementace

def ComputingFrequencies(text, k):
frequencyArray = [0] * (4 ** k)

for 1 in range(len(text) - k + 1):
pattern = text[i: i + K]
frequencyArray[PatternToNumber(pattern)] += 1

return frequencyArray

def FasterFrequentWords(text, k):
frequentPatterns = set()
frequencyArray = ComputingFrequencies(text, k)
maxCount = max(frequencyArray)

for i in range(0, 4 ** k):
if frequencyArray[i] == maxCount:
frequentPatterns.add(NumberToPattern(i, k))

return frequentPatterns



SloZitost FasterFrequentWords

SloZitost jednotlivych fazi algoritmu
* inicializace pole ¢etnosti O(4%)
* prevod fetézce na Cislo (a naopak) O(k)
+ prlichod vstupnim textem, pocitani cetnosti O(k - (|text| — k + 1))
* nalezeni nejvy33i ¢etnosti O(4)
* vybér Fetézcl s nejvyssi Cetnosti O(k - 4%)

Celkova sloZitost FasterFrequentWords. Po Upravé dostdvame
sloZitost O(k - |text| + k - 4), pFi€emZ pamétova sloZitost je O(45).

Zaveér. Pro k < n je FasterFrequentWords vyrazné rychlejSi nez
FrequentWords.

A jde to jeSté l1épe? ;-)



