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NejkratsSi vzdalenosti v grafu

Problém. Urcete nejkratSi vzdalenost mezi vrcholy u a v v grafu.
Pozorovani. V tuto chvili m{iZzeme posuzovat vzdalenost pouze jako
pocet hran na cesté mezi u a v.

Takovy vypocet realizuje prohledavani do Sirky (BFS) v linedarnim
Case vUci velikosti grafu.

RozSifeni. UvaZzme pfipad, kdy bychom chtéli pfifadit hranam na
cesté rGznou vahu.

Graf G = (V,E, w.) nazveme hranové ohodnoceny, w, je funkce,
kterd kaZdé hrané pfifazuje jeji ohodnoceni - realné cislo.

NejkratSi vzdalenost mezi dvéma vrcholy v grafu je minimalni soucet
ohodnoceni hran nékteré cesty mezi témito vrcholy.



Matice vzdalenosti

Poznamka. Na hranové neohodnoceny graf se Ize divat jako na
specialni pfipad ohodnoceného, kde VY (u,v) € E : w,(u,v) = 1.

Matice vzdalenosti W je rozSifeni matice sousednosti:

0 proi=j
Wij = q we(i, j) pro (i, j) € E
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Zaporny cyklus

Priklad. Urcete nejkratSi vzdalenost mezi vrcholy s a t v grafu:

Pozorovani. Graf obsahuje cyklus zaporné délky (vrcholy e, £, g),
nejkratsi vzdalenost mezi s a t neni definovana.

Poznamka. UvaZme graf bez cykli zaporné délky. Kazda nejkratsi
cesta mezi dvéma vrcholy obsahuje libovolny vrchol nejvySe jednou.



Bellman-Forddyv algoritmus

Pozorovani. Z predchozi pozndmky vyplyva, Ze nejkratSi cesta mezi
dvéma vrcholy v grafu obsahuje nejvySe |V| -1 hran.

Relaxace hrany. Necht (u,v) je hrana v grafu G s ohodnocenim
w,(u,v) a hodnoty u.d a v.d jsou vdaném okamZiku nejkratsi
nalezené vzdalenosti do u, resp. do v z vychoziho vrcholu. Zjevné
pak plati, Ze:

v.d = min(v.d, u.d + w,(u,v))

Tato (pfipadna) zména ohodnoceni v.d se nazyva relaxaci.

Bellman-Fordiv algoritmus je zaloZen na téchto dvou principech.

* pocita nejkratSi vzdalenosti z vychoziho vrcholu do vSech
ostatnich (1:N)

* (|V] - 1)krat relaxuje vSechny hrany



Bellman-FordQv algoritmus - poznamky

SloZitost Bellman-Fordova algoritmu je O(|V| - |E|), relaxace hrany
ma totiZ zfejmé konstatni sloZitost.

Pozorovani
* Pokud pfFi nékteré z iteraci nedojde ke zméné hodnoty v.d pro
Zadny vrchol v, pak je moZné vypocet ukoncit.
* Provedenim jedné iterace vypoctu navic lze v grafu detekovat
zaporné cykly.
+ Pokud dojde k relaxaci hrany, Ize u koncového vrcholu nastavit
ukazatel na jeho predchlidce — rekonstrukce cesty.



Bellman-Forddyv algoritmus - pseudokod

1: function Bellman-Ford(G = (V,E,w,), s) 1is
2 YoeV:vde oo, sd«0

3 for i1 to |V|-1 do

4 for all (u,v) e E do

5: if vd>ud+w.(u,v) then
6 v.d — u.d+ we.(u,v)

7 fi

8 done

9: done

10: for all (u,v)€eE do

11 if vd>uwud+ w.(u,v) then
12: Error : Negative cycle detected
13: fi

14: done

15: end



Dijkstrav algoritmus

Dijkstriv algoritmus predstavuje odliSny zpUsob FeSeni problému
nejkratSich vzdalenosti v grafu.

* Opét reSi problém typu 1:N.

* VyZaduje graf s nezapornym ohodnocenim vSech hran.

Myslenka. Pokud je posloupnost u, us, ..., u,, v nejkratsi cesta z u do
v, pak posloupnost u, uy, ... ux, kde k < n je nejkratsi cesta z u do u.

Vypocet algoritmu. V kaZzdé iteraci rozSifujeme mnoZinu vrchold, do
kterych jiz zndme nejkratSi vzdalenost z vychoziho.



Dijkstrav algoritmus

Priklad
1. Pokud je Q mnoZina vrcholl s dosud neurcenou nejkratsi
vzdalenosti, tak z ni nejprve vybereme vrchol u, jehoz

e

2. Poté prepocitame vSechny vzdalenosti do vrcholl z Q, do
kterych vede z u hrana.




Dijkstrav algoritmus - pseudokéd

1: function Dijkstra(G=(V,E,w,), s) 1is
2: YoeV:vd e« o

3 sd«—0

4: Q«V

5: while Q neni prazdna do

6 u—teQ s minimalni td

7 Odstran u z Q

8 for all v:(u,v)€E do

9: if vd>ud+w.(u,v) then
10: v.d — u.d+ we(u,v)

11: fi

12: done

13: done

14: end



Dijkstra - volba datové struktury

SloZitost Dijkstrova algoritmu je dana volbou datové struktury pro
Q. Zajimaji nas dvé operace:

* foxt — extrakce prvku s minimalnim klicem (|V| operaci)

* fiec - Snizeni klice v.d (nejvyse |E| operaci)

Seznam vrchold
* sniZeni klice - O(1)
+ extrakce minimalniho prvku - O(|V])
* celkem O([E| + |V|?) = O(|V|?)

Binarni halda
* sniZeni klice i extrakce minima - O(log|V])
+ celkem O(log|V|- (|V]| + |E]))



Nejkratsi vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrchol(

Pozorovani. Urcit nejkratsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy (1:1) ma
stejnou sloZitost jako urcit nejkratSi vzdalenost z jednoho vrcholu do
vSech ostatnich (1:N).

NejkratSi mezi vS§emi dvojicemi vrchold Ize spocitat napf. vyuzitim
|V| volani Dijkstrova nebo Bellman-Fordova algoritmu, kdy v kazdém
vypoctu volime jiny vychozi vrchol. Jde to i 1épe?

Floyd-Warshalldv algoritmus pocita nejkratsi vzdalenosti mezi vSemi
dvojicemi vrcholtd v ¢ase O(|V|*). Navic oproti Dijkstrovu algoritmu
umi pracovat se zapornymi hranami.



Floyd-Warshall(iv algoritmus

Myslenka. Oznacme df';.) délku nejkratsi cesty mezi vrcholy i a j, kde
na této cesté jsou vrcholy pouze z mnoziny {1,...,k}. Zjevné

df/?) = w,(i, j) a pozadovany vysledek odpovida df/')/D.

Mohou nastat dvé moZnosti pro df’;.):

4%1)
1
2. k je soucasti nejkratsi cesty — dﬁ’? = df’,i_l) +d

1. k neni soucasti nejkratsi cesty — dlq;) =

(k-1)
kj

Odtud tedy:
(k) in | g(k=1) S(k=1) | 4(k=1)
dl.,]. = min {dil]. i T+ dk,]. }

Poznamka. Pokud df'iV') < 0 pro néjaké 7, pak graf obsahuje cyklus
zaporné délky.



Floyd-Warshall(iv algoritmus - pseudokéd

1: function Floyd-Warshall(G = (V,E,w,)) 1is
2: Y(u,0) €{1,...,|VI} x{1,...,|V|} : dist(u,v) < oo

3 Yo eV :dist(v,v) « 0

4: Y(u,v) € E : dist(u,v) < w,(u,v)

5: for k<1 to |V|] do

6 for i< 1 to |V| do

7 for j«1 to |V| do

8 if dist(i, j) > dist(i, k) + dist(k, j) then
9 dist(i, j) « dist(i, k) + dist(k, j)

10: fi
11: done
12: done
13: done

14: end



