Priklady na precvicovanie — komplexné ¢isla,
postupnosti a funkcie

Riesené priklady

Priklad 1
Vypocitajte:

1+1 1-—1
— 1+1)8 1+iv3.
) T 1 PO+ o VI+iv3
Riesenie:

a) Elementarnym vypoc¢tom dostaneme

1+1 1-1 141 141 1-1 1-1

1—i 141 1—i 14i 141 1—i

+if  (Q-i?
2 2

b) Podobne mame
(1+1)° = [1+1)?° = 21 = 8.
¢) Oznatme z+iy = m, kde x,y su nezname realne cisla. Potom
1+iV3 = (z +iy)? = 2? — 3 + 2wyi.
Poslednéa rovnost je ekvivalentné so sustavou
1=a?— ¢ \/§:2xy.

Dalej moZzeme postupovat dvomi vzajomne rovnocennymi spésobmi. Jedna
moznost je priamo vypocitat nezndme x,y z uvedenej sustavy. Plati y =
V/3/(2z) a po dosadeni do prvej rovnice a mensej tprave dostaneme pre x
bikvadratick rovnicu

4ot —4a* —3 =0.

Druhy spdsob spociva v ,obohateni® uvedenej stistavy o este jednu rovnicu.
Plati napriklad toto

‘1+i\/§‘ = ‘(x—i—iy)ﬂ =z +iy]? = 2=2"+%
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Mame teda k dispozicii tri rovnice pre nezname x,y, a to
2=a?+¢% 1=x2—¢> 3=2zy.

Z prvych dvoch okamzite dostaneme 2% = 3/2 a y?> = 1/2, kym posledna
rovnost naznacuje, ze obe nezname maji rovnaké znamienko. Preto [z,y] =

[V/3/2,1/V2] alebo [, y] = [~/3/2,~1/VZ]. Teda

3 i

S 4 1

\/; \/57
\/1+i\/§:

i

/3 _ i
2 T V3

Priklad 2

Najdite vsetky hodnoty danych odmocnin a zapiste ich v algebraickom tvare.
a) V1, b) V1, ¢ V1+i, d)vV/—729.

Riesenie:

Pripomenme, ze ak n > 1 je pevné prirodzené cislo, potom pre kazdé
z € C existuje n-t4 odmocnina {/z a nadobida prave n rdznych hodnot,
konkrétne

2k 2k
n

n

kde ¢ oznacuje hlavny argument argz komplexného ¢isla z.
a) Komplexné ¢islo 1 prepiseme do goniometrického tvaru. Nakolko |1| =
1l aargl =0, plati
1=1-(cos0+isin0).

Mnozina vsetkych tretich odmocnin z 1 mé potom tvar

2k 2k
\?/I:cos%—kisin%, k=01, 2.

Postupnym vypoc¢tom pre jednotlivé hodnoty k& dostaneme

V1= {1, —liiﬁ}.

2 2



b) Analogicky ako v predchadzajicom pripade pre mnozinu vSetkych Sies-
tych odmocnin z 1 plati

2k 2k k
%:cos%+isin%:cos?ﬂ+isin§, k=0,1,2 3,4,5.

Pre jednotlivé hodnoty k postupne dostavame

k=0 — cosO+isin0=1,

T .. T 1 .
k=1 — cosg—i-lsm—:——i—l—

3 2 2’

2 2 1 3

k=2 — cos§+isin§:—§+i\/7—,

k=3 — cosm+isinm=—1,

Ar .. 4w or .. 2w 1 V3
k=4 — cos— +isin— =cos— —isin— = ——= —i—,
3 3 3 3 2 2
5 5 1 3
k=5 — COS%—I—isin%:cosg—isingzﬁ—ig.

Teda

6 1 V3 1 .V3
\/T:{il, i(§+17>, i<§—17>}.

c) UkéZeme dva sposoby rieSenia tohto prikladu.
Riesenie 1:
Je navlas podobné predchadzajicim dvom pripadom. Na ozivenie ¢islo 1 + i
teraz prepiSeme do exponencidlneho tvaru (|1 +i| = V2 a arg (1 +1) = 7/4)

1+i=+2e1.
Potom plati

VTHi= V265" = Y2nH% | p=01,2



Poznamenajme, 7e symbol v/2 v poslednom vyraze oznacuje nasu start dobrt
a bezpeénu redlnu Siestu odmocninu z 2. Volbou parametra k dostaneme

k=0 — \6/561112,

k=1 — 26015 = (26T,

. .4 .17 P
= /2 ei1a s = /2612 = /2e 712
— e e e 12,
V poslednej rovnosti sme vyuzili skutoc¢nost, ze

217 : 7 27 : .7
ell—; _ el(—l—g+27r) — 6711775 . e271'1 — e*lg.
<~

cos 2m+isin 2r=1

Plati teda \ .

V1+i={V2e, V2%, V2e B
Mala potiaz je v tom, Ze prislusné tretie odmocniny mame vyjadrené v expo-
nencidlnom tvare, kym podla zadania mame najst ich alegebraické vyjadre-
nie. Podla Eulerovho vzorca

e =cosp +ising, ¢ €R,
bude teda nutné explicitne ur¢if hodnoty kosinusu a sinusu v uhloch 7/12,
3n/4 a —7m /12 :-// Pomoézu nam vSak goniometrické vzorce pre poloviény

uhol, nakolko napr. 7/12 = (7/6)/2 :)) NavysSe uhol 37 /4 uré¢ite nebude robit
problémy. Tak s chutou do toho:

m n/6_, [T+cosg 1+%2 V243
COS— = C0S—— = —_— = =

12 2 2 2 2
——

toto je kladné

. . /6 1 —cosg 1-¥ /23
sin— =sin—— =44/ —=2 = = :
12 2 2 2 2

——

toto je kladné



—7r\ 7w /6 1+ cos TF
cos | 5~ ) = cos 75 = cos —— = 5
——

toto je zdporné, preco? :)

- \/1+cos(7r+%) 1 —cosg V2 -3
= _ — = _ 5 ,

2 N 2

. (=7 . TT . /6 1 —cos T
sin| — | = — sin — = —sin =/ —7"
12 12 2 2
——

toto je kladné, preco? :)

B \/1—COS(7T+%)_ 1+ cos § V2+ V3
S — S 5 ,

2 2

3 1 .37 1
cos— = ———, sin— = —.
4 V2 4 V2

Takze najdené tretie odmocniny z ¢isla 1 + i moZno zapisat v tvaroch

:
=

%g;;;&/i( ‘; +i >: +i ,

[\]

S T N B
_ﬁJrﬁ) AR
{”’/ie‘i”:—{ﬁ/ﬁ(*m;\/i \/2-;\/5) V2B V2B

12 i = . .
32 32

Riesenie 2:
Druhy sposob je podobny prvému, az do chvile, ked sme niteni prevadzat
vysSie uvedené nechutné vypocty. Je zalozeny na naoko nevinnom pozorovani

VT+i=Y1+1)-1=¥1+1-V1.

Vyborne, tito rovnost vykratime vyrazom /1 +1 a dostaneme 1 = /1 ...
7171 Letmy pohlad na vysledok pripadu a) vyssie ihned ukazuje, Ze nieco
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nie je v poriadku. Ako to teda je? :) Hacik je v tom, Ze symbol v/1+1i
nepredstavuje jednu hodnotu, ale mnozinu troch hodndt. Podobne i vyraz +/1
(v komplexnom ponimani). Takze eSte raz a teraz uz spravne

3 N 3 . 3
V1+i = V1+i-V1
—— ——
mnozina vSetkych tretich odmocnin z 1-+i mnozina vietkych sucinov prvkov z¥/TH a &1
. . “ 0 3 ., . s v
Naviac, obidve mnoziny /1 +1 a +/1 maja po tri prvky. To znamena, Ze

v stlade s vysledkom pripadu a) pre akikolvek pevne zvolentt hodnotu e €

V1 + 1 plati

A 1 .V3 1 V3
1+1:{5-1, 5-(—5—1—17), 5-(—5—17)}.

Za ¢ mozeme vziaf napriklad hodnotu /2 ei%, ktorti vieme pomerne lahko
vycislit
1 i
% + %
PodTla préve ziskaného vyjadrenia pre v/1 + i potom (po tpravach) dostaneme

31+i:{ 1 i V3—-1 V341 V3+1 .\/5—1}'

E=—

__+_ —

, —1 , +1
V2 2 2v2 2V/2 22 22

Pozndmka k c):

V prvom sposobe riesenia sme vyuzivali prevazne hrubt silu, kym druhé rie-
Senie je zalozené na istom figli. Obidva pristupy maju svoje kladné stranky,
uz len tym, Ze poskytuji dva uhly pohladu na jednu vec. Nadovazok, z dvo-
jakého vyjadrenia tretich odmocnin z 1 + i ako bonus vyplyvaji zaujimavé
¢iselné identity, ktorych overenie je sice trividlna zalezitost, ale ich objavenie
nie je celkom jednoduché. Konkrétne, plati

2+\/§ \/_+1 \/2_7 \/3—1

(Samy odvodte porovnanim Vysledkov v prvom a druhom sposobe rieSenia a
potom overte i priamym vypoc¢tom.)

d) Namiesto priameho Gtoku vyuzijeme opéft tskok. Kedysi si niekto vSi-
mol, ze 3% = 729. My v8ak potrebujeme &islo, ktoré po umocneni na siestu
d4 minus 729. S ¢islom —3 nepochodime. Co tak 3i? Plati

(31)° =3%.1 =729 - (—1) = —729.
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To je ono! :) Takze 3i je jedna z hodndt /—729. Ale my ich chceme mat
Sest :( Napriklad aj —3i nam vyhovuje, ale stale je to malo. Pomézeme si
prikladom b) (otdzku, pre¢o by nds malo napadnif prave toto, nebudeme
teraz riesit :)). Nech € je nejaka Siesta odmocnina z 1, t.j., €® = 1. Potom

(3i-6)0 = (3i)% -5 = —729 -1 = —729.
Takto to teda je :) A kedZze Siestych odmocnin z 1 je prave Sest, plati

m:{i’)i-a, 56\6/1}.

Vyuzijac vysledok z pripadu b) dostaneme

i<1+i\/§> i<1_i\/§>]}
2 2 2 2

. 3\/§ 3. 3\/5 3.
:{:1:31, i(——2 +§1>, i(—z +§1>}-

Samozrejme, ten isty vysledok by sme dostali i postupom aplikovanym v pri-
padoch a), b).

\6/—729:{31-(11), 3 - . 3i-

Priklad 3
Nech w je nejaké riesenie rovnice 23 = 1, pricom w # 1. Bez znalosti expli-
citnej hodnoty w vyjadrite ¢isla

1 1 w—1 w?—1
1+w’ 14w? 14w 14w?

v tvare a + bw, kde a,b € R.

Riesenie:
Rozkladom z® — 1 = (z — 1)(2® + = + 1) zistime, Ze (komplexné) ¢islo w
jednak spliia w® = 1, a jednak je rieSenim kvadratickej rovnice w?+w+1 = 0.
Vhodnym bavkanim sa s tymito poznatkami postupne dostavame

1 1 1 w
1+w 14w —w? —w3
N—— ~—~—~
tento menovatel je —w? tento menovatel je —1

7



1 1 1 w?

2
— = — = — = —W :1+w,
14 w? 14 w? —w  —w?
tento menovatel je —w
-1 1
w—:(w—l)- — =w—-1)-(~w)= —w? +w=1+2w,
1+w 1+w ~—
SN—— toto je 14w
tento zlomok je —w
it S ! @ —1)-(1+w) = (@ 1) (1+w)
= W — . = (W™ — . f— J— .
1+ w? 1+ w? ——
\q’—./ toto je —w?
tento zlomok je 14w
= (W -1-w?= —w* + W =—w-1-w=-1-2w.
~ ~
toto je —w  toto je —1—w
Priklad 4

Stanovte hodnotu suctu
14+ cos2x +cosdx +---+cos2nz, xz€R, neN

Riesenie:
Pri tejto klasickej ulohe aplikujeme Eulerov vzorec a Moivreovu vetu. Kon-
krétne, pre kazdé x € R a k € Z plati

cosz +isinx = e, (cosz +isinx)* = cos kx + isin kz.

Kombindaciou tychto poznatkov dostaneme vyjadrenia (overte samy)

eikx + efikx eikx . efikx
coskxr = , sinkr=-——/79¥—/——
2 21

Nech x € R a n € N st dané. Pre stucet v zadani prikladu potom mame

n n 2imzx —2imzx
e +e
14 cos2x + cosdx + - -- + cos2nx = E cos2mx = E <f)



Ak z = Im pre nejaké celé cislo [, potom cos2mxz = cos2mlinr = cos0 =
1 pre kazdé m = 0,...,n. V tomto pripade je teda hladany sucet n + 1.
Predpokladajme, nech x # Im, | € Z. Plati

z”: cos2mx = i (@) — % zn: <e2ix)m + % Zn: (e—2ix>m‘
m=0

m=0 m=0 m=0

Posledné dve sumy predstavuju sucty koneénych geometrickych postupnosti
s kvocientami e?? a e~2%. Plati

1— e2i:c(n+l)

2 ) =

m=0

Ziskany stcet teraz vhodne upravime, resp. budeme sa snazit ho vyjadrit
pomocou realnych vyrazov obsahujicich sinusy a kosinusy. Postupne dosta-
vame

1 — elia(ntl)  glalntl) . (gmie(ntl) _ gie(nt D)) gia(ntl)  9jgin(n + 1)z

1 — e2ix ele . (e~ir — eir) elr 2isinx
on Sin(n 4+ 1)z
=e€ S
sin

V prvom kroku sme z ¢itatela i menovatela zlomku vynimali pred zatvorku,
kym v druhom kroku sme aplikovali vyjadrenie funkcie sinus odvodené v
uvode prikladu. Plati teda

n .
Z (eQix)m _ eixn . Sln(n + 1)‘17

sinx

m=0
Analogickym spdsobom dostaneme pre druhti sumu vyjadrenie (overte; na-
priklad aj tak, ze v prave odvodenom vyraze zamenite = za —z ;))

& sin(n + 1)z
Z (e—21a:)m — e lon : ]
sin x

m=0

Pre stcet v zadani prikladu potom dostaneme formulu

= 1 [, sin(n+1lz . sinn+ 1)z
Zcos2mx:—- e’ —— +e —_—
— 2 sinx sin x



€4 e gin(n+ 1)z cosnx-sin(n+ 1)z

2 sin sin
Zistili sme teda, ze plati

cosnz - sin(n + 1)z

- : ;& 7& Z7T7
Z cos 2mx = sm ¥ leZ.
m=0 n+1, x = Im,
Priklad 5

Pre x € R vyjadrite sinbx, cos5z, tgbxr a cotgbxr pomocou mocnin sin z,
cosz, tgx a cotgx.

Riesenie:

Existuji minimélne dve cesty, ako postupovat pri tomto priklade. V prvej z
nich budeme priamo postupne ,roz-sinusovéavat®, resp. ,roz-kosinusovavat®,
resp. ,roz-tangensovavat®, resp. ,roz-kotangensovavat* vyrazy sin 5z, cos 5z,
tgbr a cotgbx. Sice sa nam tym vyrazne zlepSia nase manudalne poctarske
zrucnosti, ale vydatne si tym aj odskaceme vsetku tu Spinava pracu, ktora
matematika so sebou prindsa :) Pozor, je to skutofne len pre silné a otrlé
zaludky! My si teraz zvolime fahaf za trochu lahsi koniec :) Stary Abraham
de Moivre (a neskor este lepsie — ako inak — i Leonhard Euler) si jedného dna
vsimol takato roztomila vec

(cosz +isinw)® = cosbr +isinbr, z €R.

Rovnako ako teraz naSich citatelov i jeho napadlo, Ze by nebolo od veci
roznasobit Tavi stranu sposobom, ako to robieval Isaac Newton. Chalaniské
sa totiz velmi kamosili, uz nejednu konvergentn i divergentnt party zazili,
takZze Abraham doéverne poznal Isaacovu — ako sa dnes hovori — binomickt
vetu. Skratka, po kone¢nych tpravach dostal toto

(cos +isinz)® = cos” v — 10 cos® x sin® x + 5 cos w sin z

+i(5 cos z sin ¥ — 10 cos® wsin® x + sin® 1).
Nuz ale, objavitelsky vykrikol Moivre, potom musi predsa platit, Ze

5 4

cos 5z = cos® z — 10 cos® zsin® x + 5 cos x sin z,
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sin 5z = 5cos* zsinz — 10 cos? z sin® z + sin® .

Lala ho, vzruene si pomédlil ruky Moivre, dve muchy jednou ranou. A kedze
bol povaha doékladna, zvedava a hlavne nebojacna, neprestal a plny posvit-
ného napiitia pokracoval dalej

sinbr  Hcostxsinz — 10cos? xsin® x + sin® x

cosbxr  cosbx — 10cosd zsinx + 5 cos z sin? x

_cos’z - (btgw —10tgx +tg’x) Gtgr —10tgdx +tg’w

~ cosPx-(1—10tg2x +5tgty) 1 —10tg?x +5tgta
Abraham, dojaty ako storo¢ny miliardar, kontemplujtci svoje skromné ima-
nie, si uvedomil, Ze narazil na zlaty dol a bezostysne sa mu uz zbiehali slinky
na dalSie ststo

1 1-10tgz+5tg'x
tgbr Stgx — 10tgdx +tg’x

cotg dx =

_ tg’x - (cotg® z — 10 cotg® z + Scotgx)  cotg®x — 10 cotg® z + 5 cotg x
~ tgz-(5eotg*r — 10cotg?z +1)  5cotglz — 10cotg?x +1

Priklad 6
Zapiste a nacrtnite v komplexnej rovine uvedené mnoziny bodov.

a)|z—1| <Rez, b)|z—1]+]z—-3|<3.

Riesenie:
Vyuzijeme pozorovanie, ze kazdé komplexné ¢islo z = x + iy je mozné repre-
zentovat ako bod [z,y] v (euklidovskej) rovine (a naopak). Potom v pripade
a) mame
|z — 1] < Rez,

0<[(z—-1)+iy|l <=,
0<(r—1)+y><u,
(x = 1) +y* < a?,
20+ 1+y2<0 = > <2z -1

Jedn4 sa teda o mnozinu bodov vo vnitri a na parabole y? = 2x — 1. V pri-
pade b) si mozeme pomdct geometrickou interpretaciou absoltitnej hodnoty.
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Vieme, zZe pre z = x + iy vyraz |z — 1| vyjadruje (euklidovski) vzdialenost
bodu [z,y] od bodu [1,0], resp. vyraz |z — 3| vyjadruje (euklidovski) vzdia-
lenost bodu [z, y] od bodu [3,0]. Mame teda najst mnozinu vsetkych bdoch
v rovine, ktorych sucet vzdialenosti od pevne danych bodov [1,0] a [3,0] je
mensi ako 3. Takuto vlastnost méa prave vnutro elipsy s ohniskami v bo-
doch [1,0] a [3,0] a s dlzkou hlavnej polosi 3/2. Overte, Ze elipsa s takymito
parametrami skuto¢ne existuje a najdite jej stred, dlzku vedlajsej polosi a
nakoniec i jej analytické vyjadrenie :) Mal by ste dostat vysledok

(x =272 o
i/ B AR
9o/s ' 5/4

Priklad 7
Vypocitajte limitu postupnosti.

Riesenie:
V limitovanon vyraze sa pokusime oddelif redlnu a imaginarnu cast. Naj-
schodnejsie sa ukazuje previest ¢islo (1 + i)/+/2 na goniometricky tvar a
néasledne na jeho n-ttt mocninu aplikovat Moivreho vzorec. Plati
141 T™ . T
= COS — +1sIn —,

V2 4 4

1+i\" ™m . . Tn
= CcOS— +1sin —.
4 4

V2

Potom dostaneme

i 1+1\" i ™m . . Tn ) sin It cos Tt
lim — :llm—<COSZ+181HI>:hm — +1 .

n—00 n n

Pre uvedent postupnost existuje limita prave vtedy, ked existuja limity z jej
realnej i imaginarnej casti. Avsak

. sin "¢ . cos”h
lim =0= lim ,

n—00 n n—00 n

12



ako sa mozeme Tahko presvedcit. Preto

Priklad 8
Dokézte. -
. (-141v3) ~1+iV3
lim = .
n—00 8" —1 8
Riesenie:

Maéame vlastne ukazat, ze

(-1+iv3)"" [(—1+iv3 0
8 —1 B 8 o

lim
n—oo

Toto je vsak ekvivalentné s tym, ze

3In—2
. _ :
im (—1+iv3) _( 1+1\/§>‘:0

8" —1 8

(dobre si to premyslite :)). Tato limitu z redlnej postupnosti teraz budeme
vhodne upravovat, pricom ukézeme, Ze skutocne je nulova. Komplexné ¢islo
—1 + iv/3 prepiSeme napriklad do exponencialneho tvaru

_1 + 1\/5 — 2e2ﬂi/3.

Dosadenim postupne dostaneme

9 o2mi/3) 32 9 o27i/3 9 o2mi/3) 33 1
lim ( ) _ze = lim [2e*/3 ( ) — =
toto je 1

3n—3 . 2(n—1)mi 3n—3
. 2 n— . n—1)ml 2 n— 1
= lim 2-|627”/3‘- © —=|=2- lim ——‘
n—00 N . {n — 1 8 n—oo | 8" — 1 8
toto je 1
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n—1 n __ Qn
Sy P B SRS | | O RO S}
Priklad 9
Rozhodnite o konvergencii nekone¢ného radu
n=1 n

Riesenie:
V n-tom ¢lene daného radu oddelime jeho redlnu a imaginarnu c¢ast

n=1 n=1

Potrebujeme teda vysetrit konvergenciu redlnych radov

= cos (1/n) = sin (7/n)
>
n=1 n=1
Plati
cos (m/n)
A, 1 = g coslm/n) =1,
sin (7/n) .
lim —i— — fim S0

Podla limitného porovnévacieho kritéria (pre redlne rady) to znamena, ze
kosinusovy rad sa pre velké n sprava ako harmonicky rad > (1/n), a teda
diverguje, kym sinusovy rad sa pre velké n javi ako rad > (1/n?), a teda
konverguje. Preto komplexny rad v zadani prikladu diverguje.

Priklad 10
Najdite stcet nekonecného radu

0 in j2n
> <2—n + ﬁ) .

n=0

14



Riesenie:
Intuitivne citime, Ze ak by sa ndm postastilo uréit suc¢ty radov
(e.)

n=0

Pn

oo
CT
|

n=0 n

méame vyhraté. Prvy z tychto radov je geometricky s kvocientom ¢ =i/2, a
nakolko

|

—|l=—==-<1,
lal=15|=5
je to konvergetny rad so suc¢tom
iin 2 2(2410)  4+2i
= % 2—1i 5 5
Druhy rad je dokonca redlny, pretoZe i*" = (—1)". Z tedrie mocninovych
radov vyplyva, ze
SN (1)
PR Dl
n=0 n=0

(plati e” = >~ /(z"/n!) pre kazdé redlne x). Preto scet pévodného radu v
zadani existuje a spliia

> 4492 1 1 4 .2
S () i e

n=0 n=0
Priklad 11
Urcte limitu funkcie.
22 +1
lim , -.
po—iz3 4122 — 2z —1
Riesenie:
Dosadenim z = —i dostaneme neurcity vyraz 0/0, ako sa mozno lahko pre-

svedCit. Postupujeme preto Standardne ako pri redlnych funkcidch reélnej
premennej. Plati napriklad

2 . _' _c
lim 22 +1 — im (z4+1)(z —1) gy 2

i3 4122 — 2 — i Zﬁl(z—i—i)(z?—l) eI
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Priklad 12
Najdite body nespojitosti funkcie f danej predpisom

zRez

f(z) =

2|
a rozhodnite, ¢i sa jednd o odstranitelné nespojitosti.

Riesenie:
Vyraz z Rez/|z| rozdelime na jeho redlnu a imaginarnu cast. Pre z = x + iy
je zrejme Rez = x a

zRez  (z+4+iy)z o +iyx x?

.oy
= = = “+1 .
|z\ \/332 + y2 \/x2 + 42 /2 + 42 /2 + y2

Reéalne funkcie

22 xy

u\x,y) = —F/————, VL, Y) = —F—F———
( ) /172+y2 ( ) /172+y2

st zrejme spojité vSade na R? okrem bodu [0,0], kde ani jedna z nich nie
je definovand. Preto funkcia f je spojitda na C\ {0}, a teda mé jediny bod
nespojitosti z = 0. Vypoc¢itajme limitu f v tomto bode

lim f(z) = lim

z” e Ty
1 .
z—0 (z,y)—(0,0) \ /22 + y2 /22 4 yg

Uloha sa nam redukuje na uréenie realnych limit

2
lim _r lim it

@n)—00) /22 + 12 @y)—=00) /12 4y

Nasadiac klasicky aparat diferencidlneho poctu realnych funkcii dvoch real-
nych premennych (napriklad prevod do polarnych sturadnic), dostaneme

x? Ty

lim ——=0=Ilm ——.
(z,9)—=(0,0) /22 + 12 (2.9)=(0,0) /22 + y?
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To znamend, ze plati lim, ,o f(2) = 0. Funkcia f ma preto v bode z = 0
odstraniteln nespojitost, pricom funkcia ¢ definované priradenim

0, z =0,
je uz spojita v celej komplexnej rovine.

Poznamka k Prikladu 12:

V priklade sme ukézali, ze funkcia f nie je definovana v bode z = 0, a to
je dovod, preco nie je v tomto bode spojita. Je potrebné si vSak uvedomit, ¢o
je pri¢inou toho, ze f nie je definovana v 0. Hlavnym dévodom nie je to, Ze po
dosadeni hodnoty z = 0 do predpisu funkcie f dostaneme nulu v menovateli.
Skuto¢nou pric¢inou je fakt, ze f(0) je neurcity vyraz, konkrétne typu 0/0.
Tato divna alchymiu si blizsie osvetlime v nasledujicom priklade :)

Priklad 13
Vysetrite spojitost funkcie

ako priradenia

kde C := C U {o0}.

Riesenie:

a) Funkciu f chapeme ako priradenie z C do C, t.j., do f m6Zeme napchat
iba konecné hodnoty argumentu z, pricom vysledok f(z) musi byt zas len
konecény (takéto funkcie sa priliehavo nazyvaja konecéné :) ). Z predpisu pre
f ihned vidno, Ze problém mozu robit iba (konecné) hodnoty z = +i. Plati

— == J)=—m =T =%

T0=577=7% (—i)Z+1 0

podla definiénych vlastnosti komplexného nekonecna. Teda f(i), f(—i) & C,
t.j., hodnoty f(i), f(—i) nie s kone¢né, a preto funkcia f nie je spojita v

bodoch +i (konkrétne, nie je definovana v bodoch =+i).
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b) Teraz sice vkladame do f zas len konecné hodnoty z, ale f(z) moze
byt aj nekonecné. Takze nas nijako nevzrusuje fakt, ze f(+i) = oco. Funkcia f
je definovand v bodoch z = +i (premyslite si, Ze okrem iného je to dosledok
faktu, Zze mame zavedené len jedno komplexné nekonecno). To vsak, ako
vieme, nestaci na jej spojitost. Podme sa pozriet na limity f v bodoch =i

toto konverguje do i
z i
lim f(z) = lim =—-=00=f(i
z—i f( ) z—i z2 +1 0 f( )’
———

toto konverguje do 0

toto konverguje do —i

z —1
zllrgif(z) B zli—>n—1i 2241 0 7 ().
—

toto konverguje do 0

Ziadne prekvapenie. Teda v tomto ponimani je f funkciou spojitou v celej
komplexnej rovine C.

Uvedeny vypocet limit sa moze zdat velmi svojvolny a tak trochu aj
ucelovy, aby ndm nie¢o pekné vyslo :) Pridame teda korektnejsi vypocet.
Uréime limitu absolitnej hodnoty f v bode z = i. Poznamenajme, Ze |f] je
redlna funkcia (komplexnej premennej). Plati

toto konverguje do 1

] 1

z

li =1 = — = 400,

lim |()] =l ———57 o
N——

toto konverguje do 0 sprava

kde 400 je staré dobré redlne plus nekonec¢no. To znamena, ze pre z —
i sa funkéné hodnoty f(z) neobmedzene vzdaluji od zaliatku stiradnicovej
ststavy. Teda skutotne f(z) — oo, kde co teraz znaci jediné komplexné
nekonecno. Podobny zaver plati aj pre limitu lim,_, ; f(2).
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