Priklady na precvicovanie — komplexna derivacia,
holomorfné funkcie, mocninové rady

Riesené priklady

Priklad 1
Dokéazte, ze funkcia
f(z) =1iz* + 22

je komplexne diferencovatena v celej komplexnej rovine a uréte f'(z). Ulohu
vyrieste jednak pomocou definicie komplexnej derivacie, a jednak overenim
Cauchyho—Riemannovych rovnosti pre realnu a imaginarnu ¢ast funkcie f.

Riesenie:
Nech zg je Tubovolné komplexné ¢islo. Podla definicie komplexnej derivacie
funkcie f plati
fl(zo) — hm f(Z) _ f(ZO) .

zZ—20 z — ZO
Postupne dostavame
izt + 22 —izf — 22 2t — 2 z— 2

0 . .
= lim |i- +2-
220 Z— 20 220 Z— 20 Z— 20

= lim [i- (2% + 2%20 + 22§ + 2) + 2] = iz + 2.

Z—r20

Teda f’ existuje na celom C a plati f/(z) = 4iz3 + 2. Tato skuto¢nost teraz
overime pomocou vlastnosti redlnej a imaginarnej casti funkcie f. Mame

f(z) = fla+iy) =i (z+iy)* + 2(x + iy)
= — 423y + 4oy + 220 +1- (2t — 627y + y* 4+ 2y)
4
u(z,y) = Ref(2) = —da®y + 4wy’ + 2z,
v(z,y) =Imf(z) = 2" — 62y + " + 2y.

Funkcie u, v st iste (redlne) diferencovatelné v celom R?, pri¢om pre ich prvé
parcidlne derivacie podla premennych x,y dostaneme

uy, = —122% + 4y + 2, u, = —4a® + 12297,



v = 42’ — 1229, v, = —122%y + 49° + 2.

Vidime, ze plati
/ / /

y @ Uy, = Uy

r_
U, =V
pre kazdé z,y. Teda st splnené Cauchyho-Riemannove rovnosti na celom R2.

Preto funkcia f je komplexne diferencovatelnd vsade v komplexnej rovine a
fl(2) = ul, +iv), = —122%y + 4y® + 2 +i(42® — 1229°).

Spatnym prechodom ku komplexnej premennej z = = + iy dostaneme vyjad-
renie f'(z) = 4iz® + 2.

Poznamka:

Na konci Prikladu 1 sme sa potrebovali vratit od vyjadrenia komplexne;
funkcie pomocou dvoch realnych premennych z,y ku jej vyjadreniu pomo-
cou jednej komplexnej premennej z = x 4 iy. VSeobecne sa to robi tak, ze do
daného vyrazu sa za x,y dosadi

z+z z—Z

T = ,
2

a nasledne sa vzniknuty vyraz vhodne upravi. Je to vSak niekedy fuska :(

Priklad 2
Zistite, kde v C je funkcia
w =z (z)?

komplexne diferencovatelna.

Riesenie:
V danej funkcii oddelime jej redlnu a imaginarnu cast. Pre z = x + iy
plati
w=(z+iy)(r —iy)* = 2° + 2y’ —i- (y* +2%),

teda v = Rew = 23+ 29> a v = Imw = —y3 — 2%y. Funkcia w ma v
bode zg = xg + iy komplexnt derivaciu prave vtedy, ked redlne funkcie u, v
st (redlne) diferencovatelné v bode [zg, 7o) a spliiajii Cauchyho-Riemannove
podmienky

ul, (20, Yo) = U;(fl?o,yo)7 U;(%,yo) = —v, (20, Yo)-
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Lahko vidime, Ze funkcie u, v st diferencovatelné v celom R2. Podme preverit,
kde platia Cauchyho-Riemannove rovnosti (dalej len v skratke C-R rovnosti,
resp. C-R podmienky). Postupne dostaneme

I 2 2 I ! /o 2 2
u, =3z"+y", w,=2ry, v,=-2xy, v,=-3y —z°.

Druhé z C-R podmienok plati pre kazdé z,y, kym prvéa rovnost dava
32+ = -3 -2 = 4+ 4 =0 = x=0=y.

Preto je funkcia w komplexne diferencovatelné iba v bode 2 =0+1i0 =0 a
pre jej derivaciu w’'(0) plati

w'(0) = u,(0,0) + iv/,(0,0) = 0.

Priklad 3
Preverte platnost C—R rovnosti a existenciu komplexnej derivacie funkcie

w = 1/|Rez - Imz|
v bode z = 0.

Riesenie:
Oddelenim realnej a imaginarnej c¢asti vo funkcii w zistime, ze

w(z,y) =Rew = /|zy|,  wv(z,y) =Imw=0,  [z,y] € R%

Funkcie u, v spliiaji v bode z = 0, t.j., v bode [z,y] = [0,0], C-R rovnosti,
nakolko plati

u(z,0) — u(0,0) 0

/ BT _ 1 _
0,) — u(0,0 0
i (0,0) = Tim “0W) =00 0y
Y y—0 y—20 y—=0y — 0

v,(0,0) = 0 = v,,(0,0).



(parcialne derivacie u,(0,0), u;, (0, 0) nemozeme kvoli absoltitnej hodnote po-
¢itat klasickym derivovanim, iba priamo z definicie). Napriek tomu funkcia
w nema v bode z = 0 komplexnu derivaciu, pretoze limita

lim w(z) —w(0) i V. | Rez - Imz|
z—0 z — O z—0 z

neexistuje (presvedcte sa samy; rozpiste tuto limitu na redlnu a imaginarnu
cast, t.j.,

20 z (@)—00 \ 22+ 92 a4

Rez - Imz A/ |z T
i VI _ ( Vieyl .y !y|>’
a ukazte, Ze ani jedna zo vzniknuté redlnych limit neexistuje :)). Kde je teda
zrada? :) Hacik je v tom, Ze funkcia u nie je diferencovatelnd v bode [0, 0],
napriek tomu, ze ma v tomto bode obidve prvé parcidlne derivacie. Ak by
totiz u bola diferencovatelna v bode [0, 0], potom by limita

lim U(ZL‘, y) - U<O’ 0) - u;:(()? 0) : (l‘ - 0) - U;(O, 0) : (y — 0)
(z,y)—(0,0) V(=024 (y —0)2

Vzyl

= lim —“—=— musela existovat a byt rovna 0.
(z.y)—=(0,0) /22 + 12

Posledna limita vSak neexistuje (overte samy :)).

Priklad 4
Uréte holomorfnt funkciu f = u + iv spliiajacu

v(z,y) =Imf(r +iy) = -32°y +y* -3z +y,  f(-1)=3i

Riesenie:

Toto je typické tloha na holomorfné funkcie. Mdme najst komplexni fun-
kciu, ktora je holomorfna na nejakej oblasti a ma dopredu predpisant svoju
imaginarnu (resp. realnu) cast a hodnotu v nejakom bode. Z tedrie holo-
morfnych funkcii vyplyva, ze komplexna funkcia f, ktord je holomorfna na
nejakej otvorenej podmnozine v C, ma v tejto mnozine nielen svoju prvia
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komplexnii derivaciu, ale automaticky aj derivacie wvsetkych rdadov. Funkcie
u, v musia byt preto nekonecnekrat spojito diferencovatelné; obzvlast, mu-
sia maf spojité parcidlne derivacie vSetkych radov. Z tohto faktu a z C-R
podmienok potom vylyva, Ze funkcie u,v musia byt harmonické na danej
otvorenej mnozine, t.j., musia byt rieSenim tzv. Laplaceovej rovnice

Uy, + Uy, = 0, Uy 4 Uy, = 0.
Vseobecny postup pri tomto type tloh je nasledovny. Najprv overime, ¢i

predpisana funkcia v v zadani je harmonicka. Plati

vl o= —6y, v

Trr

[/
yy

1

no__ 2
vz T Uy = 0 mna celom R”.

6y = v

Funkcia v je teda harmonickou na jednoducho sivislej oblasti R?, a preto
existuje jedind komplexna funkcia f, ktora je holomorfna na celom C, a ktora
splita v = Imf, f(—1) = 3i. Potrebujeme najst jej realnu cast, t.j., funkciu
u. Vyuzijeme C-R rovnosti
w, =), = —3z" + 3y’ + 1,
J— / —
u, = —v, = 6y + 3.

Neznama funkcia u(z,y) je teda kmenovd funkcia pre dvojicu funkcii —3x2 +
3y*>+1 a 6zy+ 3 :) Vdaka Matematickej analjze IT sme uz doma :) Nasadiac
standardny aparat samy ukazte, ze funkcia u ma vo vseobecnosti tvar

u(z,y) = —2° + 3zy* + v+ 3y + K,

kde K je redlna konstanta. Vsetky holomorfné funkcie f, ktoré maju za ima-
gindrnu ¢ast funkciu v, st teda tvaru

flx+iy) = -2 + 3z + v+ 3y + K +i- (=32 +¢* — 320 + 7).

Nezndmu konstantu K stanovime pomocou podmienky f(—1) = 3i. Kon-
krétne, z prave ziskaného vyjadrenia s x+ = —1 a y = 0 dostaneme hodnotu
K = 0. Hladana funkcia f teda je

flx+iy) = —2® + 32> + 2+ 3y +i- (=32%y +¢* — 3z +y),

resp, f(z) = —23+(1-3i)z, po prechode ku komplexnej premennej z = x+iy.



Priklad 5
Dokéazte, ze ak f je funkcia holomorfna a nenulova v oblasti G C C, potom

FeP
G

kde A := 9%/0x* + 92 /0y? je tzv. delta operator.

Alf(2)] z €@,

Riesenie:
Nech u a v oznacuju realnu a imaginarnu ¢ast funkcie f, t.j.,

f(z) = f(z +1iy) = u(z,y) +iv(z, y).

Zo zadania prikladu vyplyva, ze funkcie u,v st harmonické na oblasti G,
pricom naviac spliiaji C-R rovnosti. Konkrétne, na G plati

" "N N "
Uyy + Uy =0 =1, + 1y,

Okrem toho mame

[fl=Vur+v2#£0,  [f] =/ (up)?+ (v))* = 1/ (v))* + ().

Potom plati

0 ?lf | P*|f]

Potrebujeme teda vypocitat druhé parcidlne derivacie zo zloZenej funkcie
1f(2)] = V[u(z,y)]2 + [v(z, y)]?. Postupne dostavame (detaily vynechévame)

- ( u2—{—1)2>/ w4 v, I = < —u2—|—v2>/ B uu;—kvv’y
‘ e VuR4 02 Y v Vul+ 0?2

2

I = ( w2+ U2>" _ (ug)® 4 () + uug, +ovg,  (uug + vy
zx TT vVu? + v? (ug + 02)3/2 ’

= < o U2>// _ (uy)® + (v))* + uuy, +vvy, (uuf, + vvg/)Q
v uy Vu? + 0?2 (u2 +v2)%?

(=}



Po dosadeni a tiprave méame
172 /' 0 0
() 4 () + () + (v}) - (ol +
Vu? +v?
B (ua, + vvl,)? + (), + vv;)Q

(UQ + 1)2)3/2

Alfl =

21/ (uug+ o) + (uu, + vv;)Z
VuZ + 02 (u? + 02)3/2

Dalej z C-R podmienok vyplyva

(uad, + vv,)* + (uu;, + vv’y)2 = (uu, + vvl)? + (—uv), + vu')®

= u” [(u,)" + ()] +0* [(v)" + (u)*] = (u® + %))

J/ .

712 2
Takze napokon ziskame identitu v zadani prikladu

24 N e o | S 1 Vi

Alf| = - —_ _
/] Vu?Z 4+ v? (u2+v2)3/2 Vu? + 02 | f]
—_———
If]
Priklad 6

Najdite obor konvergencie funkcionalneho radu

i(nil)2 (EJ—F1>”

n=0

Riesenie:
Postupujeme analogicky ako pri realnych funkcionalnych radoch. Pouzi-
jeme napriklad limitné D’Alembertovo kritérium. Plati

2 n+1
o (9) _(n—|—1>2 z—{—l' nosop z+1‘
(n+1)2 (zfl)



?_“H > 1 rad diverguje.

Takze pre ‘f_rﬂ < 1 rad absoltatne konverguje a pre |

Pre z spliiajice |§—J_FH = 1 rad v zadani konverguje absoltutne, pretoze v tomto
pripade mame

e}

nf; (ni1)2 (ii)n :nz‘gﬁ
SRS

toto konverguje

Obor konvergencie vySetrovaného funkcionalneho radu je teda podmnozina
komplexnych ¢isiel dané relaciou

<1

z+1
z—1
Nie je tazké overit, Ze sa jednd prave o tie komplexné ¢isla z, pre ktoré
Rez < 0. Oborom konvergencie je teda druhy a treti kvadrant spolu s ima-
ginarnou osou.

Priklad 7

Urcte polomer konvergencie mocninového radu

3+ (—1)"]" 2"

n

Riesenie:
PodTla definicie pre polomer konvergencie tohto radu plati
1 1
R —_= = = - .
limsup {/[[3 + (—=1)]"| limsup|3+ (=1)"|
n—oo n—oo
Nakolko mame
4, 2|n,
34 (-1 =
2, 2¢tn,

postupnost |3 + (—1)"| ma dva hromadné body 4 a 2. Preto

limsup|3+ (-1)"| =4 = R=1/4.

n—oo



Dany mocninovy rad preto absolttne konveguje pre |z| < 1/4, kym diverguje
pre |z| > 1/4. Naviac, v8ade na konvergenc¢nej kruznici |z| = 1/4 rad diver-
guje (overte samy :)).

Priklad 8
Vysetrite konvergenciu mocninového radu

o0
>
n
n=1
na jeho konvergencnej kruznici.
Riesenie:
Stanovime najprv polomer konvergencie daného radu. Plati

1 1

R p— ] 1 p— 1im L p— 1‘
nlgIool nirl n—oo N1
n

Prislusné konvergen¢na kruznica radu je preto |z| = 1. Kazdy jej bod mozeme
vyjadrit v tvare z = €® kde a € [—m, 7). Skimame teda konvergenciu

¢iselného radu
0 ina

€

n
n=1

v zévislosti na redlnom parametri o € [—m, 7). V tomto rade, vyuzijic Eule-
rOV vzorec

e = cosna + isinna,

oddelime jeho redlnu a imaginarnu cast

X ina

[e%s) oo .
[§] COS N« . Sin no
>t
n n n
n=1

n=1 n=1

Pri vySetrovani tychto dvoch realnych radov si vSak, bohuzial, nevystac¢ime
s tradiénym aparatom :( Ani porovnévanie, ani D’Alembert, ani Cauchy, ani
Raabe, ba ani integralne kritérium v tomto pripade nefunguju :-/ Uéinné je



az Dirichletovo kritérium :) Jeho aplikaciu si vS§ak musime trochu odpracovat.
Na konci ukazeme, ze realne rady

) o .
Z COS N« Z SIn no
n n

n=1 n=1

stcasne konverguju pre kazdé o # 2mm, kde m je nejaké celé ¢islo.

Priprava:

e Dirichletovo kritérium — nech {a,}, {b,} s dve postupnosti redlnych
Cisiel také, ze {b,} je monoténna s lim, .. b, = 0 a rad > a, ma
ohranicené Ciasto¢né sucty, t.j., postupnost

=)

je ohranicend (Cleny tejto postupnosti sa indexuji podla n). Potom rad
>~ anb, konverguje (nie vSak nutne absolitne).

e Pre kazdé o € R, o # 2mm pre celé m, platia identity

1 .
i cOS ("J; )@ gin ne
E coska = — ,
sin 2
k=1 2
" sin (n+2 )% §in na
g sin ko = — .
sin &
k=1 2

Pokduste sa dokéazat tieto dve identity :) InSpirujte sa rieSenim Prikladu
4 7 tvodného materialu o komplexnych ¢islach ;)

Tak a teraz sme uz pripraveni dokoncit Priklad 8 :) Uvazujme napriklad

rad
0o
Z COS N«
n

n=1

pre a # 2mm, kde m je celé ¢islo. V Dirichletovom kritériu polozime

@y, 1= COS N, b, :=1/n.
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Postupnost {b,} je zrejme monoténna a lim,,_,. b, = 0. Dalej plati

Da . (tDa s na

n i cos (n+2 )e in ny ‘COS 3 Sl 1

E ag| = E coska| = — = — < v
sin § [sin 5| |sin 5|

— — 5 sin § sin §

To znamend, ze postupnost {> ;_; ai} je ohranifend (nezévisle na n). St
teda splnené vsetky pozadavky Dirichletovho kritéria. Preto rad

00
Z COS &
n

n=1

pre o # 2mm, kde m je celé cislo, konverguje. V pripade, ak a = 2mn pre
nejaké celé ¢islo m, potom cosna = 1 pre kazdé n € N, a rad

= cos na =1 . .
Z = Z — diverguje.
n —~n

n=1

Analogickym spésobom samy ukézte, ze rad

(o] .
Z SN o
n

n=1

konverguje pre kazdé o € R ;)
Vratime sa na uvod nasho prikladu. Plati teda, ze komplexny rad

e
Z , a€ |-, ),

n=1

konverguje prave vtedy, ked konverguje sti¢asne jeho redlna i imaginarna c¢ast.
Vo svetle prave ziskanych vysledkov to nastane prave vtedy, ked parameter
a # 0 (premyslite si to :)). Takze komplexny mocninovy rad v zadani prikladu
konverguje vSade na svojej konvergencnej kruznici, s vynimkou bodu z = 1
(i toto si premyslite :)).
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