Priklady na precvicovanie — elementarne komplexné
funkcie

Riesené priklady
Priklad 1

Racionélnu loment funkciu
1
23 —222 42 -2

rozlozte nad C na parcialne zlomky.

Riesenie:

Postupujeme standardnym spdsobom, avSak s tym malym rozdielom, ze
v obore komplexnych ¢isiel sa menovatel daného zlomku dé tplne rozlozit na
linearne cinitele. Plati

P24 2 -2=(2-2)("+1) = (2 - 2)(z — i) (2 +1).

Méme teda rozklad

1 A B N C
28 -92242-92 2—-2 z—i 241

pre nezname koeficienty A, B, C' € C. Klasickou metédou zistime, ze

1 1 1: 1 1

1 3 —0tsl, —ig 3!

- - = + . .
23 — 2224+ 2—-2 z—2 z2—1 z 41

Priklad 2
Pre dané a,b € R zistite, aku krivku v komplexnej rovine urcuje nasledujtica
komplexné funkcia redlnej premennej ¢ € (—o0, 00).

p (t) _ e(a—i—ib)t.

Riesenie:

V komplexnej funkcii z(t) redlnej premennej ¢ oddelime jej redlnu a ima-
gindrnu ¢Cast, t.j., 2(t) = x(t) + iy(t). Ziskame tak parametrické vyjadrenie
hladanej krivky. Plati z(t) = e cos bt + ie™ sin bt, Cize

z(t) = e™ cos b, y(t) = e sin bt.



V pripade b = 0 a zaroven a = 0 sa jedna o bod [1,0]. Ak b =0 a a # 0,
mame z = e* ay = 0, o je parametrické vyjadrenie otvorenej kladnej redlnej
polosi (0,00) (premyslite si to :)). Pre b # 0, a = 0 dostaneme kruznicu
so stredom v bode [0,0] a s polomerom 1 (obehnutd nekone¢ne velakrat v
zapornom i kladnom smere). Nakoniec, pre ab # 0 zavedenim polarnych
stradnic dostaneme

p(t) =", p(t) =bt.

Vylaéenim parametra ¢ ziskame p = et ¢, ¢ € (—00,00). Toto je rovnica tzv.
logaritmickej $pirdly so stredom v bode [0,0]. V zavislosti na znamienkach
Cisiel a, b mozu nastat Styri moznosti:

e a >0, b> 0 — spirala je kladne orientované a odvija sa od stredu,
e a >0, b < 0 — spirala je zaporne orientovana a odvija sa od stredu,
e a <0, b> 0 — spirala je kladne orientované a navija sa na stred,
e o <0, b<0— spirala je zaporne orientovana a navija sa na stred.
Priklad 3
Stanovte defini¢né obory funkcii, chapanych ako priradenia na C.
1
a) w=— b) w =log (—2z —1i).
Jw=——,  b)w=log(~2:—i)

Riesenie:

a) Zrejme problematické budi nulové body funkcie chz. Pripometime, ze
komplexna funkcia hyperbolicky kosinus je definovana ako
e +e”?

2 )
kde e* je komplexné exponencidlna funkcia (komplexné rozsirenie klasickej

redlnej exponencialnej funkcie e”). Potrebujeme teda najst body z € C, pre
ktoré plati (vykondme tpravy)

chz =

e*+e*

5 =0 = e“+e =0 — ¥ =—1.

Dalej mézeme postupovat dvomi sposobmi. Pri prvom spdsobe vyuZzijeme
poznatok, ze ak z = x + iy, potom

z THiy e

e =e Y =e"cosy + ie"siny.



Teda

2z - 2

e =1 < e¥cos2y+ie*sin2y = —1

)
e*cos2y = —1, e*sin2y = 0.

Riesenia tejto sustavy dvoch rovnic s dvomi nezndmymi x, y maja tvar z = 0
ay = kr+ /2, k € Z (samy overte :)). To znamend, ze definiény obor
funkcie w v zadani je

D(w):{zEC, z%i(lm—l—%), keZ}.
Pri druhom sp6sobe moézeme priamo vyuzit vlastnosti funkcie e*. Plati '™ =

—1, a nakolko funkcia e* je periodické s periédami 2kwi, k € Z, mame

e = -1 < 2z=1ir+2krmi, ke€Z.

Preto vSetky nulové body funkcie chz maju tvar z = i(kr + 7/2), k € Z.
b) Z definicie hlavnej vetvy log mnohoznacnej logaritmickej funkcie Log
vieme, Ze je definovana pre kazdé nenulové komplexné ¢islo. Preto

D(w):{ze(c, 27&—%}.

Priklad 4
Néajdite obrazy danych mnozin v prislusnych priradeniach.
. . . , 142
a) obraz imaginarnej osi i- R v priradeni w = ,
—z

1
b) obraz kruZnice |z| = R, R € R", v priradeni w = z + —,
2z

1
c) obraz komplexnej roviny C bez bodu 0 v priradeni w = % (i — E) .
i\z =z

Riesenie:
a) Parametrické vyjadrenie imaginirnej osi mé zrejme tvar z = it, kde
t € R. Preto jej obrazom v priradeni w je mnozina

w(i-R):{Hit teR}.

1—it’
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Pre kazdé realne ¢ plati
1+it  (1+it)? 1—t*+2it 1—¢{+. 2t
= = = 1. —.
1—1it 1+ ¢2 1+ ¢2 1+ ¢2 1+¢2
Ziskali sme teda parametrické vyjadrenie mnoziny w (i- R), konkrétne (w =
u + iv)

1—¢ 2t
U= ——, V=,
1+¢2 1+1¢2
Nie je tazké overit, ze hladand mnozina je kruznica u? + v? = 1 bez bodu
[—1,0], pretoze

1—ﬁ2+ 2\ _ 1+ttt

1+ ¢2 1+2)  (1+¢)2 7
pricom bod [—1,0] nie je obrazom Zziadneho z € i- R v priradeni w (samy
overte; okrem toho zistite hodnotu lim; 1, w(it) :)).

b) Parametrické vyjadrenie kruznice |z| = R je napriklad z = Rel’, t €
[—m, 7). Pre kazdy takyto bod z potom plati

teR.

; 1 . 1
w(z) = Re' + Ee_lt = R(cost +isint) + = (cost —1isint)

1 1
= (R+§) cost+1- (R_E) sin t.

Hladan& mnozina mé teda parametrické vyjadrenie

1 1
u= (R—i— E) cost, v = (R— }—%) sint, te[—mm).

V pripade R =1 sa jednd o redlny interval [—2, 2], presnejsie, o dvojnasobny
interval [—2,2) zjednoteny s bodom 2 (samy overte; obzvlast si premyslite,
ze kazdy bod w € [—2,2) je obrazom prave dvoch hodnot ¢ € [—m,7) \ {0},
kym bod 2 je obrazom jediného vzoru ¢ = 0). Ak R # 1, potom sa jedna o

elipsu s rovnicou

u? v?

+
(B+7) (B-3)
c) Najprv si vSimnime, Ze pre kazdé komplexné ¢islo z # 0 predstavuje
w(z) imaginarnu ¢ast ¢isla z/Zz, nakolko

v =g () =ty mm (D)




Dalej plati

Teda hodnoty z/Z lezia na kruznici so stredom v bode [0, 0] a s polomerom
1. Nie je tazké ukazaft, ze ak z prebieha cez mnozinu C\ {0}, potom z/Z vy-
Cerpava celt jednotkovi kruznicu (overte samy; komplexné ¢islo z uvazujte
v exponencidlnom tvare a pomocou neho vyjadrite z/z :)). To znamen4,
ze w(C \ {0}) predstavuje mnozinu imaginarnych casti bodov jednotkovej
kruznice. Jedna sa teda o realny interval [—1,1] (taktiez zdévodnite samy
pomocou vhodného nakresu :)).

Priklad 5
Rieste v C rovnicu
2chz +shz = 1.
Riesenie:
Dosadenim
e +e* e’ —e %
chz=——— shz=——
2 ) 2 )

a po uprave prevedieme rovnicu v zadani na tvar
3¢ +e 7 =21
Zavedenim substiticie s = e* dostaneme kvadratick(l rovnicu s neznamou s
2 . _
3s“ —2is+1=0.

Posledna rovnica ma dve rieSenia, a to s; =1 a s, = —i/3. Plati teda

i, Log (i),
e’ = , < z= ,

Vypoctom jednotlivych logaritmov zistime, Ze (overte samy :))

i-(§+2k‘7r),
z = keZ.
—In3+i- (5 + 2km),



Priklad 6

Dokazte, ze pre kazdé z € C plati

Argshz = Log (2 £ V22 + 1).
Riesenie:
Nech z € C je také, ze Argshz je definované. Oznacéme w = Argshz. Podla

definicie argumentu hyperbolického sinusu potom plati z = shw, a néasledne

Z poslednej rovnice vyjadrime w pomocou z. Zavedenim substiticie s = ev
dostaneme kvadratickt rovnicu pre neznamu s. Konkrétne,

—
2

s2—22s—1=0.

Jej rieSenim dostaneme (vyuZzijeme tpravu na Stvorec :))
(s—2)—22-1=0,

(s —2) =22 +1,
s—z==+V22+1,
s=zEVz22+1.

Symbolom +,/ rozumieme dve hodnoty komplexnej druhej odmocniny. Po
navrate k neznamej w teda plati

e’ =2+t V22 +1.

PodTla definicie komplexného logaritmu je vSak posledné rovnost ekvivalentna
S rovnicou

w=Log(z+Vz2+1),

¢o dokazuje identitu v zadani prikladu. Naviac, nakolko vyraz z + /22 + 1
je rdzny od nuly pre [ubovolné z € C (samy overte), tieto tvahy platia pre
kazdé komplexné ¢islo z.



Priklad 7
Najdite vsetky funkéné hodnoty.

a) sh (2 —1i), b) cos (2 +1), c) Argsh (i).

Riesenie:
a) Pomocou definicie komplexného hyperbolického sinusu postupne plati

sh(2—i) = e21 —26_(2_1) _ e?(cos1 —isin1) —2e_2(cos 1+isinl)
2 2 2 _92
Z%-cosl—L%.sinl'

b) Standardnym ,rozkosinusovanim* dostaneme

cos (2 +1) = cos2cosi — sin2sini.

Ked7Ze

) ell e i e—l +e

cosi = =—5
o ei-i_ell efl_e e_el
sini = . = =1

2i 2i 2
plati

o1 -1

cos (2 +1) = cos2 —1i- - sin 2.

¢) Vyuzijic identitu v Priklade 6, méme
Argsh (i) = Log (i £ Vi + 1) = Log (i).

Podla definicie komplexného logaritmu dalej plati (In oznacuje redlny priro-
dzeny logaritmus)

Log(i) =Inli|+i-Arg(i)=Inl+i-Arg(i) =i- Arg(i).
Zakladny argument ¢isla i je /2, preto mnozina vSetkych argumentov ¢isla

1 ma tvar

Arg (i) = {g—l—%‘m ke Z}.
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Nakoniec teda plati
A@m@y:u%@yzr{g+2m3kez}:{r(g+2m),kez}

Mnozina hodnot Argsh (i) je teda nekoneéné (avSak spocitatelnd), pricom
kazda hodnota ma tvar

y(g+2mﬁ, kel

Priklad 8
V danych komplexnych funkcidch oddelte redlnu a imagindrnu cast.

a) w = tg z, b) w = 2.

Riesenie:
a) Podla definicie komplexného tangensu plati (z = = + iy)

sinz  sin(zx +1iy) sinzcosiy + coszsiniy

tgz = = — = - - — .
cosz  cos(r+1iy)  coszcosiy — sinxsiniy
Nakolko . .
) el'ly + e 11y e Y + eY h
cosiy = = =c
Yy 5 9 Y,
Sin1 — = =1- =1-8
4 2 2 2 ¥

ziskany vyraz pre tg z nadobudne tvar

sinzchy +icoszshy

tgz = .
& cosxchy —isinzshy

Néaslednymi tpravami dostaneme

tg sinxchy +icosxshy cosxchy+isinzshy
z = :

cosrchy —isinxshy cosxchy+isinzshy

B sinz coszch?y — cosxsinzsh?y +1 - [sinQ:Uchyshy + Coszcshychy}

cos? z ch? y + sin® zsh?y



1 1
A A
7 7 ~N

_ sinzcosx - (cth — shzy) +i- [Sin2 T + cos? x] -shychy

cos? z ch?y + sin® xsh®y

sinxcosz +1i-shychy

cos?2 zch?y + sin?xsh’y’

Menovatel posledného zlomku sa da takto zjednodusit
cos® z ch®y + sin? z sh?y = cos® x - (1 + sh2y) + (1 — cos? :E) -sh?y
= cos® z + sh?y.
Teda napokon dostaneme

sin z cos ) shychy

tgz = 1- .
8 cos? x + sh?y cos? x + sh?y

b) Podla definicie vSeobecnej komplexnej mocniny, komplexného loga-
ritmu a komplexnej exponencialy plati

i iLogz __ ei-(ln\z|+iArgz) e Arg z+iln |z

Z=e =
_ . —Argz Ca _ . —Argz : —Argz _:
=e (cosln|z| +isinln|z|) = e cosln|z| +i-e sinln |z|.
To teda znamena, ze
Re[2'] = e "% cosln 2|, Im[z'] = e *®*sinln|z|.

Priklad 9
Vypocitajte limitu

. chz—1
lim — .
z—0 sInz

Riesenie:

Dosadenim z = 0 do danej limity zistime, Ze sa jedna o neurcitost typu
0/0. Dalej funkcie chz — 1 a sin z st celé, t.j., holomorfné v celej komplex-
nej rovine. Podla komplexnej verzie L’Hospitalovho pravidla to znamena, Ze
limita v zadani prikladu ezistuje, pricom plati (derivujeme podla z)

. ¢chz—1  (chz—1Y)
lim — = lim —~.
20 sinz z—0  (sin z)’
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Kedze (chz — 1) = (chz)’ = shz a (sin z)’ = cos z, mame

. chz—1 . shz sh0 0
lim — = lim = = —
z—0 sin 2 z—0 COS 2 cos( 1

= 0.

Priklad 10
Priamo overte platnost Cauchyho-Riemannovych rovnosti na celom R? pre
funkciu
w=e
Riesenie:
Potrebujeme najst redlnu a imaginarnu cast funkcie w = wu + iv. Pre
z = x + iy postupne dostaneme

2 ()2 2,21 o 2_,2 .o
w = e* = el@tiy)® — ¥ty +2zy _ 2i-y (COS 22y +1 - sin Qxy)

22 R S
=e" Y cos2xy +1i-e* 7Y sin2xy
2.2 2_,2
u=-e" Y cos2ry, v=-e""Y sin2xy.
Vypoditame prvé parcidlne derivacie funkeii u, v (po uprave)

ul, = 26"~ (z cos 2zy — ysin 2ry), u, = —2e"" Y (y cos 2xy + x sin 2xy),

v, = 26”7V (zsin 22y + y cos 2zy), v, = 26" Y’ (—ysin 2zy + x cos 2zy).

T

Funkcie u, v teda spliiaji na celom R? Cauchyho-Riemannove rovnosti u/, =

/ P
U, & Uy = —U.
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