Priklady na precvicovanie — Cauchyho teodria rezidui a
jej aplikacie
Riesené priklady

Priklad 1
Vypocitajme krivkovy integral

3 1
/ z°e dz.
o 2 t1
kde krivka ¢ je kladne orientovana kruznica |z| = 2.

Riesenie:
Na vypocet integralu v zadani prikladu aplikujeme Cauchyho vetu o re-
ziduach. Potrebujeme teda zistif vSetky izolované singularity funkcie

1
23 ez

fe) =22

ktoré sa nachadzaju vo vnutri kruznice ¢ a stanovit v nich rezidua funkcie
f- Vidime, Zze f ma izolované singularity v bodoch z = —1 (jednoduchy pdl)
a z = 0 (podstatna singularita), pri¢om oba body lezia vo vnutri ¢ (podla

vhodného naértku). Pre r eziduum v pdle z = —1 plati
) f(2) = lim et = 1
res_y f(z) = Zlg{ll(z +1)- f(2) = lim 2"e "

Reziduum funkcie f v bode z = 0 zistime priamo z definicie rezidua rozvi-
nutim f do Laurentovho radu na nejakom prstencovom okoli bodu 0 (t.j.,
rozvinutim f do akéhokolvek radu podla mocnin 2", kde n € Z). Podla defi-
nicie exponencialnej funkcie plati

S s
: = Nz Z 5 dé
e HZ:O p nZ:O T pre kazdé z # 0.

Dalej, funkcia 1/(1 + 2) je pre |z| < 1 sti¢tom geometrického radu s kvocien-
tom ¢ = —z, nakolko

1 1 i o .
1+Z:1_<_2)=mZ<—z> ZZ(—I) 2™ |z < L

=0 m=0




Pre funkciu f potom dostaneme vyjadrenie

3oz 1 1 2z >
fR) =g =aet —o =2 (Z%) : (Z(—nmzm)

n=0 m=0

platné pre 0 < |z| < 1. Jedna sa teda (po roznéasobeni) o hladany Laurentov
rad funkcie f na prstencovom okoli bodu 0. Zaujima nés Laurentov koeficient
pri mocnine 271, kedZe prave to je, podla definicie, reziduum resq f(z). Pri po-
stupnom roznasobovani danych nekone¢nych sti¢tov méa exponent vSeobecnej
mocniny, ktora dostaneme, tvar

PR S

prispevok od z3 prispevok od druhej sumy

prispevok od prvej sumy

kde m, n st nezaporné celé ¢isla. Chceme, aby 3—n+m = —1, tedan = 4+m.
Index m z druhej sumy je teda nezavisly, kym index n z prvej sumy zavisi na
aktuéalnej hodnote indexu m, a to n = 4 + m. Jednotlivé ¢leny, ktoré budu
prispievat k celkovému ¢lenu s mocninou 2z~ !, st teda postupne
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a tak pre reziduum funkcie f v bode 0 mame

1 1 1 1 (—1)m™
resof(z)—a—ﬁ—i-a—ﬁ—k-“—l—m-i-
Tento stcet vieme urcit, pretoze plati
4 =D 1 1 1 1 1 1
el Tawtamta amt

toto je uz resg f(z)

Preto dostaneme
1 1 1 1
T —g—i—resof(z) = resyf = R

Hodnota integralu v zadani prikladu potom bude

3o 1 1 1 2
/ = = 2ri- [res_1 f(2) + resy f(2)] = 27i - {———I—— — —} -
o 2+ 1

V nasledujucich prikladoch aplikujeme Cauchyho tedriu krivkovych integ-
ralov na vypocet ur¢itych a nevlastnych integralov z realnych funkcii jednej
realnej premennej. Najprv ilustrujeme pouzitie niekolkych uz ,hotovych* for-
mul, konkrétne:

(i) Integrély typu
/ f(t) cosmt dt, / f(t)sinmtdt, m > 0.
Predpoklady:

e Funkcia f(z) ma v C iba kone¢ne vela izolovanych singularit, pri-
¢om na realnej osi ma najviac jednoduché pdly.

e Plati lim, ,,, f(2) =0.

Potom

/ f(t) cosmtdt = Re | 27i - Z res,, f(z)e"™ + i - Z res,, f(z)e™

L Imw>0 Im w=0

/ f(t)sinmtdt = Im |27i - Z res,, f(z)e"™* + i - Z res,, f(z)e™

Imw>0 Im w=0




(ii) Integral typu

/_ Zf(t) dr.

e Funkcia f(z) mé v hornej komplexnej polrovine (t.j., obsahujice;
nezapornu imaginarnu polos) iba koneéne vela izolovanych singu-
larit, pricom Ziadna z nich nelezi na realnej osi.

o Plati

Predpoklady:

lim zf(z)=0.

Z— 00

Im z>0

Potom

/Oof(t)dt:27ri- Z res,, f(2).

o0 Imw>0
(iii) Integral typu
/ f@)t*tdt, aeR\Z.
0
Predpoklady:
e Funkcia f(z) ma v C iba konecne vela izolovanych singularit ne-
leziacich v redlnom intervale (0, 00).
e Plati
Jim [2[(2) = 0 = li 21 (2).

Potom

o s

t)ytetdt = - w(—2)"7"

| s > ey (<2 (),
weC\[0,00)

kde mocnina 22! je chdpana v zmysle hlavnej hodnoty (vetvy) podla

Zafl — e(afl)-[ln |z|+i-arg 2] .

(iv) Integrély typu
/ £(#) Intdt, / (1) dt.
0 0
Predpoklady:



e Funkcia f(z) ma v C iba kone¢ne vela izolovanych singularit ne-
leziacich v redlnom intervale (0, 00).

e Plati
- 2 L 0—T 2
Zlggozln |z| f(z) =0 = ilil(l)zln 12| f(2).

Potom

o0 1
/(; f(t) Intdt = —5 -Re Z IeSy f(Z) loggw 21

weC\[0,00)

o 1
/Of(t) Intdt =~ -Im > resy, f(2)logl, 2| |

weC\[0,00)

pricom logaritmické funkcia log, 2z je definovana predpisom
logy, z :=In|z[ +1i- ¢,

kde ¢ € [0,27) je argument komplexného ¢isla z. Okrem toho plati
(log,, ) = 1/z v bodoch, kde je funkcia log,, z holomorfna.

Priklad 2
Vypocitajme nevlastny integral

* sinat
—d¢ beRT.
/0 RN R

Riesenie:
Jedna sa o integrél typu (i). Komplexna funkcia f(z) ma tvar

1
f(Z)Im-

Plati lim, ,,, f(z) = 0, ako sa mozno lahko presved¢if. Funkcia f je raci-
onalna lomené funkcia, izolované singularity ma prave v korenoch svojho
menovatela, t.j. v ¢islach 0, £ib. VSetky tri singularity su jednoduché pdly.
Zaujimaju néas iba tie, ktoré maju nezdporni imaginarnu cast, teda 0 a ib



(vzhladom na podmienku b > 0). Potrebujeme v nich zistit rezidud funkcie
f(z) €'*. Postupne dostaneme

) eiaz
I e T

iaz

resg f(z)e

resy f(z) €% = lim (z — ib) e _ e = _e—ab
i T 2sib (22402 ib-(ib+id) 202

Dosadenim do vhodnej formuly v (i) dostaneme

o0 . t . |
/_Oo % dt = Im [27Ti -resy f(2) €% + i - resg f(2) elaz] _

) efab ) 1 1_efab
Im | 271 - o —|—7r1-b—2 :W-T.

Nakolko funkcia pod integralom v zadani prikladu je parna, plati
* sinat 1 [ sinat 1 —e @
———dt = = ——dt=71 ————.
/0 t (12 + b?) 2/_Oot(t2+b2) T>

Priklad 3

Stanovme nevlastny integral

* 3t+1
——dt.
| @
Riesenie:

Jedna sa o integrél typu (ii). Komplexna funkcia f(z) méa tvar

3z+1

f(Z)Im-

Plati lim, . zf(2) = 0. Je to racionalna lomena funkcia s izolovanymi sin-
gularitami v bodoch =+i, ktoré nelezia na realnej osi. Podstatna je pre nas
singularita w = i, nakolko Imw > 0. V tomto bode m4 funkcia f dvojnasobny
pdl. Preto pre reziduum res; f(z) plati

. o 3z+1 ] [32+41]
resif(z)zggi (2_1)2.(Z:T1)2} = [(ZZ"‘DQ] -

m
z—i
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222
=i (z+1)3 4

Dosadenim do formuly v (ii) dostaneme pre integral v zadani vyjadrenie
< 3t+1 i
/ Ot —om (1) 2T
oo (124 1)2 4 2

Priklad 4
Najdime hodnotu nevlastného integralu

e’} ta_l
/ dt, ae€(0,1).
0

142
Riesenie:
Jedna sa o integrél typu (iii). Komplexna funkcia f(z) ma tvar
1

Nie je tazké overit, ze plati
: a o : a o
lim [2[*f(2) =0 a lim|2|°f(2) = 0.

Funkcia f méa jednoduché pdly v bodoch =i, neleziace na kladnej realnej osi.
Potrebujeme stanovit rezidua funkcie (—2z)*~! f(2) v tychto bodoch. Nakolko
mocninové funkcia (—z)?~! je holomorfna na okoliach bodov =i, plati

res; (_Z>a—1f(z> — lim (Z . 1) . ﬂ — lim (_Z)afl _ (_i)a—l _

2—i 1+ 22 2= 142 2
ola—1)n|—iltiarg(-)]  gla-1)i(-7/2)  g-ila—1)m/2
21 T2 2
Analogicky zistime reziduum v bode —i (samy overte :))
pila—1)m/2

res; (—2)"7f(2) = ——;

Pri vypocte rezidui sme vyuzili fakt, Ze mocninu (—2)*"! chdpeme v zmysle
jej hlavnej hodnoty (vetvy) podla predpisu v (iii). Naslednym dosadenim do
danej formuly v (iii) dostaneme pre integral v zadani prikladu vyjadrenie

/oOO LA P [resi (—2)* 7" f(2) + res_i (—2)" ' f(2)] =

1+t2  sinwa



7r |:e—i(a—1)7r/2 ei(a—l)w/?} T (W(a—l))
_ = — S| ———— | =

sinTa 21 21 sin 7a 2
Ny ~~ J
toto je fsin(@)

—T . (7‘(‘& 7T> T Ta T cos Tt T

, sin(— — - ) = ——-cos — = — = o7
sin Ta 2 2 sin 7a, 2 2sin 2 cos 2 2sin T2

N—— 2 2 2
25in% cos%
Priklad 5

Urcime nevlastné integraly
> Int * 1
——dt, ——dt.
/0 (1+22)? /o (1+12)?
Riesenie:

Ide o integraly typu (iv). Komplexna funkcia f(z) ma tvar

1

f(Z)Zm-

Plati (ukaZte samy :))
. 2 _ : 2 —
Zl:rilozln |z| f(2) =0 a il_r}(l)zln |z| f(z) = 0.
Funkcia f ma dvojnasobné pély v bodoch +i. Chceme najst rezidua fun-

kcie f(z)logs. z v tychto bodoch. Podla rovnosti v (iv) je funkcia logs, 2
holomorfna na istych okoliach bodov +i. Preto mame

log? =z ' log? = '
. 2 1 o 2 . $ — 1 27 —
ves; f(z)logyy 2 =l | (= =) 777 22)2] i | (2 1 1)?

_ 2logy, 2 [(z+1) - L —logy, 2] 2logy, i[2i- 1 —log,, i
lim —= = 1 .
2 (z +1)3 (21)?

Kedze plati

log,. i=1Inli| +1i T_m
I1=In1+1-—-=—=
g27r 2 27

pre hodnotu res; f(z)logs. z dostaneme

9.m [o__m T m?
res; f(2)logs z = 2—[8i 2}2—14—1-%.
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Podobnou procedirou ziskame hodnotu res_; f(z)logs_ z (overte samy :))

3T 972
i log2 »="——i.-—.
res_; f(z)logs. = T
Pre hodnotu prvého integralu v zadani prikladu potom plati

* Int 1
/0 —(1 fﬁ)? dt = —5° Re [resi f(2)loga. z +res_; f(2)loga. Z] =

SRR

2 2

= =7

1 T . 7w 3 . 9r? 1 T 2 7
Hodnota druhého integralu v zadani prikladu ma tvar

/0 TESEE dt = 5 Im [res; f(2) log3, = + res_; f(z)logs, 2] =

1 T . e T
——Im|=—1-—| = —.
2 2 2 4

V dalsich prikladoch si ukdZzeme, ¢o sa pri vypoctoch urcitych, resp. ne-
vlastnych realnych integralov pomocou komplexnej Cauchyho tedrie deje ,v
skutoc¢nosti“. Poznamenajme, Ze nasledujtce integraly nie sa z typov (i), (ii),

(iii) a (iv).

Priklad 6
Néjdime hodnoty tzv. Fresnelovych integralov

(e} [e.e]
/ cost?dt, / sin t2 dt.
0 0
Riesenie:

Obidva integraly konverguju (Pokuste sa ukazat samy :)). Uvazujme kom-

plexna funkciu f tvaru »
f(z)=¢€*", zeC.

Funkcia [ je celd, t.j., je holomorfna v celej komplexnej rovine. Podla Cau-
chyho integralnej vety teda pre kazdu uzavrett kladne orientovani krivku ¢

plati
/ e’ dz = 0.
©
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Uvazujme nasledovnt uzavretu kladne orientovanu krivku ¢

© =1+ P2+ 3, kde
v1:2=1t, tel0,R], @0y z=Re' te€l0,7/4],
@3 2= (R—t)e™* tec|0,R],

kde R je dané kladné reélne ¢islo. (Znazornite v komplexnej rovine. Mali by
ste dostat jednu osminku kruhovej ,torticky* so stredom v bode 0 :)). Potom

Oz/eiZde:/ eiz2dz+/ eizzdz—i—/ e dz. (1)
® ®1 P2 ®3
—_——— ——— N——
nL I Is

Jednotlivé integraly I, I, a I3 prepiSeme pomocou danych parametrizacii
(vSimnime si, ze parametrizacie kriviek o1, @2 a @3 st sthlasné s kladnou
orientaciou krivky o)

R R
I = / Fdr=|z=t dz=dt| = / e dt = / (cost® +1i-sint?) dt
1 0 0

R R
:/ costht+i~/ sint? dt,
0 0

w/4 )
I, = / ' dy = ‘z = Re', dz=iRe" dt‘ = / (R iRel dt
2 0
w/4 ) w/4
_ iR/ plZ e it 44 — iR/ o RZsin2t+i-R?cos2t it g4
0 0

/4 ) )
_ IR/ e—R sin2t elR cos2t | elt dt,
0

I3 = / edz = [z = (R—t)e™* dz=—™4dt| =
©3
toto je i

R ir /472 ; i R, 2. i/
/ el-[(R—t)e ] ‘ (_em/4) dt = _e17r/4/ ol (R—1)*- € dt =
0 0

10



. R 2
_el7T/4/ ef(th) dt.
0

Zavedenim substitticie s = R —t v poslednom integrale mame (samy ukazte)

R
Is = —ei”/4/ e % ds.
0

Dosadenim tychto vyjadreni integralov I; a I3 do rovnosti (1) ziskame

R R . R
O:/ costhIH—i-/ sin ¢2 dt—i—l}—e”“/ e *ds. (2)
0 0 0

Integral I odhadneme v absolitnej hodnote zhora

w/4
. _ 2 . . 2 .
|]2|: IR/ e R sm2t‘elR COS2t-eltdt S
0
toto je 1 toto je 1
w/4 ) /—;b\ i w/4 )
i - R / ‘e_R sin2t| el cos2tl ol qt = R/ e~ f7sin2t gy,

0 0

V poslednom integréle sa funkcia sin 2¢ d4 nahradif funkciou 4¢/7 s tym, ze

.....

sa samy presvedcCte, Ze plati 4t/m < sin 2t pre t € [0,7/4]). Preto mame

/4 2 m 2
L] < R/ et = (1 _e R ) (3)
0

(posledni rovnost overte priamou integraciou podla premennej ¢ samy :)).
Doévod, preco robime takéto hrozné vypocty a odhady je nasledovny. V rov-
nosti (2) budeme limitovat R — oo. Mézeme to urobit, pretoZe rovnost (2),
resp. (1), plati pre akikolvek torticku ¢, a teda aj pre obrovské tortisko ¢ :)
(pripomenme, Ze funkcia f(z) v Gvode prikladu je holomorfnd v celom C).
Cely figel spociva v tom, Ze pri takomto limitovani prvy a druhy integral v
(2) ndm prejdu na Fresnelove integraly v zadani prikladu, kym integral I
bude konvergovat do nuly (toto vyplyva z odhadu (3), podla ktorého |I5| — 0
pre R — oo, overte samy :)). Posledny integral v (2) sa zmeni na Poissonov
integral foooe_Sst. Plati teda

R R . R
0:/ costzdt+i-/ Sintht+[2—el7r/4/ e % ds
0 0 0

11



U pre R— o0l

0—/ cost2dt+i-/ sint2dt—ei”/4/ e ds.
0 0 ;

o T , 1+1i
/ e—s2d8 _ £, e17r/4c —
0 2 V2
(prvi identitu sa pokuste samy dokézat, napr. pomocou vhodného dvojného
integralu a transformécie do polarnych stradnic ;)). Dosadenim dostaneme

o D 1 :
0:/ costht—{—i-/ sint? dt — +1-ﬁ.
0 0 V2 2

Z tejto rovnosti porovnanim realnych a imaginarnych casti danych vyrazov
vyplyva finalny vysledok

/COSt2dt:\/E:/ sin t2 dt.
0 8 0

Vieme, ze

Priklad 7

Nech n je dané prirodzené ¢islo. Pomocou vypoc¢tu komplexného integralu

1\ *dz
I:/<z+—) N )
. 2 2

najdime hodnotu urcitého integralu

27
/ cos?" ¢ dt.
0
Riesenie:

Integral I budeme pocitat dvomi sposobmi — jednak tradicne, zavedenim
parametrizacie, a jednak pomocou Cauchyho tedrie. RieSenie tulohy v pri-
klade bude spocivat v porovnani vysledkov oboch tychto spdsobov. Krivka
¢ je kladne orientované kruznica so stredom v bode 0 a s polomerom 1, mé

12



teda parametrické vyjadrenie z = e, kde t € [0, 27]. Tato parametrizacia je
zrejme stthlasnd s orientaciou krivky ¢ v zadani prikladu. Dalej, dz = i-e'‘dt.
Zavedenim parametrizacie do integralu / dostaneme

2 27 27
I= / (e + e_it)% et dt = / (2cost)™-idt = i-/ 22" cos®" ¢ dt,
0 0 0

Pri iprave sme vyuzili identitu cost = (e+e~'*)/2. Na druhej strane, integral

I sa da upravit
- () e,
o z z o 2T

Citatel' zlomku pod integralom je funkcia holomorfnd vo vnitri ¢ a bod
0 (nulovy bod menovatela) lezi vo vnutri . Podla Cauchyho integralnej
formuly teda plati

I=—— [(Z+1)™ .
(271)' [(Z ) } z=0
Potrebujeme najst hodnotu 2n-tej derivéacie funkcie (2% + 1)?" v bode z = 0.
Jednd sa o polyném stupiia 4n, pri¢om podla binomickej vety méame

(%+&fﬂ:§§zMC?). (@)

k=0

Po 2n-tom derivovani tohto polynému dostaneme zrejme polyném 2n-tého
stupiia, ktorého absolttny ¢len (¢len s mocninou z°) bude to, ¢o vznikne
2n-tym derivovanim ¢lena v povodnom polynéme (4) s k = n, t.j., ¢lena
2 (2:) (dobre si toto premyslite; derivujeme prirodzené mocniny, ich stupne
sa kazdou derivaciou znizuju o jednotku). Naco nam je vSak tento absolitny
¢len? Po dosadeni z = 0 do hladanej 2n-tej derivacie polynému (4) — to predsa
chceme urobit — nadm ostane iba absolutny ¢len :) (tiez si dobre premyslite).
Plati teda

[(z° +1)™] f_no) = [22" (2n)] . =2 -2n—1)-(2n—2)---2-1- (2n) =

@@L(iv.
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To znamena, ze mame

I= (EZ;! - (2n)! - (2:) — 2ri - (2:>

Porovnanim oboch ziskanych vysledkov pre integréal I dostaneme (po tiprave)

27
2
i-/ 22 cos® t At = 27 - ( n)
0 n
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