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Opakování

Metoda pevného bodu, prostá itera£ní metoda

Tato metoda se pouºívá pro rovnici x = g(x)

Funkce g je spojitá na I = [a, b]

�e²ení ξ této rovnice nazýváme pevným bodem funkce
g

Itera£ní proces

Zvolíme x0 ∈ I a poloºíme x1 = g(x0)

Obecn¥ xk+1 = g(xk)

Funkce g se nazývá itera£ní funkce
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Podmínky konvergence

1 Pro kaºdé x ∈ I platí g(x) ∈ I

2 Existuje L, 0 ≤ L < 1, ºe pro kaºdé x , y ∈ I platí

|g(x)− g(y)| ≤ L|x − y |.

nebo:
Pro kaºdé x ∈ I platí |g ′(x)| ≤ L < 1.

Pak x0 ∈ I m·ºe být libovolné, itera£ní proces konverguje.
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�ád metody

lim
k→∞

|xk+1 − ξ|
|xk − ξ|p

= lim
k→∞

|ek+1|
|ek |p

= C 6≡ 0,

p - °ád metody

V¥ta: Nech´ funkce g má v okolí bodu ξ derivace aº do °ádu
p ≥ 1 v£etn¥. Itera£ní metoda xk+1 = g(xk), k = 0, 1, . . . je
°ádu p tehdy a jen tehdy, kdyº platí

ξ = g(ξ), g (j)(ξ) = 0, 1 ≤ j < p, g (p)(ξ) 6= 0.
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Volba itera£ní funkce

f (x) = 0 −→ g(x) = x

g(x) = x − f (x)

k

g(x) = x − f (x)

h(x)

Klasi�kace pevných bod·

Pevný bod ξ funkce g se nazývá
p°itahující (atraktivní) pevný bod, jestliºe existuje
takové okolí V tohoto bodu ξ, ºe pro kaºdou po£áte£ní
aproximaci x0 ∈ V posloupnost iterací {xk}∞k=0

konverguje
k bodu ξ.
odpuzující (repulzivní) pevný bod, jestliºe existuje
takové okolí U bodu ξ, ºe pro kaºdou po£áte£ní
aproximaci x0 ∈ U, x0 6= ξ, existuje takové k , ºe xk 6∈ U.
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Ur£ení typu pevných bod·:

Nech´ g ∈ C [a, b], g : [a, b]→ [a, b] a nech´ g má v bod¥ ξ
derivaci.

Je-li |g ′(ξ)| < 1, pak ξ je p°itahující pevný bod.

Je-li |g ′(ξ)| > 1, pak ξ je odpuzující pevný bod.
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Newtonova metoda, metoda te£en

Uvaºujme op¥t rovnici f (x) = 0. Zvolme x0 a °e²ení hledáme
na te£n¥ k f v bod¥ x0 jako její pr·se£ík s osou x .
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xk+1 = xk − f (xk)
f ′(xk)

Itera£ní funkce:

g(x) = x − f (x)
f ′(x)

Podobn¥ pokra£ujeme dál: xk+1 je pr·se£ík te£ny k funkci f v
bod¥ xk s osou x .
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V¥ta
Nech´ f ∈ C 2[a, b]. Nech´ ξ ∈ [a, b] je ko°enem rovnice
f (x) = 0 a f ′(ξ) 6= 0. Pak existuje δ > 0 tak, ºe posloupnost
{xk}∞k=0

generovaná Newtonovou metodou konverguje k bodu
ξ pro kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ [ξ − δ, ξ + δ] ⊆ [a, b].

D·sledek:
Newtonova metoda je metoda druhého °ádu pro jednoduchý
ko°en ξ.

P°íklad

Výpo£et 3
√
10

Konec opakování
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Chování chyby u Newtonovy metody

V¥ta
Nech´ jsou spln¥ny p°edpoklady p°edchozí v¥ty,
M = max

x∈I
|f ′′(x)|, m = min

x∈I
|f ′(x)| > 0, I = [ξ − δ, ξ + δ]. Pak

pro posloupnost {xk}∞k=0
generovanou Newtonovou metodou

platí
a) |xk+1 − ξ| ≤ M

2m
(xk − ξ)2

b) |xk+1 − ξ| ≤ M
2m

(xk+1 − xk)
2

D·kaz
Z Taylorova rozvoje.
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Fourierovy podmínky

V¥ta
Nech´ f ∈ C 2[a, b] a nech´ rovnice f (x) = 0 má v intervalu
jediný ko°en ξ. Nech´ f ′, f ′′ nem¥ní znaménka na intervalu
[a, b], p°i£emº f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ [a, b]. Nech´ po£áte£ní
aproximace x0 je ten z krajních bod· a, b, v n¥mº znaménko
funkce je stejné jako znaménko f ′′ na intervalu [a, b]. Pak
posloupnost {xk}∞k=0

ur£ená Newtonovou metodou konverguje
monotonn¥ k bodu ξ.

P°íklady � volba po£áte£ní iterace

Výpo£et p°evrácené hodnoty, funkce arctan x .
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Metoda se£en

Derivaci v bod¥ xk u Newtonovy metody nahradíme s¥rnicí
se£ny v bodech [xk−1, f (xk−1) a [xk , f (xk).

f ′(xk) ≈
f (xk)− f (xk−1)

xk − xk−1
, i = 1, 2, . . .

Výsledná itera£ní metoda

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f (xk)− f (xk−1)
f (xk), i = 1, 2, . . .
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V¥ta
Nech´ rovnice f (x) = 0 má ko°en ξ a nech´ derivace f ′, f ′′

jsou spojité v okolí bodu ξ, p°i£emº f ′(ξ) 6= 0. Posloupnost
ur£ená metodou se£en konverguje ke ko°enu ξ, pokud zvolíme
po£áte£ní aproximace x0, x1 dostate£n¥ blízko bodu ξ
a metoda je °ádu (1+

√
5)/2 .

= 1,618.

D·kaz

P°íklad

Výpo£et 3
√
10:

Pozor! P°i pokusu o co nejp°esn¥j²í výpo£et m·ºe dojít k
nede�novanému výrazu typu 0/0.
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