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Opakovani

Metoda pevného bodu, prosta iteracni metoda

@ Tato metoda se pouziva pro rovnici x = g(x)
@ Funkce g je spojita na | = [a, b]

@ Reseni ¢ této rovnice nazyvame pevnym bodem funkce
4

lteracni proces

@ Zvolime xg € | a polozime x; = g(xp)
@ Obecné xx11 = g(x«)

@ Funkce g se nazyva iteracni funkce
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Podminky konvergence

@ Pro kazdé x € [ plati g(x) € /
@ Existuje L, 0 < L <1, ze pro kazdé x,y € | plati

g(x) —g()| < Lix —yl.

nebo:
Pro kazdé x € [ plati |[g'(x)] < L < 1.

Pak xo € | miize byt libovolné, iteracni proces konverguje.
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Rad metody

jim e =8 el e

k—o0 |Xk _€|p k—o0 |6k|p
p - fad metody

Veta: Necht funkce g ma v okoli bodu ¢ derivace az do fadu
p > 1 vCetné. Iteracni metoda xx 11 = g(xx), k =0,1,... je
fadu p tehdy a jen tehdy, kdyz plati

¢=g(), gV =0 1<j<p,  gP¢)#0.
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Volba itera¢ni funkce

g(X)ZX—f(TX
o
g(X)_ (X)

Klasifikace pevnych bodii
Pevny bod ¢ funkce g se nazyva
e pritahujici (atraktivni) pevny bod, jestlize existuje
takové okoli V tohoto bodu &, ze pro kazdou pocatecni
aproximaci xo € V posloupnost iteraci {x},., konverguje
k bodu €.
e odpuzujici (repulzivni) pevny bod, jestlize existuje
takové okoli U bodu &, ze pro kazdou pocatecni
aproximaci xg € U, xg # &, existuje takové k, ze x, & U.
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Urceni typu pevnych bodii:

Necht g € Cla, b], g : [a,b] — [a, b] a necht g ma v bodé ¢
derivaci.

o Je-li [g'(¢)| < 1, pak & je pritahujici pevny bod.

o Je-li |[g'(&)| > 1, pak £ je odpuzujici pevny bod.
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Newtonova metoda, metoda tecen
Uvazujme opét rovnici f(x) = 0. Zvolme xp a feSeni hledame
na tecné k f v bodé xy jako jeji priisecik s osou x.

_ ()
Xk+1 = Xk — (xx)

[teracni funkce:

o0af : —y_ )
g(x) = x 7(x)

e I -
3

NS

-0.5 0 0.5
x

Podobné pokracujeme dal: x,,; je prisecik tecny k funkci f v
bodé x, s osou x.
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Veta

Necht f € C?[a, b]. Necht ¢ € [a, b] je kofenem rovnice

f(x) =0a f'(&) # 0. Pak existuje > 0 tak, ze posloupnost
{x«}r—q generovana Newtonovou metodou konverguje k bodu
€ pro kazdou pocatecni aproximaci xo € [ — 0,£ + 0] C [a, b].

Disledek:
Newtonova metoda je metoda druhého fadu pro jednoduchy
koren &.

Priklad
Vypocet v/10

Konec opakovani
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Chovani chyby u Newtonovy metody

Veta

Necht jsou splnény predpoklady predchozi véty,

M = malx\f”(x) , m= mi? If'(x)| >0, I =[§ —6,&+ 0. Pak
xe xXe

pro posloupnost {x},-, generovanou Newtonovou metodou

plati

IA

M (31 — €)?

Mm(XkH — )’

a) [Xiep1 — ¢

b) X1 — ¢

IA

Diikaz
Z Taylorova rozvoje.
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Fourierovy podminky

Veta

Necht f € C?[a, b] a necht rovnice f(x) = 0 ma v intervalu
jediny koten &£. Necht f/, f” neméni znaménka na intervalu
[a, b], pficemz f'(x) # 0, Vx € [a, b]. Necht pocatecni
aproximace xp je ten z krajnich bodt a, b, v némz znaménko
funkce je stejné jako znaménko f” na intervalu [a, b]. Pak
posloupnost {x },-, uréena Newtonovou metodou konverguje
monotonné k bodu &.

Priklady — volba pocatecni iterace

Vypocet prevracené hodnoty, funkce arctan x.
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Metoda secen

Derivaci v bodé x, u Newtonovy metody nahradime sérnici
seCny v bodech [xx_1,f(xk_1) a [k, f(xk).

F(x) ~ f(x)k(z — ik(x’l“l), i=1,2...

Vysledna iterani metoda

X — o — Xk — Xk—1
k+1 k F(xe) — (xe1)

fa),  i=12,...
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Veta

Necht rovnice f(x) = 0 ma kofen £ a necht derivace f/, f”
jsou spojité v okoli bodu &, pficemz f'(£) # 0. Posloupnost
uréena metodou secen konverguje ke kofenu &, pokud zvolime
pocCatecni aproximace xg, x; dostatecné blizko bodu &

a metoda je fadu (1 + v/5)/2 = 1,618.

Diikaz

Priklad

Vypocet v/10:

Pozor! Pfi pokusu o co nejpresnéjsi vypocet miize dojit k
nedefinovanému vyrazu typu 0/0.
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