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Opakování

Newtonova metoda, metoda te£en

xk+1 = xk −
f (xk)

f ′(xk)

Newtonova metoda je metoda druhého °ádu pro jednoduchý
ko°en ξ.

Fourierovy podmínky
V¥ta
Nech´ f ∈ C 2[a, b] a nech´ rovnice f (x) = 0 má v intervalu
jediný ko°en ξ. Nech´ f ′, f ′′ nem¥ní znaménka na intervalu
[a, b], p°i£emº f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ [a, b]. Nech´ po£áte£ní
aproximace x0 je ten z krajních bod· a, b, v n¥mº znaménko
funkce je stejné jako znaménko f ′′ na intervalu [a, b]. Pak
posloupnost {xk}∞k=0

ur£ená Newtonovou metodou konverguje
monotonn¥ k bodu ξ.
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Metoda se£en

Derivaci v bod¥ xi u Newtonovy metody nahradíme s¥rnicí
se£ny v bodech [xk−1, f (xk−1) a [xk , f (xk).

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f (ki)− f (xk−1)
f (xk), i = 1, 2, . . .

Pozor! P°i pokusu o co nejp°esn¥j²í výpo£et m·ºe dojít
k nede�novanému výrazu typu 0/0.

V¥ta
Nech´ rovnice f (x) = 0 má ko°en ξ a nech´ derivace f ′, f ′′

jsou spojité v okolí bodu ξ, p°i£emº f ′(ξ) 6= 0. Posloupnost
ur£ená metodou se£en konverguje ke ko°enu ξ, pokud zvolíme
po£áte£ní aproximace x0, x1 dostate£n¥ blízko bodu ξ
a metoda je °ádu (1+

√
5)/2

.
= 1,618.
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Metoda regula falsi

P°edpokládejme f (a)f (b) < 0, f ∈ C [a, b]. Pouºijeme metodu
se£en, p°itom vybíráme iterace tak, aby ve dvou po sob¥
jdoucích m¥la f opa£né znaménko:

xk+1 = xk −
xk − xs

f (xk)− f (xs)
f (xk), k = 0, 1, . . . ,

kde s = s(k) je nejv¥t²í index takový, ºe f (xk)f (xs) < 0,
p°itom f (x0)f (x1) < 0 (tj. nap°. x0 = a, x1 = b).

Poznámka: pokud je funkce f konvexní nebo konkávní na
[a, b], je xs jeden z krajní bod· intervalu.

�ád metody: 1
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Quasi Newtonova metoda (plus/minus)

Te£nu u Newtonovy metody nahradíme se£nou procházející
bodem (xk , f (xk)) a bodem (xk + f (xk), f (xk + f (xk))),
respektive bodem (xk − f (xk), f (xk − f (xk))). P°itom pokud je
bod xk blízko hledaného ko°ene ξ, pak hodnota f (xk) je blízká
nule a se£na procházející uvedenými body je blízká te£n¥
vedené bodem xk .

xk+1 = xk ±
f 2(xk)

f (xk)− f (xk ± f (xk))
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Itera£ní funkce:

g(x) = x ± f 2(x)

f (x)− f (x ± f (x))

Poznámka:

Quasi Newtonova metoda se také n¥kdy nazývá Ste�ensenova
- viz dále.
V¥ta

Nech´ f ∈ C 1[a, b], ξ ∈ [a, b] nech´ je °e²ením rovnice
f (x) = 0 a f ′(ξ) 6= 0. Pak existuje ε > 0 tak, ºe posloupnost{
xk
}∞
k=0

generovaná quasi Newtonovou metodou konverguje
k bodu ξ pro kaºdou po£áte£ní aproximaci
x0 ∈ [ξ − ε, ξ + ε] ∩ [a, b]. Pokud má funkce f v okolí bodu ξ
spojitou druhou derivaci, je °ád metody alespo¬ 2.

D·kaz: L'Hospitalovo pravidlo.
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Itera£ní metody pro násobné ko°eny

Ko°en ξ násobnosti M

f (ξ) = 0, f ′(ξ) = 0, . . . , f (M−1)(ξ) = 0, f (M)(ξ) 6= 0

V¥ta

Nech´ ko°en ξ má násobnost M > 1. Pak modi�kovaná
Newtonova metoda

xk+1 = xk −M
f (xk)

f ′(xk)

je metoda druhého °ádu.

D·kaz:

Konec opakování
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Urychlení konvergence � Aitkenova δ2-metoda

V¥ta

Nech´ je dána posloupnost {xk}∞k=0
, xk 6= ξ, k = 0, 1, 2, . . .,

lim
k→∞

xk = ξ, a nech´ tato posloupnost spl¬uje podmínky

xk+1−ξ = (C+γk)(xk−ξ), k = 0, 1, 2, . . . , |C | < 1, lim
k→∞

γk = 0.

Pak posloupnost

x̂k = xk −
(xk+1 − xk)

2

xk+2 − 2xk+1 + xk

je de�nována pro v²echna dostate£n¥ velká k a platí

lim
k→∞

x̂k − ξ
xk − ξ

= 0,

tj. posloupnost {x̂k} konverguje k limit¥ ξ rychleji neº
posloupnost {xk}.
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Geometrická interpretace

Poloºme

ε(xk) = xk − xk+1 = xk − ξ− (xk+1− ξ) = (xk − ξ)(1+C +γk)

ε(xk+1) = xk+1 − xk+2 = (xk+1 − ξ)(1+ C + γk+1) =

= (xk − ξ)(C + γk)(1+ C + γk+1) ≈ ε(xk)(C + γk)
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Rovnice p°ímky:

y − ε(xk) =
ε(xk)− ε(xk+1)

xk − xk+1

(x − xk)

Pr·se£ík s osou x (y = 0) je bod x̂k

x̂k = xk −
ε(xk)(xk − xk+1)

ε(xk)− ε(xk+1)
= xk −

(xk+1 − xk)
2

xk+2 − 2xk+1 + xk
.
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Ste�ensenova metoda

Bu¤ g itera£ní funkce pro rovnici x = g(x). Poloºme

yk = g(xk), zk = g(yk),

xk+1 = xk −
(yk − xk)

2

zk − 2yk + xk
.

V tomto p°ípad¥ je tedy ε(xk) = xk − yk , ε(yk) = yk − zk .
Tato itera£ní metoda se nazývá Ste�ensenova a m·ºe být
popsána itera£ní funkcí ϕ:

xk+1 = ϕ(xk),

kde

ϕ(x) =
xg(g(x))− g 2(x)

g(g(x))− 2g(x) + x
, g 2(x) = (g(x))2.
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ϕ(xk) =
xkg(g(xk))− g 2(xk)

g(g(xk))− 2g(xk) + xk
=

xkg(yk)− (yk)
2

g(yk)− 2yk + xk
=

=
xkzk − (yk)

2

zk − 2yk + xk
=

xk(zk − 2yk + xk)− (yk − xk)
2

zk − 2yk + xk
=

= xk −
(yk − xk)

2

zk − 2yk + xk
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V¥ta

1 ϕ(ξ) = ξ implikuje g(ξ) = ξ.

2 Jestliºe g(ξ) = ξ, g ′(ξ) existuje a g ′(ξ) 6= 1, pak
ϕ(ξ) = ξ.

V¥ta

Nech´ funkce g má spojité derivace aº do °ádu p + 1 v£etn¥
v okolí bodu x = ξ. Nech´ itera£ní metoda xk+1 = g(xk) je
°ádu p pro bod ξ.
Pak pro p > 1 je itera£ní metoda xk+1 = ϕ(xk) °ádu 2p − 1.
Pro p = 1 je tato metoda °ádu alespo¬ 2 za p°edpokladu
g ′(ξ) 6= 1.
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Müllerova metoda

Müllerova metoda je zobecn¥ním metody se£en. Metoda se£en
v podstat¥ znamená, ºe pro dané aproximace xk , xk−1 bodu ξ
aproximujeme funkci f p°ímkou procházející body
[xk−1, f (xk−1)], [xk , f (xk)] a za dal²í aproximaci bodu ξ
vezmeme pr·se£ík této p°ímky s osou x . Müllerova metoda
uºívá t°i aproximace xk−2, xk−1, xk a k°ivku y = f (x)
aproximujeme parabolou ur£enou t¥mito body. Pr·se£ík této
paraboly s osou x , který je nejbliº²í k xk , vezmeme za dal²í
aproximaci xk+1. Touto metodou lze najít i násobné
a komplexní ko°eny.
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xk−2, xk−1, xk jsou jiº vypo£tené aproximace. Sestrojme
polynom

P(x) = a(x − xk)
2 + b(x − xk) + c

procházející body [xk−2, f (xk−2)], [xk−1, f (xk−1)], [xk , f (xk)],
t.j. spl¬ující podmínky P(x i) = f (x i), i = k − 2, k − 1, k . Z
nich plyne

c = f (xk)

b =
(xk−2 − xk)

2 [f (xk−1)− f (xk)]− (xk−1 − xk)
2 [f (xk−2)− f (xk)]

(xk−2 − xk)(xk−1 − xk)(xk−2 − xk−1)

a =
(xk−2 − xk) [f (xk−1)− f (xk)]− (xk−1 − xk) [f (xk−2)− f (xk)]

(xk−2 − xk)(xk−1 − xk)(xk−1 − xk−2)
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xk+1 − xk =
−2c

b ±
√
b2 − 4ac

.

Znaménko u odmocniny vybereme tak, aby bylo shodné se
znaménkem b. Tato volba znamená, ºe jmenovatel zlomku
bude v absolutní hodnot¥ nejv¥t²í a tedy výsledná hodnota
xk+1 bude nejbliº²í xk . Je tedy

xk+1 = xk −
2c

b + (signb)
√
b2 − 4ac

.
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