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Opakovani
Newtonova metoda, metoda tecen

f(xx)

Xk+1 — Xk — f’(xk)

Newtonova metoda je metoda druhého fadu pro jednoduchy
koren &.

Fourierovy podminky

Veta

Necht f € C?[a, b] a necht rovnice f(x) = 0 m4 v intervalu
jediny koten &£. Necht f/, f” neméni znaménka na intervalu

[a, b], pficemz f'(x) # 0, Vx € [a, b]. Necht pocatecni
aproximace x° je ten z krajnich bodii a, b, v némz znaménko
funkce je stejné jako znaménko f” na intervalu [a, b]. Pak
posloupnost {xx},-, urcend Newtonovou metodou konverguje

monotonné k bodu &.
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Metoda secen

Derivaci v bodé x; u Newtonovy metody nahradime sérnici
seCny v bodech [xg_1, f(xk—1) a [xk, f(xk).

Xk — Xk—1

Xk+1 = Xk — f(k,) _ f(Xk—l)

fu), i=1,2,...

Pozor! Pfi pokusu o co nejpresnéjsi vypocet miize dojit
k nedefinovanému vyrazu typu 0/0.

Veta

Necht rovnice f(x) = 0 ma kofen & a necht derivace f/, f”
jsou spojité v okoli bodu &, pficemz f/(£) # 0. Posloupnost
uréena metodou seCen konverguje ke korenu &, pokud zvolime
pocatecni aproximace xg, x; dostatecné blizko bodu &

a metoda je fadu (1 4 /5)/2 = 1,618.
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Metoda regula falsi

Predpokladejme f(a)f(b) < 0, f € CJa, b]. Pouzijeme metodu
seCen, pritom vybirame iterace tak, aby ve dvou po sobé
jdoucich méla f opacné znaménko:

Xk — Xs

F(xe) = f(xs)

kde s = s(k) je nejvétsi index takovy, ze f(xx)f(xs) <O,
pritom f(xo)f(x1) < 0 (tj. napf. xo = a, x3 = b).

f(Xk), k:O,].,...,

Xk+1 = Xk —

Poznamka: pokud je funkce f konvexni nebo konkavni na
[a, b], je xs jeden z krajni bodii intervalu.

Rad metody: 1
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Quasi Newtonova metoda (plus/minus)

Tecnu u Newtonovy metody nahradime seCnou prochazejici
bodem (xk, f(xx)) a bodem (xx + f(xx), f(xk + f(x«))).
respektive bodem (xx — f(xk), f(xx — f(xx))). Pfitom pokud je
bod x, blizko hledaného kofene &, pak hodnota f(xx) je blizka
nule a se€na prochazejici uvedenymi body je blizka tecné
vedené bodem xj.

F2 ()
F(xk) — F O £ F(x0))

Xk+1 = Xk +
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Iteracni funkce:

f2(x)

glx) = x+ F(x) — F(x = f(x))

Poznamka:

Quasi Newtonova metoda se také nékdy nazyva Steffensenova
- viz dale.

Veta

Necht f € Cl[a, b], £ € [a, b] necht je feSenim rovnice

f(x) =0a f'(&) # 0. Pak existuje £ > 0 tak, ze posloupnost

{xk}iozo generovana quasi Newtonovou metodou konverguje

k bodu & pro kazdou pocatecni aproximaci

x% €€ —¢,&+¢e]NJa, b]. Pokud ma funkce f v okoli bodu &
spojitou druhou derivaci, je fad metody alespon 2.

Diikaz: L'Hospitalovo pravidlo.
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lterani metody pro nasobné koreny

Koren ¢ nasobnosti M

F(€)=0,f(§)=0,....f" D) =0, FM(g)#£0
Veta
Necht kofen £ ma nasobnost M > 1. Pak modifikovana
Newtonova metoda

F(x)
F(x)

Xk+1 = Xk — M

je metoda druhého Fadu.
Diikaz:

Konec opakovani
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Urychleni konvergence — Aitkenova §>-metoda

Veta
Necht je dana posloupnost {xi},—,, xk # &, k=0,1,2,...,

klim xx = &, a necht tato posloupnost spliuje podminky
— 00

Xp1—§ = (C—i—’)/k)(Xk—f), k=0,1,2,..., |C| <1, k“~>moo,yk =0.

Pak posloupnost

2
(Xk1 — X)
Xky2 — 2Xp41 T Xk

f(kZXk—

je definovana pro vsechna dostatecné velka k a plati

tj. posloupnost {Xx} konverguje k limité & rychleji nez
posloupnost {x}.
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Geometricka interpretace

Polozme

e0) = X=Xk = X = € (a1 =€) = (= E)(1+C )

e(kr1) = X1 — X2 = (1 — )1+ C+ %) =

= (o = (C+ )1+ C+ 1) = e )(C + )
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Rovnice primky:

e(xk) — e(Xkq1) (x

—e(x) = — X
y —e(x) p— )
Prasecik s osou x (y = 0) je bod X«
e (xi) (X — Xkr1) N

)A(k:Xk— = Xk

e(xk) — e(Xk+1) Xk+2 — X1 + Xk
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Steffensenova metoda
Bud g iteracni funkce pro rovnici x = g(x). Polozme

Yk = g(Xk)7 Zx = g(yk),

vk — Xk)2
Zk — 2Vk + Xk
V tomto pripadé je tedy e(xx) = xk — Yk, e(Vk) = Yk — zk-
Tato iteracni metoda se nazyva Steffensenova a maze byt
popsana iteracni funkci :

Xk+1 = Xk —

Xk+1 = @(Xk),

kde

- xg(g(x))—gz(x) 2 _ 2
QD(X) - g(g(X)) . 2g(x) —|—X7 4 (X) - (g(X)) .
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o(x) = xcg(g(xk)) — g2(Xk) _ xkg(yk) — (yk)2 _
g(g(x) — 2g(x) + x  &(vi) — 2k + X

oxze— () x(ze = 2y xi) — (Ve — xi)?

Zk — 2y + Xk Zk — 2y + Xk

_ (Ve — xi)?
Zk — 2¥k + Xk
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Veta

Q (&) = ¢ implikuje g(&) = ¢.
Q lJestlize g(&) =&, g/(§) existuje a g'(&) # 1, pak
p(&) =¢.

Veta
Necht funkce g ma spojité derivace az do radu p + 1 vCetné
v okoli bodu x = £. Necht iteraéni metoda xx,1 = g(x«) je
fadu p pro bod &.
Pak pro p > 1 je iteracni metoda xx11 = ¢(xk) fadu 2p — 1.
Pro p =1 je tato metoda radu alespon 2 za predpokladu

g'(€) # 1.
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Miillerova metoda

Miillerova metoda je zobecnénim metody secen. Metoda secen
v podstaté znamena, Ze pro dané aproximace xx, xx_1 bodu &
aproximujeme funkci f pfimkou prochazejici body

[xk—1, f (xk=1)], [xk, f(x«)] a za dalsi aproximaci bodu ¢
vezmeme priseCik této primky s osou x. Miillerova metoda
uziva ti aproximace xx_», Xk_1, Xk a kfivku y = f(x)
aproximujeme parabolou uréenou témito body. Prisecik této
paraboly s osou x, ktery je nejblizsi k x,, vezmeme za dalsi
aproximaci xxy1. Touto metodou lze najit i ndsobné

a komplexni koreny.
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Xk_2, Xk—1, Xk jsou iz vypoCtené aproximace. Sestrojme
polynom

P(x) = a(x — x)? + b(x — x¢) + ¢

prochazejici body [xc—2, f(xk—2)], [Xk—1, f (xk—1)], [xc, £ (xx)],
t.j. splaujici podminky P(x') = f(x'), i=k -2 k-1 k. Z
nich plyne

= f(x)

(Otk—2 — %) [f (k1) — ()] — O—r — 1) [F (a—2) — £ ()]

(Xk—2 - Xk)(Xk—1 - Xk)(Xk—2 - Xk—1)

(xk—2 — xi) [ (xe—1) = F(x)] = (a1 — xe) [F (—2) — £ (xx)]

(kaz - Xk)(kal - Xk)(xk—l - kaz)
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—2c
Xyl — Xg = )
ot g b+ +Vb? —4ac

Znaménko u odmocniny vybereme tak, aby bylo shodné se
znaménkem b. Tato volba znamena, Ze jmenovatel zlomku
bude v absolutni hodnoté nejvétsi a tedy vysledna hodnota
Xk+1 bude nejblizsi x,. Je tedy

2c

et = b + (signb)/b? — dac’
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