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Polynomy

Πn: t°ída polynom· stupn¥ nejvý²e n s reálnými koe�cienty.
Π̄n ⊆ Πn: t°ída polynom· s jedni£kou u xn.
P ∈ Πn:

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 . . . + a1x + a0.

ξ1, ξ2, . . . , ξn ko°eny (reálné i komplexní) polynomu P .

D¥lení polynom· se zbytkem

P , Q � polynomy, Pak existují polynomy S , R , ºe platí

P = Q · S + R ,

p°i£emº st R < st Q.
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Hornerovo schema

P(x) = anxn + an−1xn−1 . . . + a1x + a0, c ∈ R.
Vyd¥líme polynom P(x) lineárním polynomem x − c :

P(x) = (x − c)Q(x) + A,

kde
Q(x) = bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0 .

Koe�cienty bi , i = 0, . . . , n ur£íme z rekurentních vztah·:

bn−1 = an
bk−1 = ak + cbk , k = 1, . . . , n .

Pak je z°ejm¥ P(c) = A.

an an−1 an−2 · · · a2 a1 a0
c bn−1 bn−2 bn−3 · · · b1 b0 A
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Ozna£íme polynom Q jako Q1 a hodnotu A jakoºto A0,
v dal²ím kroku dostaneme podíl Q2 a hodnotu A1

Qk(x) = (x − c) · Qk+1(x) + Ak .

Hornerovo schema pak (symbolicky zkráceno):

P
c Q1 A0

c Q2 A1

c Q3 A2

... . . .

c An
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Pro polynom P pak dostáváme

P(x) = (x − c)Q1(x) + A0 =
= (x − c)((x − c)Q2(x) + A1) + A0 =
= (x − c)2Q2(x) + A1(x − c) + A0 =
= (x − c)2((x − c)Q3(x) + A2) + A1(x − c) + A0 =
= (x − c)3Q3(x) + A2(x − c)2 + A1(x − c) + A0 = · · · =
= An(x − c)n + An−1(x − c)n−1 + · · ·+ A1(x − c) + A0

Hodnoty An, . . . ,A0 jsou tedy koe�cienty polynomu P
posunutého do bodu c � Taylor·v rozvoj.

Ak =
P (k)(c)

k!
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Zobecn¥né Hornerovo schema

Polynom P d¥líme kvadratickým troj£lenem
D(x) = x2 + px + q:

P(x) = D(x) · Q(x) + Ax + B

pro Q(x) = bn−2xn−2 + · · ·+ b1x + b0.
Platí:

bn−2 = an
bn−3 = an−1 − pbn−2
bn−4 = an−2 − pbn−3 − qbn−2

...

bk = ak+2 − pbk+1 − qbk+2

...

A = a1 − pb0 − qb1
B = a0 − qb0
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an an−1 an−2 an−3 . . . a1 a0
−p 0 −pbn−2 −pbn−3 −pbn−4 . . . −pb0 0
−q 0 0 −qbn−2 −qbn−3 . . . −qb1 −qb0

bn−2 bn−3 bn−4 bn−3 . . . A B
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Hranice ko°en·

V¥ta

Nech´

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 . . . + a1x + a0,

A = max (|an−1|, . . . , |a0|) ,
B = max (|an|, . . . , |a1|) ,

kde a0an 6= 0. Pak pro v²echny ko°eny ξk , k = 0, 1, . . . , n,
polynomu P platí

1

1 +
B
|a0|

≤ |ξk | ≤ 1 +
A
|an|

.
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P°íklad

Polynom s ko°eny ξ1 = 1, . . . , ξ5 = 5

P(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)(x − 5)

= x5 − 15x4 + 85x3 − 225x2 + 274x − 120

A = B = 274,
1

1 +
274
|120|

=
60
197
≤ |ξk | ≤ 275.
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V¥ta

1. |ξk | ≤ max

{
1,

n−1∑
j=0

∣∣∣∣ ajan
∣∣∣∣
}

2. |ξk | ≤ 2max

{∣∣∣∣an−1an

∣∣∣∣ ,
√∣∣∣∣an−2an

∣∣∣∣, 3

√∣∣∣∣an−3an

∣∣∣∣, . . . , n

√∣∣∣∣a0an
∣∣∣∣
}

3. |ξk | ≤ max
{∣∣∣∣a0an

∣∣∣∣ , 1 +

∣∣∣∣a1an
∣∣∣∣ , . . . , 1 +

∣∣∣∣an−1an

∣∣∣∣} .
P°edchozí p°íklad:

P(x) = x5 − 15x4 + 85x3 − 225x2 + 274x − 120

1. |ξk | ≤ max {1, 719} = 719

2. |ξk | ≤ 2max {30, 18.44, 12.16, 8.14, 5.21} = 30

3. |ξk | ≤ max {120, 275, 226, 86, 16} = 275.
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Po£et reálných ko°en· polynomu

Poznámka - odstran¥ní násobných ko°en·

Jestliºe P má ko°en ξ násobnosti k > 1, pak ξ je ko°enem P ′

násobnosti k − 1. Takºe d¥lením polynomu P nejv¥t²ím
spole£ným d¥litelem P a P ′ dostaneme polynom, který má
stejné ko°eny jako P , ale v²echny jednoduché.

Nech´ c1, . . . , cm je posloupnost reálných £ísel r·zných od nuly.
�ekneme, ºe pro dvojici ck , ck+1 nastává znaménková
zm¥na, jestliºe
ckck+1 < 0.
�ekneme, ºe dvojice ck , ck+1 zachovává znaménko, jestliºe
ckck+1 > 0.
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De�nice

Posloupnost reálných polynom·

P = P0,P1, . . . ,Pm

se nazývá Sturmovou posloupností p°íslu²nou polynomu P ,
jestliºe

V²echny reálné ko°eny polynomu P0 jsou jednoduché.

Je-li ξ reálný ko°en polynomu P0, pak
signP1(ξ) = −signP ′

0
(ξ).

Pro i = 1, 2, . . . ,m − 1,

Pi+1(α)Pi−1(α) < 0,

jestliºe α je reálný ko°en polynomu Pi .

Poslední polynom Pm nemá reálné ko°eny.
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Konstrukce Sturmovy posloupnosti

P0(x) = P(x), P1(x) = −P ′
0
(x)

a sestrojme dal²í polynomy Pi+1 rekurentn¥ d¥lením polynomu
Pi−1 polynomem Pi :

Pi−1(x) = Qi(x)Pi(x)− ciPi+1(x), i = 1, 2, . . . ,

kde
stPi > stPi+1

a konstanty ci jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze °íci, ºe Pi+1

je záporn¥ vzatý zbytek p°i d¥lení Pi−1/Pi .
Protoºe stupn¥ polynom· klesají, musí algoritmus kon£it po
m ≤ n krocích.
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Sturmova v¥ta

Po£et reálných ko°en· polynomu P v intervalu a ≤ x < b je
roven W (b)−W (a), kde W (x) je po£et znaménkových zm¥n
ve Sturmov¥ posloupnosti P0(x), . . . ,Pm(x) v bod¥ x (z níº
jsou vy²krtnuty nuly).

Vliv malé zm¥ny hodnoty a na po£et znaménkových zm¥n
W (a) v posloupnosti pro a, které je ko°enem n¥kterého
z polynom· Pi , i = 0, 1, . . . ,m − 1:

a − h a a + h
Pi−1 − − −
Pi − 0 +
Pi+1 + + +
W (x) 1 1 1

a − h a a + h
Pi−1 + + +
Pi − 0 +
Pi+1 − − −
W (x) 1 1 1
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a − h a a + h
Pi−1 − − −
Pi + 0 −
Pi+1 + + +
W (x) 1 1 1

a − h a a + h
Pi−1 + + +
Pi + 0 −
Pi+1 − − −
W (x) 1 1 1
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a − h a a + h
P0 − 0 +
P1 − − −
W (x) 0 0 1

a − h a a + h
P0 + 0 −
P1 + + +
W (x) 0 0 1

P°íklad

Ur£ete po£et reálných ko°en· polynomu

P(x) = x3 − 3x + 1.

�e²ení. Sestrojíme Sturmovu posloupnost p°íslu²nou polynomu
P(x). Je

P0(x) = x3 − 3x + 1, P ′
0
(x) = 3x2 − 3,

P1(x) = −x2 + 1.

Polynom P2 je záporn¥ vzatý zbytek p°i d¥lení polynomu P0

polynomem P1, tj. P2(x) = 2x − 1 a dále P3(x) = −3/4.
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Sestavíme tabulku pro ur£ení po£tu reálných ko°en·.

x P0(x) P1(x) P2(x) P3(x) W (x)
−∞ − − − − 0
+∞ + − + − 3

0 + + − − 1
−1 + 0 − − 1
−2 − − − − 0
1 − 0 + − 2
2 + − + − 3
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Odhady po£tu ko°en· polynomu

V¥ta (Descartes)

Po£et kladných ko°en· polynomu P (po£ítáno s násobností) je
roven po£tu znaménkových zm¥n v posloupnosti koe�cient·
a0, . . . , an nebo o sudé £íslo men²í.
Jsou-li v²echny koe�cienty a0, . . . , an r·zné od nuly, pak po£et
záporných ko°en· je roven po£tu zachování znamének v této
posloupnosti nebo o sudé £íslo men²í.

P°íklad

P(x) = x6 − 2x5 + 8x4 + 3x3 − x2 + x − 10

Posloupnost koe�cient·: 1,−2, 8, 3,−1, 1,−10
Po£et kladných ko°en·: 5 nebo 3 nebo 1
Po£et záporných ko°en·: 1
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