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Opakování

Polynomy

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 . . . + a1x + a0.

ξ1, ξ2, . . . , ξn ko°eny (reálné i komplexní) polynomu P .

d¥lení polynom· se zbytkem

Hornerovo schema

zobecn¥né Hornerovo schema

hranice ko°en·

po£et reálných ko°en· polynomu na intervalu � Sturmova
v¥ta
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Newtonova metoda a její modi�kace

Problém � volba po£áte£ní aproximace

V¥ta

Nech´ P ∈ Πn je polynom stupn¥ n ≥ 2. Nech´ v²echny ko°eny
ξi ,

ξ1 ≥ ξ2 ≥ . . . ≥ ξn,

jsou reálné. Pak posloupnost {xk}∞k=0
ur£ená Newtonovou

metodou je konvergentní klesající posloupnost pro kaºdou
po£áte£ní aproximaci x0 > ξ1 a platí lim

k→∞
xk = ξ1.
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P°íklad

P(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)(x − 5)(x − 6)

= x6 − 21x5 + 175x4 − 735x3 + 1624x2 − 1764x + 720

|ξi | < 1765

x0 = 1765

x1
.

= 1 226.8

x2
.

= 1 022.9

x3
.

= 859.99

x4
.

= 711.41
...

x10
.

= 287.99
...

x20
.

= 49.48
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Zdvojená Newtonova metoda

Pro velké xk :

xk+1 = xk − (xk)n + . . .

n(xk)n−1 + . . .
≈ xk

(
1− 1

n

)
,

V¥ta

Nech´ P ∈ Πn, n ≥ 2, a nech´ v²echny ko°eny ξi , i = 1, . . . , n
polynomu P jsou reálné a ξ1 ≥ ξ2 ≥ . . . ≥ ξn. Nech´ α1 je
nejv¥t²í ko°en P ′:

ξ1 ≥ α1 ≥ ξ2.

Pro n = 2 p°edpokládejme ξ1 > ξ2. Pak pro kaºdé z > ξ1 jsou
£ísla

z ′ = z − P(z)

P ′(z)
, y = z − 2

P(z)

P ′(z)
, y ′ = y − P(y)

P ′(y)

de�nována a platí
α1 < y , ξ1 ≤ y ′ ≤ z ′.
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Algoritmus

Za£neme s po£áte£ní aproximací x0 > ξ1 a zdvojenou
metodou:

xk+1 = xk − 2
P(xk)

P ′(xk)
, k = 0, 1, . . .

Mohou nastat dva p°ípady:
1 P(x0)P(xk) > 0 pro v²echna k . Pak

x0 > x1 > . . . > xk > . . . ≥ ξ1, lim
k→∞

xk = ξ1

2 Existuje xk tak, ºe P(xk)P(x0) < 0, P(xk−1)P(x0) > 0.
V tomto p°ípad¥ tedy do²lo k �p°est°elení� bodu ξ1 a platí

x0 > x1 > . . . > xk−1 > ξ1 > xk > α1 > ξ2.

Poloºme y0 = xk a pokra£ujme dále klasickou
Newtonovou metodou s touto po£áte£ní aproximací:

yk+1 = yk −
P(yk)

P ′(yk)
, k = 0, 1, 2, . . .
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Sniºování stupn¥

P1(x) = P(x)

x−ξ̃1
� numerické nep°esnosti v koe�cientech.

P°íklad

P � polynom s ko°eny ξ1 = 10, . . . , ξ10 = 1
Aproximace ko°en·:

ξ̃1
.

= 10.000000040624446

ξ̃2
.

= 8.999999654991576

ξ̃3
.

= 8.000001300611824
...

ξ̃7
.

= 4.000018865503898
...

ξ̃10
.

= 0.99999962963847448
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Maehlyova metoda

P ′
1
(x) =

P ′(x)

x − ξ̃1
− P(x)

(x − ξ̃1)2
,

Dosazením tohoto vyjád°ení do vzorce pro Newtonovu metodu
pro polynom P1 dostaneme:

xk+1 = xk − P1(xk)

P ′
1
(xk)

= xk − P(xk)

P ′(xk)− P(xk)

xk − ξ̃1
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Obecn¥, jestliºe jsme jiº nalezli aproximace ko°en· ξ̃1, . . . , ξ̃j ,
postupujeme obdobn¥ a sestrojíme polynom

Pj(x) =
P(x)

(x − ξ̃1) . . . (x − ξ̃j)
,

P ′j (x) =
P ′(x)

(x − ξ̃1) . . . (x − ξ̃j)
− P(x)

(x − ξ̃1) . . . (x − ξ̃j)

j∑
i=1

1

x − ξ̃i
Newtonova metoda pro nalezení ko°ene ξj+1 je tvaru

xk+1 = Φj(x
k), Φj(x) = x − P(x)

P ′(x)−
j∑

i=1

P(x)

x − ξ̃i

.
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Normy vektor· a matic

Vektory � prvky Rn nebo Cn, sloupcové.

Normy vektor·

Vektorová norma na Cn je funkce ‖ · ‖ (z Cn do R)
s následujícími vlastnostmi:

1 ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ Cn

2 ‖x‖ = 0⇔ x = o, o = (0, . . . , 0)T

3 ‖αx‖ = |α| ‖x‖, ∀α ∈ C, ∀x ∈ Cn

4 ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x , y ∈ Cn.
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P°íklady vektorových norem:

1 ‖x‖2 =

(
n∑

i=1

|xi |2
) 1

2

(eukleidovská norma)

2 ‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi | (oktaedrická norma)

3 ‖x‖∞ = max
1≤i ≤n

|xi | (krychlová norma)

4 ‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi |p
) 1

p

(p norma)

Kaºdá vektorová norma indukuje metriku danou vztahem
ρ(x , y) = ‖x − y‖.

Konvergence v norm¥: xn → x ⇔ ‖xn − x‖ → 0.
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Matice

Nech´ A je £tvercová matice °ádu n s reálnými resp.
komplexními prvky:

A =


a11 · · · · · · a1n
a21 a2n
...

...
an1 · · · · · · ann

 .

Mn: t°ída v²ech matic tohoto typu.
Matici A lze povaºovat za vektor dimenze n2. Mohli bychom
tedy de�novat normu matice jako normu vektoru. Ale
pot°ebujeme i dal²í vlastnosti:
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Vlastní £ísla a vlastní vektory

A · x = λx

x � vlastní vektor matice AA, λ � p°íslu²né vlastní £íslo

Vlastní £ísla jsou ko°eny charakteristického polynomu
ψA(λ) = det(λ · E − A), E � jednotková matice

Spektrální polom¥r matice: ρ(A) = max{|λk |; λk je vlastní
£íslo matice A}

Stopa matice: tr(A) =
n∑

k=1

akk
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Normy matic

Maticová norma na mnoºin¥Mn je reálná funkce ‖ · ‖
s t¥mito vlastnostmi:

1 ‖A‖ ≥ 0, ∀A ∈Mn

2 ‖A‖ = 0⇔ A je nulová matice
3 ‖αA‖ = |α| ‖A‖, ∀α ∈ C, ∀A ∈Mn

4 ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, A,B ∈Mn

5 ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖, A,B ∈Mn

Vlastnost 5) se nazývá multiplikativnost.
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Souhlasnost maticové a vektorové normy

�ekneme, ºe maticová norma ‖ · ‖ je souhlasná s danou
vektorovou normou ‖ · ‖ϕ, jestliºe

‖Ax‖ϕ ≤ ‖A‖ ‖x‖ϕ, ∀x ∈ Cn, ∀A ∈Mn.

P°idruºená norma

Nech´ ‖ · ‖ϕ je vektorová norma na Cn. Pak £íslo

‖A‖ϕ = max
‖x‖ϕ=1

‖Ax‖ϕ

je maticová norma souhlasná s danou vektorovou normou
‖ · ‖ϕ.
Pro jednotkovou matici E platí

‖E‖ϕ = max
‖x‖ϕ=1

‖Ex‖ϕ = 1

a pro souhlasnou maticovou normu platí ‖E‖ ≥ 1.
Ji°í Zelinka Numerické metody 7. p°edná²ka, 1. dubna 2015 15 / 19



V¥ta

P°idruºená maticová norma je nejvý²e rovna libovolné
maticové norm¥ souhlasné s danou vektorovou normou.

V¥ta

Nech´ maticová norma ‖ · ‖ je souhlasná s danou vektorovou
normou ‖ · ‖ϕ. Pak pro v²echna vlastní £ísla λ matice A platí:

|λ| ≤ ‖A‖ .
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P°idruºené maticové normy

Nech´ A ∈Mn. P°idruºené maticové normy k vektorovým
normám ‖ · ‖1, ‖ · ‖∞, ‖ · ‖2 jsou dány vztahy

1 ‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |,

2 ‖A‖∞ = max
1≤i ≤n

n∑
j=1

|aij |,

3 ‖A‖2 =
√
ρ(A∗A), ρ(A∗A) je spektrální polom¥r A∗A,

kde A∗ = A
T
, pro reálné matice je A∗ = AT .

‖A‖2 � spektrální norma matice
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Frobeniova norma

‖A‖F =

(
n∑

j=1

n∑
i=1

|aij |2
) 1

2

.

‖A‖2F = tr(A∗A)

‖E‖F =
√
n.

1√
n
‖A‖∞ ≤ ‖A‖2 ≤

√
n‖A‖∞

‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
√
n‖A‖2

1√
n
‖A‖1 ≤ ‖A‖2 ≤

√
n‖A‖1 .
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V¥ta

Nech´ ‖B‖ < 1, ‖ · ‖ je souhlasná s danou vektorovou
normou. Pak matice E − B je regulární a platí∥∥(E − B)−1

∥∥ ≤ ‖E‖
1− ‖B‖

.
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