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Opakovani

Normy matic
Souhlasnost maticové a vektorové normy

Rekneme, Ze maticova norma || - || je souhlasna s danou
vektorovou normou || - ||y, jestlize

|Ax]l, < llAlIxll.,  ¥x €T VA €M,

Pridruzena norma
Necht || - ||, je vektorova norma na C". Pak &islo
[All, = max_|[Ax]|
¢ ¢
lIX1l,=1
je maticova norma souhlasna s danou vektorovou normou

-l
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Veéta
Pridruzend maticova norma je nejvyse rovna libovolné
maticové normé souhlasné s danou vektorovou normou.

Veta

Necht maticova norma || - || je souhlasna s danou vektorovou
normou || - ||,. Pak pro viechna vlastni Cisla A matice A plati:
Al < [IAl
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Veta
Necht ||B|| <1, || - || je souhlasna s danou vektorovou
normou. Pak matice E — B je regularni a plati

IE]l

E-B) Y <"1,
H( ) H— 1_”3”

Konec opakovani
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lteracni metody feSeni systémi linedrnich rovnic

Systém
Ax=b

prevedeme na
x=Tx+g

—‘:(
—\

IT'|U)<

x X

)"~ 'g za predpokladu, ze E — T je regularni.

(

R" — libovolna pocatecni aproximace. Posloupnost
o0 ~ P ~
X }k , urcena rekurentné vztahem

m

,—/H><
=~

:Txk—|—g7 k:O,]_,

se nazyva iteracni posloupnost a matice T se nazyva
iteracni matice
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Problémy:
© Jak zvolit iteracni matici T, tj. jakym zpiisobem prevést
systém Ax = b na systém x = Tx + g7
@ Za jakych predpokladti posloupnost {xk}zo konverguje
pro libovolnou pocatecni aproximaci k presnému reseni

x*7
x!' =Tx°+g,
x2 =Tx'4+g=T(Tx"+g)+g=T*x"+(T + E)g,
x> =Tx*+g="Tx"+(T*+ T+ E)g,
xktl = Thtly0 4 (T4 TH1 4+ E)g.
Definice

Rekneme, Ze matice H je konvergentni, jestlize

lim H* = 0,
k—o0
kde O je nulova matice, konvergence je bodova.
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Veta
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

Q H je konvergentni matice.

(2] klim |H¥|| = 0 pro né&jakou pfidruzenou maticovou normu.
—00

© p(H) <1 (p(H) je spektralni polomér H).
Q lim H*x = o pro libovolny vektor x € R".

k—00

Lemma
Necht p(T) < 1. Pak E — T je regularni a plati

(E-T)'=E+T+T*+...
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Hlavni veta o konvergenci iteracniho procesu

Posloupnost {xk}iio urCena iteracnim procesem x = Ix + g
konverguje pro kazdou po&ate&ni aproximaci x° € R” pravé
tehdy, kdyz p(T) < 1, pficemz

lim x*
k—o0

=x", x*"=Tx"+g

Disledek

Necht pro néjakou pridruzenou maticovou normu plati

I T|| < 1. Pak posloupnost {x*}’" generovana iteracnim
procesem x = T x + g konverguje k feSeni x* = (E — T)'g
pro kazdou poc&ate¢ni aproximaci x° € R". Dale plati

Ix* =Xk < [ITI*Ix = X0,
HTHk || 1

I ||
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Kriteria pro zastaveni vypoctu
Q X< —x[/[Ix || < e
O [ < (Al x| + [Ib])), kde r*+t = Ax**t — b

maticova norma je pridruzena dané vektorové normé, € > 0 je
pozadovana presnost.
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Jacobiova iteraéni metoda

a].]. e e a].n
a amn
Ax=b, A=|"" ?
dn1 dnn
Matici A zapiSme ve tvaru
A=D—-1L—-U,
kde
all 0
D = ,
0 ann
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—a
[ = 21 7
—dp1 _an,n—l 0
0 —ap -+  —amn
U =
_an—l,n
0 0

D je diagonalni matice, L je dolni trojahelnikova matice
s nulami na diagonale a U je horni trojihelnikova matice
s nulami na diagonale.
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Ax=(D-L-Ux=b
Dx = (L+ U)x + b.

Pokud a; #0, i =1,...,n, je matice D regularni
a z predchozi rovnice lze vypocitat

x=D"YL+ U)x +D™'b.

L 0
1 all
D_ - 9
0 1
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Maticovy tvar Jacobiovy iteracni metody

Jacobiova iteracni matice: T, = D7!(L + U)

xkt = T,xk 4+ Db,

Ty=(tj) ti=—Zproi#j, t;=0proi=1,...,n

ani
ano

a2

an

0

Jifi Zelinka

2 b
a1 an

_ aon b,

a —1p a

22 ., D'b= 22

b,
0 _n
ann
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Realizace vypoctu:
Z prvni rovnice vypoCteme xi:
1

axit+apXe+- - +aix, = b = x; = a—(b1—312X2—' . .—a1nXp)
11
k+1 __ 1 b k k
Xq ——( 1 — d12Xp —...—alan),
a1

z druhé rovnice vypocteme x;:

1

k+1 _ k k k
Xy = a—(b2 — a1 X; — dax3Xyg —...— alan),
22

obecné z i-té rovnice vypoclteme x;:

" a- b;
Xkt = — E —UXjk + =,

1
a.. a..
J:1 1 n
JF
aZz z n-té rovnice vypoCteme x,, a na pravé strané takto

ziskaného systému jsou prvky matice T.
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Veta o konvergenci Jacobiovy iteracni metody:

(o] 7
Posloupnost {x*},”  generovana metodou

xk+1 = T,xk + D=1b konverguje pro kazdou pocateeni

aproximaci x° € R” pravé tehdy, kdyz o(T,) < 1.

Odhad chyby:

Tl
x* — x| < 1Al
=X = T

Hxl - XOHOO‘

Priklad

Geometricky vyznam
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Silné radkové sumacni kriterium:
Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n

|aii| > Z |ajj, i=1,...,n.

j=1
J#i

Pak Jacobiova iterani metoda konverguje pro kazdou
pocateéni aproximaci x° € R”.

Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, tj.

n

|akk|> Z ]a,-k\, kzl,...,n.
i=1
i #k
Pak Jacobiova iteraéni metoda konverguje pro kazdou
pocateéni aproximaci x° € R”.
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Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

Z prvni rovnice vypocCteme xi:

1
a1 Xxit+anxet- - tamx, = b = x = a—(b1—312X2—' . -—a1an)
11
1
k+1 _ k k
Xq = a—(bl — d12Xp —...—alan),
11

z druhé rovnice vypocteme x,, pro x; pouzijme novou iteraci:

1
k+1 __ k+1 k k
X5 = —(bg — a1 X —ax;Xzg —...— alan),

az
ze treti rovnice vypocteme X3, pro x; a X, pouzijme novou
iteraci:

1
k+1 _ k+1 k+1 k k
X3 = —(b3 — azi1Xx; — azXp —amXy ... — alan),

ds33
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Obecné

i—1 3 n 3 b
ij ij i 1
B - ¥ UL S
— aj; S aji ajj
Jj=1 J=i+1

Maticovy zapis:

Ax=b = (D—L-Ux = b
(D—L)x = Ux+b.

a;#0,i=1,...,n, = matice D — L je regularni a
x=(D—-L)""Ux+(D-L)"b.

Polozme Tg = (D — L)' U, Gaussova-Seidelova iteracni
metoda je tvaru

xl = Texk+ g, g=(D—-L)"b.
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