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Opakovani

Iteracni metody reseni systémii linearnich rovnic
Systém
Ax=b

prevedeme na
x=Tx+g

x=Txk4+ g, k=0,1,...

Hlavni veta o konvergenci iteracniho procesu
Posloupnost {x*} " urcena iteratnim procesem x = Tx + g
konverguje pro kazdou po&ate&ni aproximaci x° € R” pravé
tehdy, kdyz p(T) < 1, pficemz

k

lim x“ =x", x*=Tx"+g

k—o00

Jifi Zelinka Numerické metody 9. prednaska, 15. dubna 2015 2 /24



Jacobiova iteraéni metoda

a].]. e e a].n
a amn
Ax=b, A=|"" ?
dn1 dnn
Matici A zapiSme ve tvaru
A=D—-1L—-U,
kde
all 0
D = ,
0 ann
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—a
[ = 21 7
—dp1 _an,n—l 0
0 —ap -+  —amn
U =
_an—l,n
0 0

D je diagonalni matice, L je dolni trojahelnikova matice
s nulami na diagonale a U je horni trojihelnikova matice
s nulami na diagonale.
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Ax=(D-L-Ux=b
Dx = (L+ U)x + b.

Pokud a; #0, i =1,...,n, je matice D regularni
a z predchozi rovnice lze vypocitat

x=D"YL+ U)x +D™'b.

L 0
1 all
D_ - 9
0 1
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Maticovy tvar Jacobiovy iteracni metody

Jacobiova iteracni matice: T, = D7!(L + U)

xkt = T,xk 4+ Db,

Ty=(tj) ti=—Zproi#j, t;=0proi=1,...,n

ani
ano

a2

an

0

Jifi Zelinka

2 b
a1 an

_ aon b,

a —1p a

22 ., D'b= 22

b,
0 _n
ann
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Realizace vypoctu:
Z prvni rovnice vypoCteme xi:
1

axit+apXe+- - +aix, = b = x; = a—(b1—312X2—' . .—a1nXp)
11
k+1 __ 1 b k k
Xq ——( 1 — d12Xp —...—alan),
a1

z druhé rovnice vypocteme x;:

1

k+1 _ k k k
Xy = a—(b2 — a1 X; — dax3Xyg —...— alan),
22

obecné z i-té rovnice vypoclteme x;:
n
2 b:
Xik+1:_ } : ijk_'__l’
: aji ajj
=1
J#i
aZz z n-té rovnice vypoCteme x,, a na pravé strané takto
ziskaného systému jsou prvky matice T.
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Veéta o konvergenci Jacobiovy iteracni metody:
Posloupnost {x*} = generovana metodou
xk1 = T,x* 4 D~1b konverguje pro kazdou pocatecni

aproximaci x° € R” pravé tehdy, kdyz o(T,) < 1.

Odhad chyby:

T k
I x < e

= Tlloo
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Silné radkové sumacni kriterium:
Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n

|aii| > Z |ajj, i=1,...,n.

j=1
J#i

Pak Jacobiova iterani metoda konverguje pro kazdou
pocateéni aproximaci x° € R”.

Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, tj.

n

|akk|> Z ]a,-k\, kzl,...,n.
i=1
i #k
Pak Jacobiova iteraéni metoda konverguje pro kazdou
pocateéni aproximaci x° € R”.
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Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

Z prvni rovnice vypocCteme xi:

1
a1 Xxit+anxet- - tamx, = b = x = a—(b1—312X2—' . -—a1an)
11
1
k+1 _ k k
Xq = a—(bl — d12Xp —...—alan),
11

z druhé rovnice vypocteme x,, pro x; pouzijme novou iteraci:

1
k+1 __ k+1 k k
X5 = —(bg — a1 X —ax;Xzg —...— alan),

az
ze treti rovnice vypocteme X3, pro x; a X, pouzijme novou
iteraci:

1
k+1 _ k+1 k+1 k k
X3 = —(b3 — azi1Xx; — azXp —amXy ... — alan),

ds33

Jifi Zelinka Numerické metody 9. prednaska, 15. dubna 2015 10 /24



Obecné

i—1 3 n 3 b
ij ij i 1
B - ¥ UL S
— aj; S aji ajj
Jj=1 J=i+1

Maticovy zapis:

Ax=b = (D—L-Ux = b
(D—L)x = Ux+b.

a;#0,i=1,...,n, = matice D — L je regularni a
x=(D—-L)""Ux+(D-L)"b.

Polozme Tg = (D — L)' U, Gaussova-Seidelova iteracni
metoda je tvaru

xl = Texk+ g, g=(D—-L)"b.
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Veta

Posloupnost {xk}iio generovana Gaussovou-Seidelovou
iteragni metodou x**1 = (D — L) 1Ux* + (D — L)~ !b.
konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci x° € R” pravé
tehdy, kdyz o(T¢) < 1.

Silné radkové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze radkové diagonalné dominantni, tj.

n

|aji| > Z |ajj], i=1,...,n.
j=1
J#

Pak Gaussova-Seidelova iteracni metoda konverguje pro
kazdou pocateéni aproximaci x° € R”.
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Silné sloupcové sumacni kriterium:
Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, tj.

n

|akk|> E ]a,-k|, kzl,...,n.
i=1
i £k

Pak Gaussova-Seidelova iteracni metoda konverguje pro
kazdou poc&atecni aproximaci x° € R".

Priklad

Geometricky vyznam
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Veta (Stein-Rosenberg)

Necht pro prvky matice A plati a; < 0 pro vSechna i # j
aa; >0,i=1,...,n Pak plati pravé jedno z nasledujicich
tvrzeni:

0 0<o(Tg)<o(T)) <1

o 1<o(Ty)<o(Ts)

° o(Ty))=0(Tg)=0

o Q(TJ) = Q(TG) = 1
To znamend, Ze konverguji-li obé metody, Gaussova-Seidelova
metoda konverguje rychleji.
Veéta
Necht A je pozitivné definitni matice. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci.
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Relaxac¢ni metody

Modifikace Gaussovy—Seidelovy metody, w — relaxacni
parametr

i—1 n
k+1 _ kK, YL okl Uk
X; —(1—W)Xi+; b,—E:aij - E:auxj
" j=1 j=i+l

Relaxacni metodu lze maticové zapsat takto
X! = (D —wl) (1 - w)D + wU]x* + w(D —wl)™'b

To = (D —wl)H(1 —w)D 4+ wU]
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Hodnoty parametru w:

Pro 0<w <1 se iteracni metody nazyvaji metodami dolni
relaxace. Tyto metody jsou vhodné v pripadg,
ze Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje.

Pro w=1 je relaxacni metoda totoznd s Gaussovou-
Seidelovou metodou.
Pro l1<w se metody nazyvaji metodami horni re-

laxace, nebo castéji SOR metodami (SOR
= Successive Over-Relaxation). Tyto metody
lze uzit ke zrychleni konvergence Gaussovy-
Seidelovy metody.

Veta (Kahan).
Necht a; #0, i =1,...,n. Pak
o(Tw) = |w —1].

Disledek: Ma smysl uvazovat jen w € (0, 2).
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Veta (Ostrowski-Reich).

Pro pozitivné definitni matici A plati o(T,,) < 1 pro viechna
€ (0,2).

Tridiagonalni matice:

A= (a5)] i1, a; =0, pro|i—j|>1

Veta.
Necht A je tfidiagonalni pozitivné definitni matice. Pak
o(Tg) = 0*(T,) < 1 a optimélni hodnota relaxacniho
parametru je dana vztahem

2
14+/1—03(T))

W = wopt —

PFi této volbé je o(T,) = |1 — w|.
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Cykly v iteracnich metodach

Napfriklad pro systémy
x1+ko = b
X1 — kX2 = b2

Jacobiova metoda: cyklus délky 4
Gaussova—Seidelova metoda: cyklus délky 2

Relaxacni metody: cykly riiznych délek

X1+X2:1
g + x = 1.
Pro w = 2:

-1 —2 .. 1
T, = < 2q 4g-1 ) ., Aip=cosptising, gq= 5(1+cos ©)

@ =2ml/p, 0 < | < p/2 = existuje cyklus délky p.

Body cyklu lezi na elipse se stfedem v hledaném fe3eni.
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lterani metody pro systémy nelinearnich rovnic

i(x, .., xm) = 0
fm(x1, ... xm) = 0
Kofen systému: usporadana m-tice redlnych Cisel

52(517"'75177)7

kterd tomuto systému vyhovuje.

Vektorovy tvar:

F(x) = o, x€R™0=(0,...,0)" € R™.
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Systém prevedeme na ekvivalentni rovnici
x = G(x), x € R™

neboli
x = gilx,. .., xm)

Xm = Gm(Xt,. -\ Xm)
a budeme hledat pevny bod zobrazeni G : R™ — R™.

Definujme nyni v prostoru R™ metriku:

X,y)= ma =il

o(x,y) = max |xi —yi

Prostor R™ s takto definovanou metrikou je Gplnym
metrickym prostorem. Nyni |ze pro vySetfovani konvergence
iteracniho procesu x**! = G(x*), k =0,1,2,... uzit
Banachovy véty o pevném bode.

Jifi Zelinka Numerické metody 9. prednaska, 15. dubna 2015 20 /24



Veéta
Necht zobrazeni G : R™ — R™ je kontrakce na R™,

o(G(x),G(y)) < qo(x,y), 0<g<l
Pak pro kazdou pocatecni aproximaci x° € R™ je posloupnost
{xk}iozo, k=0,1,2,..., x* = G(x¥71), konvergentni v R™
a kli_)rrgo xk = ¢, kde & je jediny pevny bod zobrazeni G.

Veta

Necht € € R™ je pevny bod rovnice x = G(x). Necht funkce

gi,i =1,..., m, maji spojité parcialni derivace pro vsechna

x € Q& r), Q& r) = {x|o(x,€&) < r}. Necht dale plati

Ogi(x)| _ 9,
oxj |~ m

0 < g <1a necht x° € Q(¢&,r). Pak viechny iterace {xk}iozo

uréené vztahem x**1 = G(x*) lezi v mnoziné Q(&, r)

a lim xk =¢.
k—o00

Lj=1 ..., m,
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Jednodussi predpoklad:

Igi(x)
x;

max
1<i <m

‘§q<1.

Seidelova matoda

Pro vypocet xf pouzijeme jiz vypoctenych hodnot xf ...,

k+1
1—1 ! tJ

k+1 k Jk k
X1 - gl(X1>X27"'7Xm)
k+1 k+1 k k
X5 - g2(X1 3 Xo g et 7Xm)
k+1 k+1 k+1 k
X3 - g3(X1 Xy Ty 7Xm)
k+1 k+1 k+1 k
xo = gmO T X, X ).
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Newtonova metoda pro systémy nelinearnich rovnic

F(x) = o, F € C*(0(¢))

0 (x) 0 (x)
ox1 o OXm
JF(X) = i
Ofm(x) Ofm(x)
ox1 o OXm

Taylortiv rozvoj:

F(x +h) = F(x)+Je(x)-h+O(|h*) - (1,...,1)7

x =xk xk1=xk 4+ h= h=x*"1_xk

Zanedbame chybovy ¢len,
F(x + h) = 0 = Jr(x*)(x* — xk) = —F(x¥)
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lteraéni funkce

Veta
Necht & je kofenem rovnice F(x) = 0. Necht Jg(x) je
regularni matice se spojitymi prvky v okoli O(&) bodu &,
pricemz

|7 (x)]| . < K, K =konst.,
pro viechna x z tohoto okoli. Necht funkce f;,i =1,..., m,
maji spojité druhé parcialni derivace v O(§).
Posloupnost {xk}iio uréena Newtonovou metodou konverguje
ke kofenu & za predpokladu, 7e po&ate&ni aproximace x° lezi
dostatecné blizko &. Rad metody je roven dvéma.
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