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�e²ení systém· lin. rovnic � p°ímé metody

Základní pojmy

Ax = b, A =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

, x =

 x1
...
xn

, b =

 b1
...
bn

.
A � matice soustavy, regulární. �e²ení: x̃ = A−1b

Roz²í°ená matice soustavy:

(A | b) =


a11 · · · a1n b1
a21 · · · a2n b2
...

...
...

an1 · · · ann bn


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A � dolní trojúhelníková: aij = 0 pro i < j .

A � horní trojúhelníková: aij = 0 pro i > j .

A � pásová, jestliºe existují p, q, 1 < p, q < n taková, ºe
aij = 0, jestliºe i + p ≤ j nebo j + q ≤ i , ²í°ka pásu
w = p + q − 1.

A � t°ídiagonální pro p = q = 2.

A � ryze °ádkov¥ diagonáln¥ dominantní

|aii | >
n∑

j=1

j 6=i

|aij |, i = 1, . . . , n.

A � ryze sloupcov¥ diagonáln¥ dominantní � podobn¥

V¥ta:

Ryze °ádkov¥ (sloupcov¥) diagonáln¥ dominantní matice, je
regulární.
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Gaussova elimina£ní metoda

Úprava soustavy na soustavu s horní trojúhelníkovou maticí R :

(A | b) −→
(
R | b̃

)
Pak provádíme tzv. zp¥tný chod � po£ítáme °e²ení od poslední
sloºky k první.
Elementární úpravy a matice úprav

Nem¥ní °e²ení, kaºdá úprava má inverzi.

1. násobení °ádku nenulovou konstantou c

Ic =


1 0 · · · · · · · · · 0

0 1 0 · · · · · · 0

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

. c

.

.

.

.
.
.

.

.

.

0 0 · · · · · · · · · 1

 , I−1

c =


1 0 · · · · · · · · · 0

0 1 0 · · · · · · 0

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

. 1/c

.

.

.

.
.
.

.

.

.

0 0 · · · · · · · · · 1


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2. vým¥na °ádk· i , k

Pi ,k =



1 0 · · · 0
0 1 0

. . .
1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 0 1 0 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 0 1
...

. . .
0 0 1



, P−1

i ,k = Pi ,k

Pi ,k � permuta£ní matice
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3. p°i£tení c násobku i -tého °ádku ke k-tému, i < k

Gi ,k,c =
i

k



1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

. . .
1

. . .
c 1

. . .
0 1


.
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G−1

i ,k,c =
i

k



1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

. . .
1

. . .
−c 1

. . .
0 1


.

Ve skute£nosti pro p°evod na trojúhelníkovou matici sta£í 2. a
3. elementární úprava.
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Postup p°i Gaussov¥ eliminaci

(1) vým¥na 1. a k-tého °ádku (v p°ípad¥ pot°eby)

(A | b) −→
(
A(1) | b̃

(1)
)
,
(
A(1) | b̃

(1)
)
= P1,k · (A | b)

(1') vynulování prvního sloupce pod hlavní diagonálou

(
A(1′) | b̃

(1′)
)
= G1·

(
A(1) | b̃

(1)
)
, G1 =


1 · · · · · · 0
l21 1
...

. . .
...

ln1 0 · · · 1

 ,

lk1 = −
a
(1)
k1

a
(1)
11
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(i) vým¥na i -tého. a k-tého °ádku (v p°ípad¥ pot°eby)(
A(i) | b̃

(i)
)
= Pi ,k ·

(
A(i−1

′) | b̃
(i−1

′)
)

(i') vynulování i -tého sloupce pod hlavní diagonálou(
A(i ′) | b̃

(i ′)
)
= Gi ·

(
A(i) | b̃

(i)
)
,

Gi =



1 · · · 0
. . .

... 1

li+1,i
. . .

...
. . .

0 ln,i 1


, lki = −

a
(i)
ki

a
(i)
ii

i = 2, . . . , n − 1
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Gaussova eliminaca bez vým¥ny °ádk·:(
R | b̃

)
= Gn−1 · . . .G2 · G1 · (A | b)

tedy
R = Gn−1 · . . .G2 · G1 · A

odkud
G−1

1
G−1

2
. . .G−1

n−1
R = A.

Matice Gi jsou dolní trojúhelníková, tedy G−i
1

jsou také dolní
trojúhelníkové, takºe

A = L · R , L = G−1

1
G−1

2
. . .G−1

n−1
.

L � dolní trojúhelníková matice.
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G−1

i =



1 · · · 0
. . .

... 1

−li+1,i
. . .

...
. . .

0 −lni 1


,

pak

L = G−1

1
G−1

2
. . .G−1

n−1
=


1 · · · · · · 0

−l21
. . .

...
...

. . .
...

−ln1 · · · −ln,n−1 1

 .
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LR rozklad

A = L · R : LR (téº LU) rozklad matice A

Pouºití p°i °e²ení soustavy: substituce Rx = y , °e²íme
soustavu Ly = b s dolní trojúhelníkovou maticí, pak Rx = y s
horní trojúhelníkovou maticí.
LR rozklad s vým¥nou °ádk·

Provádíme LR rozklad matice P · A, kde P je vhodná
permuta£ní matice, která provádí vým¥nu °ádk·.
P°i praktickém výpo£tu, pokud narazíme na pot°ebu vym¥nit
°ádky, postupujeme takto:
Pokud bychom vym¥nili °ádky p°edem, v uº vypo£ítané £ásti
matice L by tyto °ádky byly vym¥n¥ny, zbytek by se nezm¥nil.
Proto m·ºeme vym¥nit °ádky ve vypo£ítané £ásti matice L.
Dále v pomocném vektoru p na za£átku nastaveném na
(1, 2, . . . , n)T zaznamenáme vým¥nu °ádk·, tedy vym¥níme v
n¥m stejné °ádky.
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P°íklad

2x1 + 4x2 − x3 = −5

x1 + x2 − 3x3 = −9

4x1 + x2 + 2x3 = 9
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Výb¥r vedoucího prvku (pivota) � £áste£ný

P°i úprav¥ i -tého sloupce najdeme mezi prvky a
(i−1)
ii , . . . , a

(i−1)
ni

prvek s maximální absoulutní hodnotou (nap°. a(i−1)
ki ), pak

vym¥níme i -tý a k-tý °ádek.
Výb¥r vedoucího prvku (pivota) � úplný

Hledáme prvek s maximální absoultní hodnotou mezi a(i−1)
jk ,

i ≤ j ≤ n, i ≤ k ≤ n, pak vym¥níme p°íslu²ný °ádek a
spoupec, £ímº se zm¥ní po°adí prom¥nných.

P°íklad:

LR rozklad matice

A =

(
0, 0001 1
1 1

)
.

se zaokrouhlováním na 3 platné £íslice.
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V¥ta

Nech´ v²echny hlavní minory matice A ∈Mn jsou r·zné od
nuly, tj.

a11 6= 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0, . . . , detA 6= 0.

Pak matici A lze rozloºit na sou£in dolní a horní trojúhelníkové
matice.

D·sledky

Nech´ matice A je pozitivn¥ de�nitní. Pak GEM lze
provést bez vým¥ny °ádk· a sloupc·.

Nech´ matice A je ryze °ádkov¥ diagonáln¥ dominantní.
Pak GEM lze provést bez vým¥ny °ádk· a sloupc·.
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