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Opakování

Choleského metoda � rozklad symetrických matic

Croutova metoda � rozklad t°ídiagonálních matic

P°íklad

A =


2 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 2

 , A−1 =
1
6


5 4 3 2 1
4 8 6 4 2
3 6 9 6 3
2 4 6 8 4
1 2 3 4 5
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Stabilita, podmín¥nost

De�nice

Algoritmus pro °e²ení Ax = b se nazývá stabilní, jestliºe
vypo£tené °e²ení x̂ je takové, ºe

(A + E)x̂ = b + δb,

kde E a δb jsou malé; E se nazývá chybová matice.

De�nice

Pro libovolnou p°idruºenou maticovou normu de�nujeme £íslo

podmín¥nosti matice A vztahem

k(A) = ‖A‖ ‖A−1‖.

�ekneme, ºe matice A je dob°e podmín¥na, jestliºe k(A) ≈ 1
a ²patn¥ podmín¥na, jestliºe k(A) je podstatn¥ v¥t²í neº 1.

Ji°í Zelinka Numerické metody 12. p°edná²ka, 13. kv¥tna 2015 3 / 15



P°íklad

A =

(
101 10
10 1

)
⇒ ‖A‖1 = 111

A−1 =

(
1 −10
−10 101

)
⇒ ‖A−1‖1 = 111

Tedy k(A) = 1112 = 12321, A je ²patn¥ podmín¥na.

P°íklad � Hilbertova matice

A =


1 1

2

1

3
· · · 1

n

1

2

1

3

1

4
· · · 1

n+1

...
...

...
...

1

n
1

n+1

1

n+2
· · · 1

2n−1

 .

Pro n = 10 vzhledem k norm¥ ‖ . ‖1 je k(A) = 3,5353.1013.
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V¥ta

Jestliºe °e²íme systém Ax = b v pohyblivé °ádové £árce se
zaokrouhlováním na t desetinných míst a k(A) ≈ 10α, pak
vypo£tené °e²ení x̃ je správné na (t − α− 1) desetinných míst.

A � pozitivn¥ de�nitní matice

‖A‖2 =
√
%(ATA) = %(A)

‖A‖2 = max
1≤i≤n

λi

a
‖A−1‖2 = ( min

1≤i≤n
λi)
−1.

k(A) =
maxλi
minλi

.
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Komplexní ko°eny reálných polynom·

Πn: t°ída polynom· stupn¥ nejvý²e n s reálnými koe�cienty.
P ∈ Πn:

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 . . . + a1x + a0.

ξ1, ξ2, . . . , ξn ko°eny (reálné i komplexní) polynomu P .

Zobecn¥né Hornerovo schema

Polynom P d¥líme kvadratickým troj£lenem
D(x) = x2 + px + q:

P(x) = D(x) · Q(x) + Ax + B

pro Q(x) = bn−2x
n−2 + · · ·+ b1x + b0.
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Platí:
bn−2 = an

bn−3 = an−1 − pbn−2

bn−4 = an−2 − pbn−3 − qbn−2
...

bk = ak+2 − pbk+1 − qbk+2

...

A = a1 − pb0 − qb1

B = a0 − qb0

an an−1 an−2 an−3 . . . a1 a0
−p 0 −pbn−2 −pbn−3 −pbn−4 . . . −pb0 0
−q 0 0 −qbn−2 −qbn−3 . . . −qb1 −qb0

bn−2 bn−3 bn−4 bn−3 . . . A B
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Hodnota polynomu v komplexním £ísle:

z ∈ C, polynom P d¥líme
D(x) = (x − z)(x − z̄) = x2 + px + q, p = −2R(z), q = |z |2
Pak P(z) = Az + B .

Bairstowova metoda

Podstatou Bairstowovy metody je my²lenka nalezení
kvadratického troj£lenu, který je d¥litelem daného polynomu
P .
Ozna£me z , z̄ , z = u + i v , dvojici komplexn¥ sdruºených
ko°en· polynomu P . �ísla z , z̄ jsou ko°eny kvadratického
troj£lenu D(x) = x2 + px + q, p = −2u, q = u2 + v 2. Chceme
najít £ísla p, q tak, aby polynom D d¥lil polynom P beze
zbytku.
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P(x) = D(x)Q(x) + Ax + B ,

kde

D(x) = x2 + px + q,

Q(x) = Q(x , p, q) je polynom st. n − 2,

A = A(p, q),

B = B(p, q).

Je t°eba ur£it p, q tak, aby

A(p, q) = 0, B(p, q) = 0.

Jedná se o systém nelineárních rovnic a budeme ho °e²it
Newtonovou metodou pro systémy nelineárních rovnic.

Ji°í Zelinka Numerické metody 12. p°edná²ka, 13. kv¥tna 2015 9 / 15



Povaºujeme-li kvadratický troj£len Dk(x) = x2 + pkx + qk za
aproximaci d¥litele, dostaneme dal²í aproximaci
Dk+1(x) = x2 + pk+1x + qk+1, pk+1 = pk + h, qk+1 = qk + g

∂A

∂p

∂A

∂q

∂B

∂p

∂B

∂q

( h

g

)
= −

(
A(p, q)
B(p, q)

)

Ozna£me
∂A

∂p
= A′p,

∂A

∂q
= A′q,

∂B

∂p
= B ′p,

∂B

∂q
= B ′q, pak

A(p, q) + A′p(p, q)h + A′q(p, q)g = 0,

B(p, q) + B ′p(p, q)h + B ′q(p, q)g = 0.
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Derivujme vztah P(x) = D(x)Q(x) + Ax + B podle p a q:

0 = xQ(x) + Q ′p(x)D(x) + A′px + B ′p

0 = Q(x) + Q ′q(x)D(x) + A′qx + B ′q

Odtud

(a) xQ(x) = −Q ′p(x)D(x)− A′px − B ′p,

(b) Q(x) = −Q ′q(x)D(x)− A′qx − B ′q.

−A′p, −B ′p resp. −A′q, −B ′q jsou koe�cienty lineárních zbytk·
p°i d¥lení polynomu xQ(x) polynomem D(x), resp. Q(x)
polynomem D(x). Poloºme

a = −A′q, b = −B ′q.

Tato £ísla lze op¥t získat zobecn¥ným Hornerovým algoritmem
pro d¥lení polynom· Q(x)/D(x).
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Vypo£et A′p, B
′
p:

xQ(x) = −xQ ′q(x)D(x) + ax2 + bx

xQ(x) = a(x2 + px + q) + bx − xQ ′q(x)D(x)− apx − aq,

a tedy

xQ(x) =
(
a − xQ ′q(x)

)
D(x) + (b − ap)x − aq.

xQ(x) = −xQ ′q(x)D(x) + ax2 + bx

a po úprav¥ m·ºeme tento vztah zapsat ve tvaru

xQ(x) = a(x2 + px + q) + bx − xQ ′q(x)D(x)− apx − q,

a tedy

xQ(x) =
(
a − xQ ′q(x)

)
D(x) + (b − ap)x − aq.

Porovnáním rovností dostaneme

A′p = ap − b, B ′p = aq.
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Soustavu pro h a g m·ºeme nyní zapsat takto:

(ap − b)h − ag + A = 0,

aqh − bg + B = 0.

Vy°e²ením této soustavy získáme £ísla h, g a kvadratický
troj£len Dk+1(x).
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Fraktály - aplikace numerických metod

Madelbrodova mnoºina

Poloºme z0 = 0, zn+1 = z2n + c , c ∈ C. Madelbrodova
mnoºina je pak de�nována jako mnoºina komplexních £ísel c ,
pro která je posloupnost z0, z1, z2, . . . omezená.
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Fraktál Newton (autor John Hubbard)

Newtonova metoda pro funkci f (x) = x3 − 1 v komplexním
oboru. Barevn¥ ozna£íme oblasti podle konvergence k jednomu
z ko°en·:
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