
Globální vlastnosti rovinných k°ivek: rota£ní index

De�nice. Mnoºina C ⊆ E2 se nazývá vloºená k°ivka t°ídy Cr, r ≥ 1, jestliºe existuje
regulární pohyb f : I → E2 t°ídy Cr takový, ºe C = f(I) pro n¥jaký otev°ený interval
I ⊆ R.

Vloºená k°ivka C ⊆ E2 se nazývá uzav°ená vloºená k°ivka t°ídy Cr, jestliºe existuje
parametrizace f : [a, b]→ E2, a, b ∈ R taková, ºe f([a, b]) = C, f(a) = f(b) a dále f |(a,b) →
E2 je regulární pohyb t°ídy Cr a platí f (i)

+ (a) = f
(i)
− (b), i ≤ r.

Jestliºe jsou navíc zobrazbení f |[a,b) a f |(a,b] injektivní, C se nazývá jednoduchá uzav°ená

vloºená k°ivka.

Pro jednoduchost budeme v této mluvit jen o uzav°ených a jednoduchých uzav°ených

k°ivkách (které budeme implicitn¥ uvaºovat jako vloºené). V tomto kontextu budeme pouºí-
vat novou de�nici k°ivosti, pro kterou budeme uvaºovat E2 jako orientovaný Euklidovský
prostor:

De�nice. V kaºdém bod¥ k°ivky f(t) de�nujeme orientovaný Frenet·v repér (f(t); e1(t), ē2(t))

tak, ºe e1(t) = f ′(t)
||f ′(t)|| a (e1(t), ē2(t)) je kladná ortonormální báze. Je-li f(s) parametrizace

obloukem, £íslo κ̄(s) ∈ R spl¬ující e′1(s) = κ̄(s)ē2(s) budeme nazývat orientovaná k°ivost v
bod¥ f(s).

Frenetovy vzorce jsou podobné jako v neorientované verzi: e′1(s) = κ̄(s)ē2(s) a e′2(s) =
−κ̄(s)ē1(s). Uv¥domte si ale, ºe k°ivost m·ºe být i záporná. Rozmyslete si konkrétní p°íklady!

Tvrzení. Necht' f : [a, b] → E2 je uzav°ená k°ivka C t°ídy Cr. Pak existuje funkce θ :
[a, b] → R t°ídy Cr taková, ºe e1(t) = (cos θ(t), sin θ(t)), a platí θ′(t) = κ̄(t)||f ′(t)||. Navíc
rozdíl θ(b)− θ(a) nezávisí na volb¥ funkce θ.

D·kaz. Existence funkce θ je evidentní: zvolíme θ(a) tak, ºe e1(a) =
(
cos θ(a), sin θ(a)

)
a

pak roz²í°íme θ spojit¥ na interval [a, b]. P°i parametrizaci obloukem dostaneme cos θ(s) =
(e1(s), ε1) a sin θ(s) = −(e2(s), ε1), kde ε1 je první bázový vektor standardní báze. Tedy θ(s)
je t°ídy Cr. (Pot°ebujeme k tomu oba p°edchozí vztahy? Rozmyslete si detaily!) Derivací
pak dostaneme, ºe θ′(s) = κ̄(s). Reparametrizací s = s(t), ds

dt
> 0 pak odvodíme θ′(t) =

κ̄(t)||f ′(t)||.
Abychom ukázali nezávislost rozdílu θ(b) − θ(a) na volb¥ funkce θ, p°edpokládjme, ºe

ϕ(t) je jiná funkce spl¬ující Tvrzení. Pak θ(t) − ϕ(t) = 2k(t)π pro n¥jakou spojitou funkci
k(t) ∈ Z. Ze spojitosti plyne, ºe k(t) je konstanta.

Tedy rozdíl θ(b) − θ(a) je ur£en volbou parametrizace vloºené f : [a, b] → E2 uzav°ené
k°ivky (ale pak uº nezávisí na reparametrizaci). Rozmyslete si r·zné parametrizace kruºnice
(cos t, sin t), kde bud' t ∈ [0, 2π] nebo t ∈ [0, 4π].

De�nice. �íslo nC := 1
2π

[
θ(b) − θ(a)

]
se nazývá rota£ní index uzav°ené k°ivky C z p°ed-

chozího Tvrzení.

P°íklad. K°ivka f(t) = (cos 2πt, sin 2πt) pro t ∈ [0,m], m ∈ N má rota£ní index m. Jedná
se samoz°ejm¥ o kruºnici. Rozmyslete si p°íklady uzav°ených k°ivek, jejichº rota£ní index je
≤ 0!
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V¥ta. Platí nC = 1
2π

∫ b
a
κ̄(t)||f ′(t)||dt.

Navíc nC nezávisí na reparametrizaci zachovávající orientaci. Reparametrizace m¥nící

orientaci p°evrací znaménko nC.

D·kaz. První £ást plyne ze vztahu θ′(t) = κ̄(t)||f ′(t)||. Závislost na reparametrizaci t = t(τ)
se plyne z tvaru integrálu na pravé stran¥ po substituci t = t(τ).

P°ipome¬me, ºe konvexní podmnoºina T ⊆ R2 spl¬uje, ºe je-li x1, x2 ∈ T pak také
x1x2 ⊆ T , kde x1x2 ozna£uje úse£ku s krajními body x1 a x2.

Lemma. Necht' T ⊆ R je konvexní podmnoºina a e : T → S1 funkce t°ídy Cr. Pak existuje
funkce θ : T → R t°ídy Cr spl¬ující e(x) = (cos θ(x), sin θ(x)) pro x ∈ T . Navíc, jsou-li θ(x)
a ϕ(x) dv¥ takové funkce, pak se li²í o 2kπ pro n¥jaké k ∈ Z.

Symbolem S1 ozna£ujeme kruºnici. Uv¥domte si, ºe toto technické Lemma je dvouroz-
m¥rná verze p°edchozího Tvrzení! (D·kaz jsme si neuvád¥li.)

Následující V¥ta je hlavním výsledkem této kapitoly:

V¥ta (Hopf's Umlaufsatz). Je-li f : [a, b]→ E2 jednoduchá k°ivka C, pak nC = ±1.

Opa£ná implikace neplatí. Rozmyslete si p°íklady!

D·kaz. M·ºeme p°edpokládat a = 0 a ºe f je parametrizována obloukem. Poloºme ∆ =
{(s, t) | 0 ≤ s ≤ b} ⊆ R2 a de�nujeme funkci h : ∆→ S1 p°edpisem

h(s, t) =


e1(s) s = t

−e1(0) (s, t) = (0, b)
f(t)−f(s)
||f(t)−f(s)|| jinak.

Mnoºina ∆ je konvezní a funkce h(s, t) je spojitá. Dále m·ºeme p°edpokládat, ºe f(0) =
(0, 0) a ºe toto je �nejniº²í� bod na k°ivce, tj. ºe tento bod má nejmen²í y-novou sou°adnici.
Pak e1(0) je aº na znam«ko první bázový vektor standardní báze, tj. e1(0) = ±ε1 a dále
budeme p°edpokládat e1(0) = ε1 (tím se m·ºe zm¥nit orientace!).

Podle Lemmatu platí h(s, t) =
(
cos θ̃(s, t), sin θ̃(s, t)

)
pro spojitou funkci θ̃ : ∆ → R.

Je-li θ(s) funkce z Tvrzení, pak podle p°edchoí V¥ty platí

nC =
1

2π

∫ b

a

κ̄(s)ds =
1

2π

(
θ(b)− θ(0)

)
=

1

2π

(
θ̃(b, b)− θ̃(0, 0)

)
=

=
1

2π

[(
θ̃(0, b)− θ̃(0, 0)

)
+
(
θ̃(b, b)− θ̃(0, b)

)]
.

Zde N1 := θ̃(0, b) − θ̃(0, 0) je úhel, o který se m¥ní vektor pr·vodi£e. Tedy N1 = π, nebot'
k°ivka je v horní polorovin¥. Podobn¥ N2 = θ̃(b, b) − θ̃(0, b) je úhel, o který se m¥ní vektor
opa£ný k pr·vodi£i, tj N2 = π. Tedy nC = 1.
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