Cviceni 12
Galtoniv — Watsoniv proces \&tveni

Definice: Nech’ jedinec tvaici nultou generaci fiZe dat vznik 0, 1, 2, ... jeditum
(potomkiim) prvni generace. Analogicky kazdy jedinec z perierace iive dat vznik 0, 1,
2, ... jediné@m druhé generace atditem predpokladame, Ze

a) paet potomk X ndhodr zvoleného jedince ma praymbdobnostni funkci

p. prok =0,1,2,... , . L _ N
P(X =k)= 0iinak , kterd nezavisi na zvoleném jedinci ani na genedaaiz
jina

prislusi;

b) jedinci z dané generace davaji vzniknout svytompéim vzajeme nezavisle.

Ozname X, pcet jedind n-té generace (speciélje Xo = 1). Za uvedenychipdpoklad
posloupnost ndhodnych viéh {Xn ;n0 NO} tvori homogenni markovskigi€zec s mnozinou
stavi J = {0, 1, 2, ...}. Tentdettzec se nazyva Galtdw — Watsoiiv proces ¥tveni.

Vlastnosti:
1 0 0

1. Matice pechodu mé tvaP = p02 P1 P2

TG0, jOdip; =1p)
Py’ 200D, Pi°+2PP, . =to

2. Pro pravépodobnostni vytviujici funkci ndhodné veliny X, plati:

Z))pron=12,...
Oy (2= 9x, Ox (2)p , kde &(z) je pravépodobnostni vytviwjici funkce
" Opron=0

nahodné vetiny X;.
3. Pro stedni hodnotu a rozptyl ndhodné valy X, plati:

O.2un—1 u'n -1

rou #

E(X,) =0, D(X,)={ m-1 " kdep=E(X,)0? =D(X,)

no’prou =1

4. Pro pravépodobnost vyhynuti v n-té generaci pIei?t(Xn = O) =d, =0y, 0

5. Pro limitni pravépodobnost vyhynuti plati:
a) Je-lin<1, paklimqg, =1.

b) Je-lin > 1, paklim g, =&, kde £ 1(01) je nejmensi kladny ken rovnice z = gz).



Piiklad: Uvazme G — W proces, ¥mz p, :é,pl :é,pz =i;’,pk =0,k=34,...

a) Vypaitéte prvky matice fechoduP proi=0,1,2aj=0, 1, 2, 3, 4.

b) Najdite prav@podobnostni vytviujici funkci pdtu jedind ve 2. generaci.

¢) Pomoci pravgpodobnostni vytviwjici funkce pdétu jedindi ve 2. generaci vygtste
pravdEpodobnostni funkci.

d) Najctte stedni hodnotu a rozptyl ptu jedindi ve 2. generaci.

e) Vypaitéte limitni pravé&podobnost vyhynuti.

Vysledky:
Ad a)
1 0 0 0 O
11 3 4 9
p=| 5 5 5
1 2 7 6 39
25 25 25 25 25

33 11 36, 18 , 27,
=+ 7+ — 2+ 7+ 7
128 128~ 1287 128 12E

Adb) g,, ()

Adc) P(X, =0)= 33 P(x,=1)= 11 ,P(X,=2)= 36 , P(X, =3)= 18,

125’ 12E 12E 12k
27
HX2=4)=125
49 1344
A E(X,)=—= D(X.,)= =2
dd) E(X,)= =196, D(X,)="—C= 215

Ad e) Limitni pravépodobnost vyhynuti je;- :



Prakticka aplikace Galtonova — Watsonova procesuéiveni v demografii

Vychozi data

Budeme vysébvat sled generaci Zenské popul@eskoslovenska. Mame k dispozici Udaje
z roku 1961, které popisuji roddni Zen ve ¥kovém intervalu (45 let, 50 let) (tedy na konci
reprodukniho obdobi) podle gtu Zivé narozenych &i. Zen v tomto ¥kovém intervalu bylo
450259.

Tabulka 1 - vychozi data

pocet | oznaceni | poCet Zen
déti
0 c0 65387
1 cl 78901
2 c2 136150
3 c3 79878
4 c4 39387
5 c5 19856
6 c6 15365
7 c7 7683
8 c8 3841
9 c9 1921
10 cl10 960
11 cl1 480
12 cl2 240
13 c13 120
14 cl4 60
15 c15 30

Stanoveni pravdpodobnosti narozeni dcery, ktera se doZije reprodulniho véku 25 let
Zajimaji nas pouze potomci Zzenského pohlavi. Jmande v r. 1961 byl poén paoitu Zive
narozenych chlagick paitu Zivé narozenych divek 1,055 (tzv. ukazatel maskulinitydy

pravdpodobnost narozeni divky m Dale je znamo z Umrtnostnich tabu@®R pro

rok 1961, Ze pravgbodobnost doziti 25 let pro Zenu je 0,96788. Teauhnotu

h =0,96788 s 1055 =0,470988 Ize povazZovat za pragddobnost, Ze Zé&/narozeny

potomek je dcera, ktera se dozigkw 25 let.




RozloZeni p@tu Zen podle pdtu dcer, které se doZiji reprodukéniho véku 25 let

Neclt ¢ je patet zen s i potomky. Z vlastnosti binomického roeltizplyne, ze z pidu G
piipada (1-h); na Zeny s zadnou 25 letou dcerou, ih(fdina Zeny s praviednou 25 letou
dcerou atd.

Tabulka 2 — rozéleni , p, ... Zen podle pau 0, 1, ... 25 letych dcer konstruované na
zakladt pocta ¢, ¢, ... Zen s 0, 1, ... potomky.

pocet potomk | po€et Zen | rozdéleni zen podle poctu 25 letych dcer
0 1 2
0 Co Co 0 0
1 C1 (2-h)c, hc, 0
2 C, (1-h)c, | 2h(1-h)c, h°c,
3 Cs (1-h)’cs | 3h(1-h)°c; | 3h*(1-h)cs
4 Ca (1-h)*cs | 4h(1-h)°c, | 6h°(1-h)’c,
suma c poC p:C p2C

Numerické vyhodnoceni

pocet potomkl | pocet Zen rozdéleni Zen podle poctu 25 letych dcer
0 1 2 3 4
0 65387 65387 0 0 0 0
1 78901 41740 | 37161 0 0 0
2 136150 | 38102 | 67846 |30202 0 0
3 79878 11826 | 31586 |28121 | 8645 0
4 39387 3045 | 10985 |14671| 8708 | 1938 |0

suma 450259 | 161420 | 153833 | 85789 | 31330 | 11549

P, = igé§§?= 0,358504 p;, = 0,3416544, p= 0,1905325, $=0,0695821, ...

Stredni hodnota = p + 2p + 3p + ... = 0,341655 + 2.0,190533 + 3.0,069583 = ...
1,111166 >1

Matice pravdépodobnosti g‘echodu
1 0 0
Po Py P2

1.V nasem Hpact tedy dostdvame:
p02 2poPy p12 +2poPy

1 0 0 0
0,358504 0,341655 0190533 0,069583 ---
P =] 0128525 0,244969 0,253342 0180085 ---|.
0,046077 0131733 0199067 0,206734 ---




Pravdépodobnostni rozloZeni pétu 25 letych dcer v n-té generaci

Pro vektor absolutnich prasgodobnosti plati zakon evoluggn) =p(0).P".
V nasledujici tabulce jsou uvedeny slozky vekfofn) pron =0, 1, ..., 10

Tabulka 3 — pravtpodobnostni rozloZeni(p) paitu i 25 letych dcer v n-té generaci

0

1

2

3

4

5

6

7

1,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000

0,000000 | ...

0,358504

0,341655

0,190533

0,065830

0,025651

0,009428

0,003191

0,001013] ...

0,509170

0,174495

0,131214

0,078222

0,046294

0,026754

0,015134

0,008447 | ...

0,593159

0,105974

0,090446

0,064523

0,045799

0,031962

0,022014

0,015040 | ...

0,646756

0,071021

0,065064

0,051054

0,039920

0,030799

0,023537

0,017881 | ...

0,683843

0,050729

0,048627

0,040485

0,033619

0,027604

0,022493

0,018246 | ...

0,710930

0,037884

0,037477

0,032484

0,028103

0,024071

0,020485

0,017367 | ...

0,731494

0,029234

0,029590

0,026409

0,023533

0,020781

0,018246

0,015970 | ...

0,747563

0,023131

0,023824

0,021736

0,019805

0,017894

0,016085

0,014416

Oo|No|o|~|W[IN|[FL|O

0,760402

0,018665

0,019489

0,180087

0,016768

0,015422

0,014117

0,012887

=
o

0,770845

0,015300

0,016151

0,015194

0,014281

0,013322

0,012371

0,011460

V prvnim sloupci jsou pravghodobnosti vyhynuti (v Zenské linii). Je #idZze v 10. generaci
je prava@podobnost vyhynutig10) = 0,770845 hodrvysoka. Naproti tomu
pravdpodobnosti libovolného nenulovéhogdbw dcer jsou velice malé (nagro jednu dceru
p1(10) = 0,015300 a s rostoucimgem generaci se stale snizuiji.

Vytvorujici funkce poctu 25 letych dcer v n-té generaci

an (Z) = zpnkzk
k=0

Tabulka 4 — hodnoty vytvajici funkce g(z) paitu 25 letych dcer v n-té generaci

z 91(z) 92(z) 93(2) 94(2) 95(2)

0,0 |0,358504 |0,509170 | 0,593159 | 0,646756 | 0,683843
0,1 |0,394647|0,528015 | 0,604730 | 0,654564 | 0,689446
0,2 0,435057|0,550027 | 0,618573 | 0,664047 | 0,696322
0,3 0,480260 |0,575893 | 0,635302 | 0,675717 | 0,704892
0,4 |0,530872|0,606507 | 0,655773 | 0,690318 | 0,715785
05 |0,587619|0,643056 | 0,681205 | 0,708964 | 0,729979
0,6 |0,651360 |0,687140 | 0,713398 | 0,733401 | 0,749073
0,7 0,723115|0,740967 | 0,755101 | 0,766513 | 0,775872
0,8 |0,804109 |0,807566 | 0,810729 | 0,813400 | 0,815726
0,9 0,8958110,891733|0,887770 | 0,883881 | 0,880022
1,0 |1,000000 | 1,000000 | 1,000000 | 1,000000 | 1,000000




Pribehy vytvatujicich funkci
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Pravdépodobnost vyhynuti

Limitni hodnotu pravépodobnosti vyhynuti Ize ziskat jako nejmensi klaloien rovnice
z=9(z), kde g(z) =dz) = p + Pz + pZ° + ...

V nasem pipads fe$ime rovnici z = 0,358504 + 0,341655z + 0,1905332,069583% + ...
Vysledek: & = 0,834043

Je zajimavé posoudit rychlost konvergence poslostpgopravdpodobnosti vyhynuti
potomki v Zenské linii v jednotlivych generacich Kgusné limitni hodnet & = 0,834043-
viz 1. sloupec v tabulce 3.

Pro zajimavost je§tuvedeme limitni hodnoty pravpdodobnosti vyhynuti potonikv Zenské
linii pro razné zem (Gdaje jsou z roku 1960).

zemeé g

Peru 0,2620
Japonsko 0,3242
Mexiko 0,4066

Madarsko 0,7130

USA 0,8209




