Prednaska VI.

Intervalové odhady

“v Motivace

“v Smérodatna odchylka a smérodatna chyba
“ Centralni limitni véta

“ Intervaly spolehlivosti
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Opakovani — nestranné a MLE

“vJaky je princip nestrannych odhadu?
“vJaky je princip odhadll metodou MLE?

“Jak vypadaji nestranny a MLE odhad parametru o??
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Opakovani — pouziti prumeéru a medianu

“*Jmenujte vyhody a nevyhody priiméru a medidnu jako statistik pro
odhad stfedni hodnoty nahodné veliCiny.

“Jmenujte priklad, kdy primér je vyhodnéjsi nez median, a priklad,
kdy median je vyhodnéjsi nez primeér.
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1. Motivace
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Spolehlivost bodového odhadu

Vybér cislo 1 Vybér cislo 2 Cela cilova populace
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Y Umime-li ,,zmérit” celou
Pracujeme-li s vybérem z cilové populace, je treba na zakladé variability cilovou populaci,
pozorovanych dat spoditat tzv. interval spolehlivosti pro bodovy odhad. nepotrebujeme interval
spolehlivosti, protoze jsme
schopni odhadnout
sledovany parametr presné
: ( : ) : . ! ) -V praxi,je tato situace
0 X, R 0 X, R nerealna.
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Intervalovy odhad

“*Bodovy odhad je prvnim krokem ve statistickém popisu dat.

“*Co nam fika jedno Cislo? Studie 1 muze publikovat Cislo x,, studie 2

Cislo x,. Které je spravnéjsi, lepsi, presnéjsi?

“*Bodovy odhad je sam o sobé nedostatecny pro popis parametru
rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny.

“vZajima nas presnost (spolehlivost) bodového odhadu.
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2. Variabilita pozorovani a variabilita
vybéroveho prumeru
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Populace a nahodna velicina

Cilova populace — skupina subjektl, o které chceme

ce el v . . Cilova populace
zjistit néjakou informaci.

Realizujeme-li ndhodné vybér z cilové populace, ‘
dostaneme vybérovou populaci (experimentalni ;" -

vzorek). [ veorek |
\ J
\ /
Znak X = nahodna velicina X — vlastnost, ktera nas b
zajima. .
Realizace nahodné velidiny — rediné Cislo, -
pozorovana hodnota na vybraném subjektu. / 240 eyt \ Nihodna
prostor () N veli¢ina X
Nahodny vybér — mnozina n nezavislych nahodnych
veli€in se stejnym rozdélenim: X;, X,,..., X, '\
[ Jev
L] ’ ’ 4 v 4 7 v “' ‘
Realizace nahodného vybéru — realna Cisla, [ Y
hodnoty pozorované na vybérové populaci. \\\_,/'
\'\
~_
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Pravdépodobnostni chovani nahodné veliCiny

“ F(x), f(x) a p(x) — popisuji chovani nahodné veli¢iny Uplné, ale slozité.
“ Dvé charakteristiky odrazi vlastnosti rozdéleni jednim Cislem: stredni

hodnota a rozptyl. Odmocnina z rozptylu je smérodatna odchylka.

E(X),D(X),SD(X)

“ Plati nasleduijici:
“ Jednotlivé realizace nahodné veliCiny vykazuiji variabilitu (dle SD(X)).
“ Jakdkoliv statistika (napfr. prdmeér) je jako transformace ndhodnych
veli¢in také nahodnou veliC¢inou. Ma tedy i rozdéleni
pravdépodobnosti.
“ Jednotlivé realizace statistiky nad rdznymi ndhodnymi vybéry také

vykazuji variabilitu (opét Umérnou SD(X)).
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Co je zajimavé — vybérovy prumér

“v Rozdéleni pravdépodobnosti vybérového primeéru tim méné variabilni ¢im

vice pozorovani je v priméru zahrnuto.

v Rozdéleni pravdépodobnosti vybérového priiméru se s rostoucim n
prestava podobat rozdéleni plivodnich dat a zacina se podobat rozdéleni

normalnimu.

“ Proc?
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Co je zajimavé — vybérovy prumér

“v Rozdéleni pravdépodobnosti vybérového primeéru tim méné variabilni ¢im
vice pozorovani je v priuméru zahrnuto - plyne z vlastnosti rozptylu

transformované nahodné veliCiny.
“* Rozdéleni pravdépodobnosti vybérového primeéru se s rostoucim n

prestava podobat rozdéleni plivodnich dat a zacina se podobat rozdéleni

normalnimu — plyne z centralni limitni vety.
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Charakteristiky vybérového pruméru

“ Mame posloupnost X,, ..., X, nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych

velic¢in, které maji konecnou stfedni hodnotu u a rozptyl o?.

Xi ~N(u,0%)
X=1>" X,

E(X) :rIIZin:l E(X))=u
D(X)= 4 ¥, D)%)
SD(X) = /D(X)

N

Pro odhad, respektive statistiku, se tomuto
vyrazu rika smérodatna chyba nebo standardni
chyba (,standard error”) a znaci se SE.
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Priklad — vybérovy primér

~

7 Zékladni
y prostor Q

\\

Nahodna Nahodny
veli¢ina X vybér X, X;,..., X,

Vybérovy
pramér X

. ——+— :
R 0 X; X, X3X, Xs R 0

X| = Gerrrrrrrrenninees
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Shrnuti

“» Smeérodatnd odchylka (SD) neni smérodatna chyba popisné statistiky (SE)!

“» Smeérodatna odchylka (SD) je odrazem variability nahodné veliciny ve

sledované populaci.

“» Smérodatna chyba (SE) je odrazem presnosti popisné statistiky jako odhadu

stredni hodnoty nahodné veliCiny.

“ Pozor na rozdil mezi SD a SE v ¢lancich a knihach — tabulkach a grafech!
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Priklad — vyska clovéka

“ Nadhodna veli¢ina bude vy3ka &lovéka: X ~ N(175,15%) , tedy uvazujme
stredni hodnotu 175 cm a smérodatnou odchylku 15 cm. Jak se chovaji
primeéry pro ndhodné vybéry o velikostin =10, n = 100 a n = 10007

“ Kéd v R:

x <- rep(0, 100) # vytvorim si vektor pro ukladani pruamért

for (i in 1:100) {

pom <- rnorm(10, 175, 15)
x[1i] <- mean (pom) } # cyklus pro vypocet vybérovych prumért pro n=10
hist (x, breaks=10, xlim=c(160,190))

=

vykresleni histogramu pro vybérové priméry pro n=10

for (i in 1:100) {
pom <- rnorm(100, 175, 15)
x[1i] <- mean (pom) } # cyklus pro vypocet vybérovych prumérti pro n=100

hist (x, breaks=10, xlim=c(160,190)) # vykresleni histogramu pro vybérové pruméry pro n=100

for (i in 1:100) {
pom <- rnorm (1000, 175, 15)
x[1i] <- mean (pom) } # cyklus pro vypocet vybérovych prumérti pro n=1000

hist (x, breaks=10, xl1im=c(160,190)) # vykresleni histogramu pro vybérové pruméry pro n=1000
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riklad — vyska Clovéeka

“ PUvodni pozorovani maji rozsah hodnot zhruba od 120 cm do 220 cm. Kde

se pohybuji jednotlivé priméry?

Vybérové priméry
ze vzorku n =10

I
160

T T T T T 1
165 170 175 180 185 190

Vybérové priméry
ze vzorku n = 100

20
]

15

10

e

Vybérové priméry
ze vzorku n = 1000
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Priklad — vyska clovéka

“ PUvodni pozorovani maji rozsah hodnot zhruba od 120 cm do 220 cm. Kde

se pohybuji jednotlivé priméry?

Vybérové priméry
ze vzorku n =10
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Vybérové priméry
ze vzorku n = 100
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3. Centralni limitni veta
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Pripomenuti: standardizace normalniho rozdéleni

v Standardizace je transformace nahodné velic¢iny s N(1,0%) na N(0O,1).
“ DUvod: rada statistickych metod byla odvozena pro standardizované normalni

rozdéleni, N(0,1). Délame to tedy opét kvili lepsi moznosti hodnoceni dat.

. . . , A X —p

v Teoreticka standardizace nahodné veliciny: U= F
o

Xi —X

“ Prakticka standardizace naméfenych hodnot: U, =
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Centralni limitni veta

Klicova véta umoznujici sestrojeni intervalovych odhadd.

Mame posloupnost X,, ..., X, nezavislych, stejné rozdelenych
nahodnych velicin, které maji konec¢nou stredni hodnotu u a rozptyl

o2,

Pak plati, ze pro n—>oo masumaX = Zi X. priblizné normalni
rozdéleni pravdépodobnosti.

Tomas Pavlik ..— %wj Biostatistika



Centralni limitni veta

v Mame posloupnost X, ..., X, nezavislych, stejné rozdélenych
nahodnych velicin, které maji konec¢nou stredni hodnotu u a rozptyl
o2. Pak plati, Ze pro N — o ma vybérovy primér X = }]Zi X.
priblizné normalni rozdéleni se stfedni hodnotou u a rozptylem

a?/n.

< Tedy (X—,u)/(a/ﬁ) ma priblizné standardizované normalni

rozdéleni pravdépodobnosti:

. Xn—H . X 1 —u?/2
lim P <x)=[ 1 e du

Tomaé Paviik ~ EE_
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CLV — zjednodusena interpretace

“ Pokud je rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliCiny normalni, pak je i
rozdéleni priméru pozorovanych hodnot normalni (atoi pron=1).

v Pokud rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliCiny neni normalni, pak je
rozdéleni pridméru pozorovanych hodnot priblizné normalni, kdyz n je
dostatecné velké ( n — w0 ).

< ,Dostatecné velké” znamena > 30 pro rozdéleni podobna normalnimu

a > 100 pro rozdéleni nepodobna normalnimu.
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Co je super...

< Centralni limitni véta funguje i kdyz rozdéleni plvodni nahodné veliciny
neni normalni rozdéleni pravdépodobnosti. A dokonce i kdyz neni spojité!
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Priklad — binomickeé rozdeleni

“* Chceme sledovat s jakou presnosti lze
odhadnout podil hypertoniku v

1.0

dospélé populaci CR.

0.8
|
-

“ Predpokladejme, ze skutecny podil

(3]

dospélych s hypertenzi je 0,2.

Fravdépodobnostni funkce
04

“* Ndhodna veli¢ina X: osoba trpi / netrpi o]
hypertenzi.
‘ ) , Ano Ne
“» Pravdépodobnostni funkce X )
Hypertenze

(alternativni rozdélenti)
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Priklad — binomickeé rozdeleni

“ Nahodna velicina S bude soucet X, i =1, ..., n.

“ Nahodna veli¢ina Y bude definovana jako S/n.

E(S)=np D(S)=np(l-p)
E(Y)=E(S)/n=p D(Y)=D(S)/n* =(p(l-p))/n

“ Jak se chova Y pro nahodné vybéry o velikosti n =10, n =100 a n = 10007

Tomas Pavlik mEC i1 ¥ Biostatistika
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Priklad — binomické rozdeéeleni
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Co kdyz ale n nejde do nekonecna?

“v Neni-li velikost vzorku n dostatecne

0.4

velka, nelze rozdéleni vybérovych
prumeérd povazovat za normalni.

0.3
|

“ Aproximace Studentovym t rozdélenim

0.2

(viz prednaska o jednotlivych rozdéleni
pravdépodobnosti: Lze ho chapat jako

0.1

aproximaci normalniho rozdéleni pro A
malé vzorky, pro velké velikosti

0.0
|

souborl konverguje k normalnimu ]
rozdéleni).
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4. Intervalové odhady
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Co je super ... pokracovani

< Centralni limitni véta mi fika, ze rozdéleni pravdépodobnosti vybérovéeho

prumeéru mazu pri dostateCném n aproximovat normalnim rozdélenim.

v Kdyz provedu standardizaci, tak dokonce standardizovanym normalnim
rozdélenim.

. Xn—H 1 4?2 Xn—H
imPC s <x)=[ Le*du — M u~N@OI)
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Interval spolehlivosti

“* Princip vytvoreni intervalového odhadu pro vybérovy primér, respektive
konstrukce intervalu spolehlivosti pro vybérovy primeér, je shodny s

teoretickym pozadim pravidla + 30.

V
o

0.3
|

| 34.1% | 34.1%

0.2

0.1

0.0

68,3 % vsech hodnot

~
95,6 % vsech hodnot

Y

99,7 % vSech hodnot
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Pripomenuti — kvantilova funkce

“ Inverzni funkce k distribucni funkci, vysledkem neni pravdépodobnost, ale Cislo

na realné ose, které odpovida urcité pravdépodobnosti.

% Distribucni funkce F(X)=P(X £X)
“ Kvantilova funkce X = F'(P(X<x)=F'(p)

Spojita nahodna
veliCina

0.6

N

04

0z

00
pd
~
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Kvantily standardizovaného normalni rozdéleni

a/2 l-a a/?2
< /2 5 > 2/
“ Oblast, kde se nahodna veli¢ina se
standardizovanym normalnim 90 %
(o]
\"4 7 . . < )
rozdélenim realizuje s o
pravdépodobnosti 1 — a Ize vyjadrit 4 95 % L
pomoci nasledujiciho vztahu: S
99 %
= € - SR

P(Za/2 <Z< Zl—a/2) - FN(O,I)(Zl—a/Z) - FN(O,I)(Za/2) — 1_% -5 = -«

Tomas Pavlik ..— %!I!IL; Biostatistika



déleni

| rOZ

Sho normalni

lZOVane

Kvantily standard

> Pravdépodobnosti

> Kvantily

-2,58

Z 005

2,58 = 29,995

-1,96

Zp 025

1,96 = 29,975
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100(1-a)% interval spolehlivosti pro p

% Mame nahodny vybér X, X,, ..., X, z normélniho rozdéleni. X. ~ N(u, c?%)
“ Budeme predpokladat, ze o zname!

« Z predchoziho snimku vime, ze plati:
P(2,,<2<2_,,)=Fo1(Za2)—Fnon(Zepn)=1-5-5=1-«a
“ Kdyz si rozepiSeme a upravime vyraz na levé strane, dostaneme:

l-a=P(z,,<2<2_,,)=P(-2_,,<2<Z7_,,)=P(-2_,, < <

1—a/2)

— P(_j-ﬁ l-a/2 <X - lug% 1- a/Z) P(X 1 al2 — /u X+ le—a/2)

Q

“+100(1-a)% IS propu ma tvar: (D,H)=(X - la/zaxﬂLﬁZl_mz)

Tomas Pavlik ..— 1 ¥ Biostatistika
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100(1-a)% interval spolehlivosti pro p

“v Co ten vzorec znamena?

(DH)=(X = 7 7, i X +zl_a/2>

X ~N(u,%) I
SE(X)zﬁz

< Tedy zjednodusené:
100(0-—a)% IS=X tz,__,,SE(X)

o o 1-1!4;,1
Y1

Tomas Pavlik ..— H Biostatistika
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Interpretace intervalu spolehlivosti

“* Poloha neznamého parametru je

konstantni (jsme-li frekventisti)!

“ 95% interval spolehlivosti ma nasledujici

interpretaci:

Pokud bychom opakované vybirali skupiny
subjektl o stejné velikosti (n) a pocitali
vybérovy primér s 95% IS, pak 95 % téchto
intervall spolehlivosti neznamy parametr
obsahuje a 5 % ho neobsahuje. Tedy 95%

IS obsahuje neznamy parametr s rizikem a.

o 1-1!4;7.1
S

Tomas Paviik ML {148
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Co kdyz nezname o?

“V predchozim pripadé jsme predpokladali, ze zname presnou hodnotu
rozptylu / smérodatné odchylky. To je v praxi nerealné!

“ Musime pouzit jinou statistiku s jinym rozdélenim pravdépodobnosti.

“ Cim bychom mohli nahradit 6?

“ K cemu to povede?

Tomas Pavlik ..— %!I!IL; Biostatistika



Co kdyz nezname o?

“ Musime pouzit jinou testovou statistiku s jinym rozdélenim
pravdépodobnosti.

% Cim bychom mohli nahradit ?
“ Logické je pouzit vybérovou smérodatnou odchylku s. S = Z:(Xi — 7()2

“» Nahrada ale neni uplné jednoducha — neni to dosazeni s za o.

“ K cemu to bude?

“ Pomoci s? vytvofime statistiku s chi-kvadrat rozdélenim (x?) — tu pak
pouzZijeme pro vytvoreni statistiky se Studentovym t rozdélenim (viz
prednaska o jednotlivych rozdélenich pravdépodobnosti):

X ~N(@0,),Q~ y*(k)>T :X—>T ~1(K)

/Q/k

Tomas Pavlik ..— 1 ¥ Biostatistika
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Co kdyz nezname o?

) 5 o n—1
“ Lze ukdzat, Ze statistika K = 5 % ~ Zz(n—l)
o

v v v 7 7 v X -
¥ PouZijeme jesté standardizovanou normalni veli¢inu Z =" f ~N(0,])
o/~/N

< A obé dohromady pouzijeme pro vytvoreni T statistiky:

Z  _ nX,-wle  _X,-u

T = - = T ~t(n—1
JK/=1)  (n-1)s*(n-1)o> s/-/n ” o=

“ Z toho plyne tvar 100(1-a)% intervalu spolehlivosti pro pu v pfipadeg, ze
nezname hodnotu o:

(D,H) = (X_\/Sﬁtl—aﬂ(n -1); X+\/Sﬁtl—a/2(n —1))

My & TRE; ,
S
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Priklad — konstrukce intervalu spolehlivosti

“ Chceme sestrojit 95% IS pro odhad stfedni hodnoty systolického tlaku
studentl vysokych skol.

n=100 A
X,=123,4mm Hg

s=3SD =14,0 mm Hg

SE =14/-/100 =1, 4mmHg
t g (N—1)=198 —> z tabulek

> nameérené hodnoty

95% 18=(D,H)=(X = 51, ,,(N—1: X + 31, ,(n-1)
95% IS=(D,H)= (1234~ "0t (,(99);123,4+ 10\ (99))

95% IS =(D,H)=(120,6;126,2)

mu _p:“'”“u;,

gl Jwa, . -
t M : Biostatistika
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Sitka intervalu spolehlivosti

“v Co ovlivnuje sirku intervalu spolehlivosti?

100(L-)% ISpro gr=(D,H) = (X = St (N1 X + 5t ,(n-1))

1. Velikost vzorku — s rostouci velikosti vzorku je IS uzsi (mame vice informace a
odhad je presnéjsi), zaroven se kvantily t rozdéleni blizi kvantildm
standardizovaného normalniho rozdéleni.

2. Variabilita nahodné veliciny

3. Spolehlivost, kterou pozadujeme

*}4
. , S, . .
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Sitka intervalu spolehlivosti

“v Co ovlivnuje sirku intervalu spolehlivosti?

100(L- )% 1Spro r=(D,H) = (X —2% t,_, (N1 X + 5t ,(n-1))

1. Velikost vzorku
2. Variabilita nahodné veliciny — ¢im nahodna veliCina vykazuje vétsi variabilitu,
tim je IS pro odhad stredni hodnoty Sirsi, tedy odhad je méné presny.

3. Spolehlivost, kterou pozadujeme
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Sitka intervalu spolehlivosti

“v Co ovlivnuje sirku intervalu spolehlivosti?
100(1- )% ISpro gr=(D,H) = (X = 5t,_,,(n—=1); X + 51, ,(n-1))

1. Velikost vzorku

2. Variabilita nahodné veliciny

3. Spolehlivost, kterou pozadujeme — chceme-li mit vétsi jistotu, ze nas IS
pokryva neznamou stredni hodnotu, IS musi byt samozrejmé Sirsi, staci-li nam
mensi spolehlivost, bude uzsi. Standardné se pouziva 95% IS (ale také 90%
anebo 99%)
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Poznamka 1

“ Lze vytvoriti IS pro odhad parametru o, ktery je zalozen na jiz zminéné

statistice K.
n-—1

K=",5"~x*(n-1)
O

v Lze vytvofit i IS pro odhad podilu dvou parametrt o, a o, (pomoci F statistiky).
Ten lze pouzit pro hodnoceni homogenity rozptylG dvou vybéru, kterd je jednim

z predpokladl v testovani hypotéz.
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Poznamka 2

“ Velmi dualezity je i IS pro odhad stredni hodnoty rozdilu dvou nahodnych velicin.

X ~ N(ﬂ19012) X ~ N(ﬂl’ n, -
5 - >X_Y~N(1Lll_ﬂ290ni+ )
YNN(/uzaaz) P N(,le, N,

-

“Zname-li 6, a 6,, provedeme standardizaci a pak odvodime 100(1-a)% IS:

2 2

l-a=P(X-Y-z_,, Or::-'_zzzg:ul <X =Y +2, ), n)

2

“ Nezname-li 0, a 0,, pouZijeme statistiky K; a K,, abychom se zbavili 0, a 6,,

vysledna statistika ma opét Studentovo t rozdéleni.

l—a=P(X =Y —1_,,,(V) Sl"‘ 2<,U1 ty <X =Y +t_,,,(v) Sl"‘ )
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Priklad

“ Radiofrekvencni ablace tkané slinivky brisni u prasat. Sledujeme vliv typu
chlazeni okolnich struktur (A — zadné, B — pruplach vodou) na nejvétsi rozmér

nekrdzy. Zajima nas rozdil v efektu obou typl chlazeni a jeho 95% IS.

n, =18 X, = 25,1 mm SD,=s,=08  SE,=08//18=0,9mm
n, =17 X =21,8 mm SD, =s; =2,4 SE, = 2.4/-/17 =0,58 mm

“ Dosadime do vzorce s pouzitim pfislusného t kvantilu: ty¢75(v) =2,03

I—a=P(Xy=Xg —1,_,5(V) SA+SB<ﬂA Hg < Xp—Xg +1_5/5(V) SA+ )

=P(3,3-1, 975(‘/)\/ L5 S up—pg <3341 975(V)J0 TRt
=P21< ), — g £4,5)
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Poznamka 3

“ Interval spolehlivosti pocita pouze s variabilitou danou nahodnym vybérem,

nepocita se zdroji systematického zkresleni.

* Priklady:

» Méreni krevniho tlaku mUze byt systematicky zkresleno starym méridlem
(,technical bias“).

» Méreni krevniho tlaku muaze byt systematicky zkresleno tim, Ze se do studie

prihlasi pouze urcita skupina osob (,,selection bias“).
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