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PARAMETRICKE METODY

v extrapoluji hodnoty autokorelacni funkce
pro m=N zk tomu je potreba apriorni
iInformace o analyzovaném signalu)

U

parametricky model vzniku signalu a z toho
uz cokoliv

tedy: netrapi nas okna, ani prosakovani
spekter = lepsi rozlisovacl schopnost i pri
kratkych zaznamech = analyza Casove
promeénnych a prechodnych déji
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

Y(OT,) ==Y 8 Y((0-K)T,) +> bx(n-K)T,,)
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

M je-li poslouEnost x(nT), resp. y(nT) realizaci
stacionarniho nahodneho procesu, plati pro jejich
spektralni vykonové hustoty I'XX(f), resp. yy(1‘§

Fyy(F) = [H() ]2 Ty (f),

kde |H(f)| je modul frekvencni charakteristiky
pouzité linearni soustavy.
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

Je-li x(nT,,) bily sum s nulovou stredni hodnotou, pak
jeho autokorelacni funkce
0. m=0
XX mTVZ = ’ a r f — °
puteT)= % 20 ()=

O-ije rozptyl posloupnosti x(nT,,), tj. G>2< = E\-XZ(nTVZ )J

a pro spektralni hustotu vykonu vystupni
posloupnosti plati

Y(f)
r(f)=o? [H(f)" = 0?1

(=0t Y=oty

2




R
e
e

MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI

SOUSTAVOU

Algoritmy parametrického odhadu vykonového ,
spektra posloupnosti y(nT,,), n(J{(0, N-1) obsahuji:

1)
2)

od

vy
od

had parametru modelu prenosové soustavy;
pocet spektralni hustoty vykonu I, (f) z

nadnutych parametru
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

v podle charakteru modelu prenosove
soustavy delime algoritmy na:

ARMA(p,q) — autoregresive-moving average
radu (p,q);

AR(p), q=0, by=1, H(2)=1/X(z) ...

... autoregresivni

MA(Q), X(z) = 1 = H(z) = Y(2) ...

moving average
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

¥ nejcasteji pouzivany AR model — proc?

vhodny pro vyjadreni spektra s uzkymi vrcholy
(rezonance)

vypoclet parametru vede na jednoduchou
soustavu linearnich rovnic

Lacoss (1971) — (plati pro vSechny AR modely):

0 spektralni vrcholy odhadu spektra harmonckych

signall pomoci AR modelu jsou Umérné ¢tverci vykonu
- V4 L] V 4 0
harmonickych signalu;

0 plocha vrcholu vykonové spektralni hustoty je linearnée
umerna vykonu harmonickeého signalu
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

v dekompozicni teorem (Wold 1938)

jakykoliv ARMA nebo MA proces muze byt
jednoznacné reprezentovan AR modelem max.
o radu;

jakykoliv ARMA nebo AR proces lze
reprezentovat MA modelem max. « radu;

U

je nam jedno, co pouzijeme za model, jen by mél
’ . 7 v o) 7
mit co nejmene parametru, které se snadno
pocitaji
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ZAKLADNI VZTAHY MEZI PARAMETRY MODELU
A AUTOKORELACNI POSLOUPNOSTI

ARMA&(nT )= iaky(nTvz-kTvz)+Zq‘,ka(nTvz-kTvz) y(nT,, -mT,,),E
k=1 k=0
E(nT,,)y(nT,, ~mT,,)| = - & Ely(nT, ~KT,,)y(nT,, ~mT,, )] +
=
ib E[x(nT,, -kT,,)y(nT,, -mT,,)]
=
Y, (mT,,) = kZ: Yy (MT,, —KT,, +Zbkyxy (mT,, —kT,)

k=0 '}

Yy, (MT,,) ... vzajemna korelacni poslouppost mezi x(nT,,) a y(nT,,)

Y, (MT,,) =E[y(nT,, )x(nT,, +mT,,)]| = E[ir(kuz X(nT,, —kT,,).x(nT,, +mT,, )} =
k=0

predpokladdme kauzalni filtr ———,
Y h(kT,, E[x(nT,,).x(nT,, +mMT,, +kT,)] = ih(kTVZ W, (mT,, +KT,,)=
k=

k=0




ZAKLADNI VZTAHY MEZI PARAMETRY MODELU
A AUTOKORELACNI POSLOUPNOSTI

ARMA (pokracovani):

P
- Zak'yyy(mTvz - kTvz) m > q
k=1
P q—m
yyy(mTvz) =\ Zak'yyy(mTvz - kTvz ) + G>2< Zh(kTvz )'bk+m O sms q
k=1 k=0
Y, (—MT,,) m<0

\

nelinearni vztah meziy,,(mT,,) a parametry a, a b,
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ZAKLADNI VZTAHY MEZI PARAMETRY MODELU
A AUTOKORELACNI POSLOUPNOSTI

ARMA (pokracovani):

Ize rozdélit na linearni vztah pro uréeni parametrd a,, m > q

Y,y (Q) Yo(a=1 - y,(a-p+Nlla; | [vy,(a+1)]
yyy(q+1) yyy(q) yyy(q_p+2) a2 — _ yyy(q+2)
Yy(@tp-1) vy,(Q+tp-2) - Yw(@) |3 | | Yy(atP)

a nelinearni vztah pro0<m <

jina interpretace:

hodnoty autokorelacni posloupnosti y,,(mT,,), m>q jsou
jednoznacne urceny koeficienty charakteristickeho polynomu
a, @ hodnotami y,,(mT,,), O<ms<p

z toho plyne, ze linearni model automaticky definuje hodnoty
autokorelacni posloupnosti Y,,(mT,,) pro m>g

W
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ZAKLADNI VZTAHY MEZI PARAMETRY MODELU
A AUTOKORELACNI POSLOUPNOSTI

AR:
( p
- Zak'yyy(mTvz - kTvz) m > O’ (q = O)
k=1
p
Y,,(MT,,)=1-> a.y,,(mT, -kT,)+0; m=0,(0<ms<gq,q=0)
k=1
Y,y (—MT,,) m <0




ZAKLADNI VZTAHY MEZI PARAMETRY MODELU
A AUTOKORELACNI POSLOUPNOSTI

AR:

v, (0) y,(-1)
Y,y (1) Y,y (0)

Yy, (-p+1)]
- Y, (-pt2)

Yyy(P=T1) v, (P-2) -

Yy (0)

P
0)2( = yyy(o) t Zak'yyy(_kTvz )
k=1

v,,(0) vy, (1)
Y (1) v, (0)

- Y, (-p+1)

Yyy(P) Yy (P—1) -

Y,y (—P)

Yy (0)

'y, (1)
Y,y (2)

Yy, (P)

Yule-

Walkerovy

rovnice
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ZAKLADNI VZTAHY MEZI PARAMETRY MODELU

A AUTOKORELACNI POSLOUPNOSTI

MA:
h(k)=b, 0<k<q a =0 1<k<p

(

0 m >qQ

yyy(m-l_vz)_< ZZb bk+m O<m<q
vyy( mT,,) m<O0
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AR MODELY

Yule — Walkerova metoda

vypocet odhadu autokorelace ze signalové
posloupnosti y(nT,,) a pom~oci tohoto
odhadu odhad parametru a, AR modelu

uzitecnosti:

1) odhad AKF

2) reseni Yule-Walkerovych rovnice;
3) odhad vykonové spektralni hustoty




GEORGE UDNY YULE, FRS

*18.2.1871, Morham, Skotsko, U.K.
t 26.6. 1951 Cambridge, Anglie, U.K.

britsky statistik, pochazel z uznavané skotske
rodiny védcu, dustojnikld, Ufednikd a spravcy.
Jeho stryc byl orientalista Sir Henry Yule (1820-
1889)

zajmy: teorie a aplikace korelace, regrese
predevsim ve spojeni s casovymi radami

Frank Yates v jeho nekrologu uved|: "To summarize we may, I think,
justly conclude that though Yule did not fully develop any completely
new branches of statistical theory, he took the first steps in many

directions which were later to prove fruitful lines for further progress...

He can indeed rightly claim to be one of the pioneers of modern
statistics”.
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SIR GILBERT THOMAS WALKER

* 14.6.1868 Rochdale, Lancashire, Anglie
t 4.11.1958 Coulsdon, Surrey, Anglie

predni britsky matematik, fyzik a
meteorolog

Walker Institute for Climate System
Research

znam predevsim popisem tzv. jiznich

- 7 . . Vé . (o) Vé
oscilaci, klimatickeho jevu zpusobeneho
morskym proudem El Nino

He was a very normal human being, with none of the proverbial
eccentricities of mathematicians among whom he ranked high. This
normality itself is perhaps a great and likable distinction (Sohoni, 1959)

W




AR MODELY

Yule — Walkerova metoda
ad 1)

N-|m|
S x(nT, ) x(nT,, -mT,,)

n=0

Fo(MT,,) =

= autokorelacni matice je pozitivheé semidefinitni
= vysledny AR model bude stabilni

= predpoklada se, ze stabilni AR model reprezentuje

data nejlépe (!?)




AR MODELY

Yule - Walkerova metoda
ad 3) _
ISYW(f) G)z(pTvz

ki: o TI2TkT,,
= N lj[ \ak(k)\] =

je odhad minimalni stredni kvadraticke odchylky
prediktoru p-tého radu




AR MODELY

Yule — Walkerova metoda
ad 2) reseni Yule-Walkerovych rovnic

LEVINSONUV - DURBINUV
ALGORITMUS
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NORMAN LEVINSON

*11.8.1912 Lynn, MA, USA -
t 10.10.1975 Boston, MA, USA
americky elektrotechnik a matematik

zajmy: Fourierova transformace,
komplexni analyza, nelinearni
diferencialni rovnice, teorie Cisel,
zpracovani signalu, Levinsonuv
algoritmus (1947)

studia: M.I.T., Master degree in E.E.
(1934), PhD stipendium - Cambridge,
PhD degree M.I.T. - matematika

zamestnan: M.I.T.
ucitel a spolupracovnik: N. Wiener




JAMES DURBIN

* 30.6.1923, Widnes, Anglie, U.K. - t
23.6.2012 Londyn, U.K.

- britsky statistik, ekonometrik
studium: St John’s College Cambridge

(spoluzak David Cox), ucitel Sir
Maurice Kendall (Kendaldv
korelacni koeficient

kTRee = &~P
C+D

C je pocet shodnych paru a D je pocet
neshodnych para)

zamestnani: London School of Economics (1950-1988)

zajmy: analyza Casovych rad, korelace casovych rad, vylepsil

Levinsonuv algoritmus (1960)




LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

efektivni rekurzivni algoritmus vypoctu
koeficientt a,, k=1,...,p z Y.-W.rovnic
vyuzivajici skutecnosti, ze autokorelacni
matice ma vlastnosti Toeplicovy matice

(T(i,3)=t(i-3)) ©  y.()

yXX ) yXX(p_1)
-2 YD Va0 (P =2)
Yo (P=1) Yo(P—=2) - Y,(0)

pracnost L.-D. algoritmu je o(p?)
pracnost Gaussovy eliminacni metody je o(p?3)

W




LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

dopredna linearni predikce
nogmélm’ rovnice:

> a (k)y,, (T, —-kT,,)=0 I=1,2,..,p; a,(0)=1
k=0

vysledna minimalni MSE

P
E. =v,,(0)+> a (k)y,, (-kT,,)
k=1

rozsirené normalni rovnice:

9
Zap(k)yyy(lTVZ -kT,, )=+
k=0

\

-
f
EP

0




LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

¥ vypocet je rekurzivni, vychazi z reSeni systému 1.
radu a vysledky pro systém i-tého radu se odvozuji
z reseni (i-1). radu

systém 1. radu

p=1
a,(0).y,, (M +a,(1).y,,(0) =0 :>a1(0)

V(D
EDF 1002, () =1, 00~ oy, (1=
oy
= 0




LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

systém 2. radu
p=2
a,(0).y,, (1) +a,(1).y,,(0) +a,(2).y,,(-1) =0
a,(0).y,,(2) +a,(1).y,, (1) +a,(2).y,,(0) =0
a,(0)=1
a,(1).y,,(0)+a,(2).y,, (-1) ==y, (1) Yy (1) =—a,(1).y,, (0
a2}1)-vyy(1) +a,(2).y,,(0) =-v,(2)

@(ﬂ.vyy(m—a2(2>.a1<1>.vyy<0> =a,(1).y,,(0)
a,(1) =a,(1) +a,(1).a,(2)




LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

systém 2. radu (pokracovani)
p=2 yyy(1) = _a1(1)'yyy(o

a,(1).y,,(1) +a,(1.8,(2).y,, (1) +8,(2).y,,(0) = -y,,,(2)
a,(2)|v,,(0)-a2(1).y,, (0)| = y,,(2) ~a,(1).y,, (1)
v, @ +a,0)y, ) _ v, @+a0)y, 0
¥,,(0)=a5(1).y,,(0) | El
\0_2

k-1

a,(2) =
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LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

obecne:

¥, (K)+ 2841y, (k=1)
E\
a, (1) = a,4(1) +a,_4(k —i).a, (k)

a, (k)=

E, =0, =[1-a,(k)l.o,
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LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

poznamky + uzitecnosti + zajimavosti

v L.-D. algoritmus poskytuje odhad parametru AR
systému nejen pro pozadovany rad, nybrz i pro
vsechny nizsi rady;

¥ jak se spravny rad pozna:

0.2 = E,f se v dalsi iteraci prestane zmensovat, resp.
ap+1(k)=a,(k) pro k=1,2,..,p a tim a,,;(p+1)=0
obecné pro proces AR(p) a,(k)=0 a 0,* = 0,2 pro

k>p
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LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

poznamky + uzitecnosti + zajimavosti

v parametry {a;(1),a,(2),..., a,(p)} se Casto nazyvaji
koeficienty reflexe K, (nazev souvisi s realizaci predikcnich

algoritmu mfiZzkovou strukturou);

pokud {Y,,(0), y,,(1), ,..., ¥,,(P)} je skutecna autokorelacni
posloupnost, tj. AK matice je pozitivhé semidefinitni, pak

la (k) |=[K(k)| <1 pro k=1, 2, ...,p;
dusledky:

0,12 < 0,2, to znamena, ze 0,2 dosahne minima prave pri spravném
radu;

nutnou a postacujici podminkou, aby poly X(z) lezely uvnitf nebo na
jednotkové kruznici v roviné z je |K(k)| <1 pro k=1, 2, ...,p = AR
systém je stabilni;

je-li |[K(k)| = 1 pro nékteré k, pak je treba rekurzi ukoncit, protoze
0,2=0 ... v tom pripadé je proces ryze harmonicky
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LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

poznamky + uzitecnosti + zajimavosti

v pokud by byl L.-D. algoritmus implementovan pomoci
paralelniho procesoru s optimalnim poctem jednotek, je

pracnost algoritmu (9(p.log,p);

v pFi odhadu vykonového spektra harmonickych signdld
pomoci AR modelu jsou spektralni vrcholy AR spektra
Umérné ¢tverci vykonu harmonickych signalu;

v plocha pod spektralnimi vrcholy vykonové spektralni hustoty

je linearné umeérna vykonu harmonickeho signalu;

v blokoveé schéma L.-D. algoritmu
— U
| oadiad Ak @oslmﬂ
|

[ialiace reare |

\ . il — ==
lﬁhvﬁ?&m %ﬂm S \
T —
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LEVINSONUV - DURBINUV ALGORITMUS

poznamky + uzitecnosti + zajimavosti

v pokud by byl L.-D. algoritmus implementovan pomoci

paralelniho procesoru s optimalnim poctem jednotek, je
pracnost algoritmu (9(p.log,p);

v pFi odhadu vykonového spektra harmonickych signdld
pomoci AR modelu jsou spektralni vrcholy AR spektra
Umérné ¢tverci vykonu harmonickych signalu;

v plocha pod spektralnimi vrcholy vykonové spektralni hustoty
je linearneé umeérna vykonu harmonickeého signalu;

v blokoveé schéma L.-D. algoritmu

] Odfta.; Ak Q,aslowpwm

e
v\ou'x'l moe. vekurze
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