Priklady na precviéovanie — limity a spojitost funkcii
viac premennych

Nasledujtce riesené priklady ilustruji najcastejsie pouzivané techniky vy-
poctu limit funkcii viac premennych. Najdolezitejsie z nich su tieto:

e dosadenie

e Uprava

e substittcia (Castokrat vedie na vypocet limity funkcie jednej premen-
nej)

e zavedenie polarnych (sférickych) stradnic (pripad vlastného bodu, pri-
pad nevlastného bodu)

Riesené priklady
Priklad 1 (dosadenie)
lim 222 4+ Ty — 32 + 5).
(z,y,z)—>(1,3,1)( y )
Riesenie:
Za x,vy, z jednoducho dosadime prislusny limitny bod:

lim  (22%+ Ty —32+5)=2+21—-3+5 = 25.
(z,y,2)—(1,3,1)

Priklad 2 (substittcia, tprava)

. 2—4—2xy
lim @ ———.
(z,y)—(0,0) Ty
Riesenie:
Vidime, zZe zavedenim substiticie ¢ = xy prevedieme dand limitu na limitu
z funkcie jednej premennej t, pricom ak + — 0 a y — 0, potom t = xy —
0-0 = 0. Preto po zavedeni tejto substiticie mame:

2 — /4 — 2—+4—1
lim Y- gy VR
(z,y)—(0,0) Ty t—0 t



Nakolko nastava neur¢itost typu 0/0, vykoname tpravu — rozsirime vyrazom

2+ 4 —t:
2—V4—t . (2—-V4—-t)(2+V4-1) ) t

hm— = 111m =11m —-—— =
t—0

=0 t =0 t(2+ V4 —t) t(2+V4—1)

1 1

=lim ——m— = —.

t—0 2 4+ /4 — ¢ 4

Teda:
) 2—4d—xy 1
lim ——m——==-
(2,9)—(0,0) Ty 4
Priklad 3 (aprava)
22 —

lim .
(zy)—(2,2) 2 — 3y + 3x — xy
Riesenie:
Opiit nastava neurcitost typu 0/0. Vykondme vhodni tpravu — ¢itatel i me-
novatel rozloZime na stéin:
x? — g2 (x —y)(z + ) T+

lim = lim = lim = —.
@y)—22) 22 =3y +3r —xy  (@y—-22) (x—y)(x+3) @y-22r+3 5

Priklad 4 (substittcia)

m SR g
(@) >00) @

Riesenie:
Mame neuré¢itost 0/0. Namiesto premennych x, y budeme uvazovat premenné
t,y, kde t = xy. Potom, nakolko z —+ 0ay — a,t = 2y — 0-a = 0. Povodnu
limitu z funkcie dvoch premennych sme teda transformovali zavedenim novej
premennej ¢ opif na limitu z funkcie dvoch premennych, ktort vSak vieme
lahSie vypocitat:
sin(zy) , sin ¢

lim = lm —-y=1-a=a.
(z.y)=(0,0) T (ty)—=(0a) 1




Priklad 5 (substittcia)

- te ( (x—4>2—y2).

(I,y)—)(‘l,o) l‘z (,’]j — 4)2 — y2

Riesenie:
Uvaha podobné ako v predchidzajicom priklade. Neuréitost je typu 0/0.
Namiesto y zavedieme novi premennt t = /(z — 4)? — y2, pricom limitna
podmienka bude t — 0. Dostaneme:

tg( (93—4)2—92) . tgt . otgt 101
= = lim —-

lim = = = )
@n)—40) 22, /(z — 4)% — 12 (@)—10) 2t (zp—@40 t 22 16

Priklad 6 (polarne suradnice, tprava)

, 1 — cos(z? + y?)
lim
(@y)—00) (22 + y?)z?y?

Riesenie:
Neurcitost 0/0. Zavedieme polarne stradnice:

T =pcosy, Y= psiny.

Dostaneme:
1 — cos p?

lim :
p—0t ptsin? ¢ cos?

Vyraz obsahujuci p upravime takto:

2

1 —cosp? = 231112%.

Teda:

2

2
1—cosp? 2sin?4  sin?f 1 (mé) 1
_ = >

O]
2



Po dosadeni preto mame:

2 A
. 1 —cosp . sin & 1 1
lim — = lim > S = — ,
p0t ptsin® pcos® ¢ poot | L 2sin”pcos? p  2sin® pcos? ¢

nakolko vyraz v zatvorke konverguje k 1. Limita zavisi na uhle ¢, a preto
neexistuje.

Priklad 7 (sférické stradnice)

x
lim _
(z.9,2)=(0,00) T + Y + 2
Riesenie:
Mame neurcitost typu 0/0. Zavedenim sférickych stradnic ukdzeme, ze této
limita neexistuje. Ak bod A ma kartezidnske suradnice x,vy, z, potom jeho

sférické stradnice r, ¢, 6 st definované takto:
r — dlzka tsecky spéajajica bod X so zaciatkom O, r > 0,

¢ — uhol (orientovany), ktory zviera priemet usecky OX do roviny zy
s kladnym smerom osi z, ¢ € [0, 27),

0 — uhol (orientovany), ktory zviera tisecka OX s kladnym smerom osi
z, 0 € [0,7].

Plati (sférické stradnice v okoli bodu (0,0,0); viac o tom v skriptach alebo
v zbierke Hasil-Zemének):

r=rcospsinf, y=rsinpsinf, z=rcosb.
V nasom pripade limitnd podmienka bude r — 0T, takze:

. x . 7 cos psin 6
lim _—
(25,2)—(00,0) T + Y + 2

11m : - - =
r—0+ 1 cos sinf + rsinsinf + r cos

cos @ sin cos sinf

lim = .
r—0+ cos psinf +sinpsinf + cosf  cos ¢ sin @ + sin p sin § + cos 6

Vysledna limita zavisi na uhloch ¢, 8, takze neexistuje.



Priklad 8 (aprava, polarne stradnice, veta o dvoch policajtoch)

: 2 2\ 22y
(x,yglirfom(x T
Riesenie 1:
Ide o neur¢itost typu 0/0. Vyraz za limitou zapiSeme takto (vyuZijeme spo-
jitost exponencidlnej funkcie):
m (22427 = lim eI el Too” Y M)
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

Zavedieme polarne sturadnice v okoli bodu (0, 0):

li 2 21 2 2y Ii 4 -2 2 1 2 _
(z7y)11>1%070)x y- In(z” + y°) pg&p sin® p cos” pln p

= lim (p*In p?) - (sin? p cos® ).

p—0t

Vypoé&itame limitu z ¢asti p* In p? (napr. pomocou L’Hospitalovho pravidla):

1
Inp 0 »

. 4 2 _ o 1 4 —9. 5 —(Z) =92. 1 P _
S =2 lip plnp =2 i (5) =2 =5
(-1/2)- kim,p

Takze:

lim (p*In p?) - (sin® ¢ cos® ¢) = 0.

p—0+t

Limita existuje, nakolko plati:
|(p*In p?) - sin® p cos® ¢ — 0] < p*|In p?| — 0, pre p — 0

(vyuzili sme odhad |sin? ¢ cos® | < 1). Plati teda:

2

lim 2%2In(z®+14%) =0 = lim (2 +°)"Y =" = 1.

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
Riesenie 2:
Limita sa d4 spocitat i pomocou vety o dvoch policajtoch pre funkcie jed-
nej premennej. Je potrebné vsak vyuzit niekolko skutoc¢nosti. V prvom rade
budeme potrebovat nerovnost:

2|zy| < z? 4+ 2
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Dokéze sa Tahko z nerovnosti 0 < (|z| — |y|)*>. Okrem toho plati |zy| =
V22?2 = (z%y%)2, podla definicie druhej odmocniny. Preto mame:

9. ($2y2)§ < 2242

Konvergenéna podmienka v danej limite hovori, Ze s bodom [z, y] sa bliZzime
k bodu [0,0]. Inak povedané, vzdialenost /x? + y? ide do nuly. Preto sa
mozeme obmedzif iba na body [x, %] splhajtce:

Vit P <1l < 22+ <1
Kombinaciou poslednych dvoch nerovnosti mame:
2- (nyz)% <224y <1

Nésledne umocnenim na kladny vyraz 2%y? dostaneme:

2

1
27 [(nyQ)nyQ] (@)t <17 =1
No a teraz aplikujeme vetu o dvoch policajtoch. Plati lim, )00 1 =1 a:

1 1
lim 27" . [ 22 xﬂ = lim 22 . lim [ 22y xﬂ 2 _
(2.9)—+(0.0) @) (2.9)-+(00) oo [TV

1

0 : 2, 2va2y? | 0. 12

=2". lim (z%y*)*v | =2"-12 =1.
(z,y)—(0,0)

V poslednom kroku sme vyuzili limitu funkcie jednej premennej:

lim t' =1,
t—0+

aplikovanim pre t = 2%y2. Podla vety o dvoch policajtoch teda i prostredny
¢len v poslednej nerovnosti musi konvergovat do 1. Preto:
lim (2% + 4" = 1.
(x,y)%(ovo)( v)

Priklad 9 (aprava)

22

1\ =+
lim <1—i——) , a€eR

(z,y)—(00,a) x
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Riesenie:
v oo} . v / . 1,
Ide o neurcitost typu 1. Ak si vSimneme vyraz pod exponentom, vidime,
ze sa da upravit na é-ckov limitu:

1\ "] 7
lim {(1-1——) } )
(z,y)—(00,a) €T

Vyraz v hranatej zatvorke konverguje k ¢islu e. Limita exponentu je:

. T i 1
lim = lim
(zy)—(c0a) T+ Y  (zy)—>(c0a) 1 +

1\ 7 1\ "] 7
lim (1 + —) = lim {(1 + —) } =e.
(z,y)—(00,a) T (z,y)—(00,a) T

Priklad 10 (tprava)

= 1.

Teda:

Riesenie:

Ide o neurcitost (0o/00)™. Vyuzijeme takyto odhad:

w [ 1
24y T 2
Toto vyplyva z nasledujtceho:
2
0 < (lz| = [y])",

0<a2®+y*—2[z|-|yl,
2| - Jy| < 2+ ¢,

2| - ly| 1 2 2
< = 0
Zrg S *+y” #0,
w1
x2+y?| T2
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Plati teda:

2

< Y '
— I’Q + y2

i (5) 0
im = =0,
(@,y)—(00,00) \ 2

takze podla vety o dvoch policajtoch dostéavame:

Avsak:

2

X
lim it —0.
(z,y)—(c0,00) \ 22 + y?

Priklad 11 (polarne stradnice)

. r+y
llm ﬁ .
(r,y)—>(oo,oo) e —xy + Yy
Riesenie:
Méame neurcitost typu co/oo. Zavedieme polarne siradnice v okoli bodu [0, 0]:

T =pcosp, y=psing,

pricom konvergencné podmienka bude p — oo a ¢ € (0,7/2) pre body s
dostatocne velkym p (premyslite si to zndzornenim konvergencie na obrazku;
zaujimaju nas body s velkym kladnym x a s velkym kladnym ). Po dosadeni
dostaneme:

pCcosp + psinp 1 cosy+sing

lim - —— = lim —- - =
p—oo p? cos? p — p?cospsing + p?sin®y  p—oop 1 —cosysing

Treba eSte ukazaf, Ze konvergencia je rovhomernd vzhladom na uhol ¢, t.j.
potrebujeme zhora ohranicit vyraz

1 cosp—+sinp 0
p 1—cospsinp

nie¢im, ¢o nezavisi na uhle ¢ a konverguje k nule pre p — oo. Bolo by teda
fajn ohranic¢it zhora vyraz:

cos (p + sin
1 —cospsing|
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To znamené ohranicit ¢itatel zhora a menovatel zdola. Plati:
| cosp +sinp| < |cosp| + |singp| < 2
Dalej mame:
COoS psin p = % sin 2¢,
—1 <sin2p < 1.

Platia teda nerovnosti:

1
5 < cospsing <

DO | —

Vykoname na nich niekolko tprav:

1 < L 1
—— < cospsin =
2 — ()0 30_ 2’
1 S L 1
— > —cos psin —=
5 = psme = 9
1 ) 1
1+=->1—-cospsinp >1——,
2 2
S >1 i > 1
= — cos psin —.
2= PR =5
Vyraz 1 — cos psin ¢ je teda kladny a preto:
. ) 1
|1 — cospsinp| =1 —cospsiny > 3

Nasli sme teda ohranicenia:

1
| cos o +sinp| < 2, |1—Cosgosinap|25.
Preto plati:
cos +sing | |cosy +sin g < 2 _4
1 —cosgsingp| |l —cospsing| — 1/2 7
Potom:
'1 COS¢+81?@ _0’ <§7
p 1—cospsinp —p
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a lim (4/p) = 0, ako sme si zelali. Preto ivodna limita existuje a plati:
pP—00

lim _rtTy Ty -
(2,y)—(00,00) T2 — Y + y?

Priklad 12
Urcte body nespojitosti funkcie:

2+ 3y

floy) = 5~ 3y

Riesenie:
KedZe f je pozliepané z elementarnych funkcii, bude nespojita tam, kde nie
je definovand, t.j. v8ade tam, kde 2% — 3y = 0. MnoZina bodov nespojitosti
funkcie f je teda graf funkcie y = 22/3.

Priklad 13
Urcte body nespojitosti funkcie:

a @yl #10,0],
T,y) =4 TV
e ={ 57 oo
Riesenie:
Zrejme jediny problematicky bod bude [0, 0]. Pozrieme sa na limitu f v tomto
bode. Plati: 2y
lim r,y)= lim ———.
et (=.9) (2:)—0,0) 22 + y?

Zavedieme polarne sturadnice v okoli bodu [0, 0] a po dosadeni dostaneme:

p? cos psin @

lim = lim = lim cos @ sin ¢ = cos ¢ sin ©.
()2 (00) T2+ 12 g0t pP g PRI psme

Vysledné limita zavisi na uhle ¢, preto f nemd limitu v bode [0, 0]. Teda f
je nespojita v bode [0, 0], v8ade inde je spojita.

Pri pocitani limit z funkecii viac premennych sme uvazovali situaciu typu:

lim [...],
(z,y)—=(a,b)
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t.j. premenné x,y sa sucasne nezdvisle blizili k bodom a, b. Niekedy sa vy-
skytne situécia typu (tzv. opakované limity):

lim {lim[. . ]] , resp. lim [lim[. : ]] ,
r—a |y—b y—b Lr—a

t.j. premenné x,y sa opif nezdvisle blizia k bodom a,b, ale nie sicasne —
najprv sa hybeme s premennou y, a potom hybeme s premennou x, resp.
naopak. Tato drobné odlisnost méze dramaticky zmenit charakter pocitane;
limity.

Priklad 14
Méame vypocitat nasledovné limity:

y 22y

im ,

(2,9)—(0,0) 22y + (z — y)?
2,2

lim |lim Ty ,

z—0 |y—0 x2y2 —+ (q: — y)2
2,2

lim |lim Ty .

y—=0 |2—0 22y? + (z — y)?

Riesenie:

Prva limita neexistuje. Odkial berieme podozrenie? Podozriva je ,nesiro-
dost“ ¢lenov obsiahnutych v danom vyraze. Clen z2y? je 4. radu, naproti
tomu ¢len (z — y)? je iba 2. rddu a navyse sa vyskytuje iba v menovateli.
Ak by sme s premennymi konvergovali do oo, bolo by vSetko v poriadku,
nakolko ¢len 4. rddu by po istom cCase prevazil ¢len 2. radu. Avsak my ideme
s oboma premennymi do nuly, takze dominantnym sa pre malinké x, y stava
¢len 2. rddu — pokial uplne nevymizne. Poslednd poznamka je podstatnd. Ak
budeme totiz cestovat po trase y = z (to iste modZeme, nakolko tato trasa
lezi v definiénom obore limitovaného vyrazu pre z,y # 0), dominantny ¢len
(r — y)? vymizne a dostaneme limitu:

134

lim — = 1.
x—0 :1,’4

Ak vsSak pojdeme po ceste 2y = = (opdf mozeme), ¢len druhého radu nevy-
mizne, a vyrazne tym zamiesa karty:

4y A

lim ——— = lim =

y—0 4yt + 92 y—04y2 + 1
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Tym sme nasu domnienku potvrdili.
Druhé limita sa spocita tak, Ze premennu z si ,Jubovolne zafixujeme* a
spocitame

ako limitu jednej premennej y (z berieme ako konstantu). Tato limita exis-
tuje:
22y?

im —2—0
y=0 2292 + (x —y)2 22

Potom tento vysledok limitujeme podla x:

im0 = 0.

x—0

Teda:

2202
lim |lim J —0.
a—0 [y—0 x2y? + (m — y)2
Podobne situacie dopadne aj v pripade tretej limity (premenné z, y vystupuju
v danom vyraze symetricky):

2,2
x

lim |lim i = 0.

y—=0 |2—0 22y? 4 (z — y)?

Zistili sme teda, Ze napriek tomu, Ze limita z danej funkcie neexistuje, obe

opakované limity existuju a dokonca sa rovnaja.

Priklad 15
Maéame vypocitat nasledovné limity:
1

lim (x + y)sin —sin —,
(:L‘,y)—)(0,0)( y) x

s .11
lim (lim(z + y)sin —sin—| ,
z—0 | y—0 €T Yy

: : 11
lim [lim(z + y)sin —sin—| .
y—0 [x—0 €T Yy
Riesene:
Prva limita existuje, nakolko sin(1/x)sin(1/y) je ohrani¢end funkcia a = + y
konverguje do nuly. Preto:
1 1
lim (z+y)sin—sin— =0.
(,y)—(0,0) x Y
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Ani jedna opakovand limita vSak neexistuje. Zoberme si napriklad limitu:

s .11
lim |lim(z + y) sin — sin — | .
z—0 |y—0 xT Yy

Premennt z zafixujeme. Plati:

lim(x 4 y) sin — sin — = lim (w sin — sin — + y sin 1 sin —) )
y—0 T Yy y=0 T Y x Y
Druhy séitanec konverguje do nuly (sinusova ¢ast je ohrani¢ena, y — 0).
Limita prvej ¢asti neexistuje (sin(1/y) nema limitu pre y — 0). To znamena,
Ze ani opakovana limita neexistuje.
Niekto by mohol namietnut — zoberme teda také pevné x, aby:

N
rsin—sin— =0
z Y

a potom bude vSetko v poriadku. Iste také = existuje (napr. x = 1/7). Treba
si vSak uvedomit, o ¢o tu v skutoc¢nosti ide. MoZno to prirovnat k akejsi
stafete. Prvé vystartuje y a po dobehnuti (v nasom pripade do bodu 0)
odovzdéa svoj kolik (t.j. vysledok svojho limitovania) premennej . Preberanie
kolika musi prebehnit za akychkolvek podmienok — premennd y musi byt
schopné odovzdat svoj kolik po prebehnuti kaZdej dostupnej trasy a pri kazdej
dostupnej pozicii premennej z. (dostupné trasa a dostupnd pozicia lezi v
definiénom obore funkcie). Inymi slovami, limita podla y musi existovat pre
kazde zafixované z. Podobne, premennd x nech kolik preberie kdekolvek, musi
ho opiit $tastlivo priniest do ciela (zas po kazdej pripustnej trase). V nasom
pripade je vSak premenna y tak nemozna, ze svoj kolik skoro vZdy strati, t.j.
kolik, teda vysledok po limitovani podla y, skoro nikdy neezistuje (az na par
vzacnych okamihov, ked ju premenné z ¢akd na vhodnych pozicidch, napr.
x = 1/m). TakZe o nejakom zdarnom dopraveni kolika do ciela nemoze byt
ani re¢; premennd x nemé ¢o priniest do ciela. Preto uvedend opakované
limita neexistuje. Podobne je to i v pripade tretej limity (tam zas zlyhava
premennd z so svojim kolikom :)) ).

13



