Priklady na precvicovanie — diferencialy a Taylorova
veta pre funkcie viac premennych

Riesené priklady — I. diferencial funkcie viac premennych

Priklad 1 (dotykova rovina, normala)
Urcte rovnicu dotykovej roviny a normaly ku grafu funkcie

flz,y) =2*+ 32> —ay+

v bode [1,0,7].

Riesenie:
Potrebujeme zistit prvy diferencial funkcie f a jej hodnotu v bode A =
la1,as] = [1,0], nakolko rovnica dotykovej roviny mé tvar (X = [z,y] je

vSeobecny bod):

2= F(A) = df(4, X).
Plati f(A) =2 a:

df (A, X) = fo(A) - (x — a1) + f(A) - (y — a2).
Postupne dostavame:

fo(A)= (2" +3y" —y+ Da=4, f(A) = (6zy —2)a =1,

df(A, X)=4(x—1)—(y—0) =4z —y — 4.

Pre rovnicu hladanej dotykovej roviny teda plati:
2 —2=4dr—y—4, = 4dr—y—2—-2=0.

Jednym z jej normélovych vektorov je napr. vektor n = (4,—1,—1) (ko-
eficienty pri z,vy, z). Preto norméala ku grafu funkcie f v bode [1,0,2] ma
rovnicu:

r=1+4, y=-t, z=2—-1, tekR.

Priklad 2 (priblizné vypocty)
Pomocou prvého diferencidlu vhodnej funkcie urcte priblizne +/1.023 + 1.973.



Riesenie:
Ako vhodny kandidat sa nam prirodzene pontika funkcia f(x,y) = /23 + y3.
Chceme zistif hodnotu funkcie f v bode X = [z,y] = [1.02,1.97]. Vieme, Ze
pre bod A = [ay, as] ,blizky“ bodu X plati:

F(X) = f(A) +df(A,X).

Za bod A mozeme vziaf napr. A = [ay, as] = [1, 2], nakolko hodnotu f(A) =
V13 4 23 = 3 vieme presne spocitat. Potrebujeme este urcit prvy diferenciél
funkcie f v bode A (vzhladom na bod X). Plati:

df (A, X) = fo(A) - (z —ar) + [,(A) - (y — a2),

, B 32 B 1 , B 3y B
- () b - () -

Potom:

Af(A,X) = 3 (w = 1) +2(y —2),

a pre hodnotu f(z,y) mame odhad:

f(x,y)%3+%(x—l)+2(y—2).

Dosadenim = = 1.02 a y = 1.97 dostaneme /1.023 + 1.973 = f(1.02,1.97) ~
2.95.

Priklad 3 (kmenova funkcia)
Rozhodnite, ¢i vyraz

x dx + J

A+ ——dy
/12 + y2 /xZ + y2
je prvym diferencidlom nejakej funkcie F'(x,y). Ak dno, najdite vSetky takéto

funkcie F'.

Riesenie:
Chceme teda overit, ¢i existuje funkcia F'(x,y) s vlastnostou:

dF = * dz + Y

dy.




Kedze pre diferencial dF' plati:

oF oF
dFf = —d —d
ar " + dy v
dostavame:
x oF Yy oF

NN
Uloha sa nam teda pretransformovala na najdenie kmefovej funkcie F k
dvojici funkecii:
x Y
Ve NS e
Postupujeme standardne, ako pri rieseni exaktnych DR:
A — xy , yx

= __ N=-——2_

Z rovnosti M, = N vyplyva existencia kmenovej funkcie F' k dvojici M, N.
Plati pre nu:

F(x,y):/M(:ﬂ,y)dx:/\/%yzdx:\/ﬁ—i-gﬂ—i-(?(y).

M(.T,y) =

Nezndmu integra¢nt funkciu C'(y) zistime z rovnosti:

OF
N = —.
(.9) =3,
Po dosadeni dostaneme (C’(y) oznacuje derivaciu C(y) podla premennej y):
< ),

NCZESY - NCZESY
0=C'(y) = C(y) = K, K je konstanta.

Teda vsetky funkcie F', ktoré maju vyraz v zadani za svoj prvy diferencial,

su tvaru:
F(r,y) = v2*+y*+ K, KecR

Poznamenajme, ze kmernova funkciu F' najdeme i tak, ze vypocitame obidva
integraly f Mdx a f N dy; dostaneme potom dve integracné funkcie C(y) a
D(x), ktoré uré¢ime vzdjomnym porovnanim pravych stran (tak, ako sme to
robili na cviceniach :)).



Riesené priklady — Taylorova veta pre funkcie viac premennych

Podobne ako v tedrii funkcii jednej redlnej premennej, tak aj pri funkciach
viac premennych plati analégia Taylorovej vety. Ak f je funkcia m premen-
nych a bod A € D(f) je taky, Ze na istom okoli O(A) bodu A je funkcia f
(n + 1)-krat diferencovatelna, potom pre kazdy bod X € O(A) sa hodnota
f(X) da vyjadrit v tvare:

f<X> = Tn<A>X) + Rn(X)a

kde T,, je n-ty Taylorov polyném funkcie f so stredom v bode A. M4 tvar:

1 1 1
T (A, X) = F(A)+ 3 df(A,X) + 2 2F(A,X) + -+ —d" f(A, ),
kde d*f(A, X) je k-ty diferenciél funkcie f v bode A, k =1, ..., n. Funkcia
R, (X) sanazyva zvysok Taylorovho polynému a zvycajne sa zapisuje v tvare:

1

R“X*:m+1ﬂ

AUFA+0(X — A), X +6(X — A)), 6€(0,1).

Funkcia R, (X) (az na faktor 1/(n+1)!) je teda (n+ 1)-ty diferencial funkcie
f vbode A+ 60(X — A), teda v nejakom (bliz§ie neuréenom) bode vo vnitri
usecky spédjajucej body A, X. Vyznam zvysku R, (X) je v tom, Ze ¢islo
|R,,(X)| udava chybu, ktorej sa dopustame, ked hodnotu funkcie f v bode
X aproximujeme hodnotou Taylorovho polynému 7;,(A, X) v bode X.

Diferencial k-tého radu funkcie f sa definuje nasledovnym formalnym
zapisom (X =[xy, o, ..., Ty, A =[ay, ag, ..., ay)):

=1

d’“f(A,X) = (Z(xz — a;) %) f(A).

Tomuto zépisu je treba rozumiet nasledovne. Uvedeny stcet formalne umoc-
nime, pricom namiesto mocnin symbolu 0/0x; uvazujeme parcialnu derivaciu
f prislusného radu v bode A a mocniny vyrazov x; — a; su klasické mocniny;
ilustrujeme to na priklade. Ak mame funkciu dvoch premennych f(z,y) a
X = [z,y], A = |a1, as], potom napriklad:

1K) = (0= ) -+ - ) 3 ) 1(4) =

4



_2(4) 9 (4)
0x? 0xy

Chceme urcit treti diferencial. Vieme, Ze plati vzorcek:

(x—a1)? +2- (x —a1)(y — az) + 0y (y — as)?.
(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + V°.
Preto:

1K) = (0= ) 5+ - ) ) (4) =

_Pf4) *f(A) 2

= W(x —a)’ +3- 0220y (z—a1)"(y — az)+
2 3

+3- %j(;;;) (z —a)(y — a2)” + 8(;”—;;4)@ — ap)®.

Dalej chceme uréit druhy diferencial z funkcie troch premennych f(x,y, 2).
Plati:
(a+b+c)?=a*+b*+ c + 2ab + 2ac + 2be.

Takze:

0

BIAX) = (0= a) g+ = a) g+ (= a) ) S(A) =

>’ f(A)
072

_0*f(4)

- Ox2

) 2 5(4) 2 5(4)
0xy 0x0z Jyoz

V pripade, ak chceme urcit diferencial funkcie na nejakej mnozine, t.j. bod A
uvazujeme lubovolne, prirastky x; — a; oznac¢ujeme dx; (diferencidly nezavis-
Iych premennych z;). Potom diferencial z funkcie f bude funkciou 2m pre-
mennych — jednak premennych x;, a jednak premennych dz;, i =1, 2, ..., m.
Napriklad ak mame funkciu dvoch premennych f(z,y), potom:

of of

0*f(A)

(ZL‘ — (11)2 + ay2

(x — ag)? + (z — a3)*+

(x—ay)(y—az)+2- (x—a1)(z—asz)+2- (y—ag)(z—as3).

02 f 5?

O*f 9
axay ddeB + a—y2 (dy) .

de(l',y,de',dy) = W (dl.)Q +2-




Priklad 4
Urcte d®f(A, X), ak A=1,2] a

f(z,y) = 2*y? + 3oy® + 22° + 3%
Riesenie:

KedZe sa jedné o treti diferencial, potrebujeme vypocitat vSetky tretie par-
cidlne derivécie funkcie f v bode A. Plati (medzivypocty vynechévame):

[ (A) = (24zy® + 12) 4 = 108,

Txrxr

7 (A) = (242%y) 4 = 48,

Ty
fo(A) = (82° + 18y) 4 = 44,
f (A) = (18z) 4 = 18.

Potom:
P f(A,X) = [ (A)(z = 1)° + 3£, (A)(z = 1)*(y — 2)+

+3.f0y (A) (@ = Dy = 2)* + [, (A)(y — 2)°.

Po dosadeni:

d®f(A, X) =108(x — 1)+ 144(z —1)*(y —2) + 132(x — 1) (y — 2)* + 18(y — 2)°.

Priklad 5

Urcte d?f vo vieobecnom bode, pri¢om:
f(z,y) = ysinz + x cosy.
Riesenie:
Potrebujeme zistit druhé parcidlne derivacie funkcie f:

" . 1! : "
fow = —ysinz, Jzy = cOsx —siny, Jyy = —TCOSY.



Teda:
d*f = fi(dz)® + 27, dedy + £, (dy)*.

Po dosadeni mame:

d*f = —(ysinx) - (dz)? 4+ 2(cos x — siny) - dzdy — (zcosy) - (dy)>.

Priklad 6
Néjdite T3(z,y) so stredom v bode A = [1, 1] pre funkciu f(x,y) = z¥. Po-
mocou tohto vysledku potom uréte priblizne 1.11:02,

Riesenie:
Vieme, ze T5(x,y) ma tvar:

1 1
Ty(w,y) = f(A) +df(A) + 5 d°f(A) + £ I f(A).
Plati f(A) = 1. Dalej potrebujeme uréit prvy, druhy a treti diferencial funkcie
f v bode A = [1,1]. Postupne vypoéitame parcidlne derivacie potrebnych
radov:

fo=wa" Na=1, f,=("Inz)s=0,

fow =Wy =124 =0, fi, =@ " +yz¥ " Inz)s =1,
fr, = (2VIn*2) 4 =0,

Fiaa =y = Dy — 2)2¥) 4 =0,
fa:xy ((2y - 1>37y 2 + y(y - 1)1:‘1/72 In ZL’)A = 1
fa/:/;y (yz¥~ 'In?z+22¥"11n z)a =0, le/lz:y (zY In® z)a=0.

Jednotlivé diferencialy budu:

&2 f(4) = 20z — 1)y~ 1),
I’ f(A) =3(x = 1)*(y — 1).
Taylorov polyném T3(x,y) mé potom tvar:

(-1 -1)

T3(z,y)=14+(x—1)+(x—1)(y— 1)+ 5




Zaroven tento polyném aproximuje vyraz z¥ pre (x,y) z malého okolia bodu
[1,1]:

x4+ (x—-1)(y—1)+ i 1);(y - 1), (z,y) € O([1,1]).

Mame priblizne zistif hodnotu 1.1'%2. Po dosadeni z = 1.1 a y = 1.2 dosta-
neme:

112 2 11401002+ %92 _ 1140002+ 0.0001 = 11021



