Priklady na precvicovanie — parcialne derivacie
Riesené priklady

Priklad 1
Vypoéitajte smerovi derivaciu funkcie f(x,y) = 2® + 3zy + y* v smere vek-
tora u = (1,2) v bode A =[1,1] .

Riesenie:
Ulohu budeme riesit dvomi spésobmi — jednak priamo z definicie smerovej
derivacia, a jednak pomocou gradientu funkcie f. Smerova derivacie funkcie
f v smere vektora u v bode A je definovana:
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Plati A+t -a=[1,1]+¢-(1,2) = [1 +¢,1+ 2¢]. Po dosadeni dostaneme:
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Na druhej strane gradient funkcie f v Tubovolnom bode [z, y] ma tvar:

of (. y) Of(x,y)
ox = Oy

grad f(z,y) = ( ) = (2z + 3y, 3z + 2y).

Po dosadeni teda mame grad f(A) = (5,5) a pre smerovi derivaciu plati:

9f(A)

ou

=grad f(A) @ = (5,5)-(1,2)" =5-1+5-2=15.

Poznamenajme, Ze vypocet smerovej derivacie pomocou gradientu je mozny,
ak f ma spojité parcidlne derivécie (Co v nasom pripade plati); vypocet po-
mocou limity vsak funguje vzdy.



Priklad 2
Vypocitajte z;, z,, ak:
z = In(u® +v?),

kde u =ycosz a v = xsiny.

Riesene:
Funkcia z je zloZend funkcia — z = z(u(x, y), v(z,y)). Plati:
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Postupne dostaneme:
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Priklad 3

p 44 : / !/ / .
Vypocitajte u, u,, u’, ak:
u=In(r*+uv+s?),
kde r = 2740’ +% = 22z a s = sin(x + y + 2).

Riesenie:
Funkcia u je zlozend funkcia — u = u(r(x,y, 2),v(x,y, 2), s(x, y, z)). Plati:
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Postupne dostaneme:
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-cos(x +y + 2).

Priklad 4
Ukézte, ze funkcia uw = 1/r, kde r = /22 + y? + 22, je rieSenim linearnej
parcidlnej DR druhého radu:

" " "o
Uy + Uy, + Uy, = 0.

Riesenie:
Funkcia u je zlozend funkcia u = u(r(z,y, z)). Potrebujeme stanovit jej par-
cidlne derivécie uj,, uy, a ul,. Postupne dostdvame:
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Pri prechode k poslednému vyrazu sme vyuzili skutocnost, ze r = /22 + y2 + 22.
Nakolko premenné z,y,z vystupuji vo funkcii u symetricky, plati (overte
samy):
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Pre druht parcialnu derivaciu v/, potom plati:
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Podobnym sposobom pre uy, a u?, dostaneme:

Potom plati:

”_|_ ”+ Ag— _l_|_3_$2 + _i+3_y2 + _14_3_22 —
Up e uyy Uy, = 7”3 T5 7”3 T5 TS 7”5 -

Funkcia u je teda rieSenim rovnice v zadani. Poznamenajme, Ze k tlohe sa
dalo pristupit i tak, Ze by sme vo vyraze u = 1/r rovno dosadili za r =
v+ yt 4 22t
1
NZER Ty

" " " .
2> Uyy & uz,. Dostali by sme

u =

a priamo by sme spocitali parcidlne derivacie u
samozrejme ten isty vysledok.

Priklad 5
Rovnicu
(z+y)z — (2 —y)z, =0

transformujte do novych premennych u = In /22 + 32, v = arctg 2.

Riesenie:
V povodnej rovnici mame vyrazy 2, z, vyjadrit pomocou vyrazov z,, z,.
Treba si uvedomit, Ze nezndma funkcia z je jednak ,priamou“ funkciou
premennych x,y (z pohladu povodnej rovnice), a jednak zloZenou funkciou
z = z(u(z,y),v(z,y)) (z pohladu transformacie). Preto plati:
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(2, 2! nepozname). Po dosadeni do rovnice dostaneme:
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Priklad 6
Rovnicu
" !
dryz,, — 2yz, =0

transformujte do novych premennych v = \/zy, v = \/x/y.

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Vyjadrime najprv
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prvé derivacie z;, z:
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Ale 2z}, = 2 (u(x,y),v(z,y)) a z, = 2, (u(z,y), v(x,y)) st opif zlozené funkcie,
takze pre derivécie (z,,),, (z,); plati:
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Po dosadeni pre 2/, mame:
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Po tupravach dostaneme:
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Dosadime do pdvodnej rovnice:
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V transformovanej rovnici sa uz premenné x, y nemdzu explicitne vyskytovat;
v nasom pripade sme vyuZili zy = u? a x/y = v?, podla zadania. Vo vseobec-
nom pripade sa staré premenné x,y vyjadria pomocou novych premennych
U, v.

Priklad 7
Vyrieste linedrnu parcialnu DR prvého radu

rz, +yz, =0

tym, Ze ju transformujete do novych premennych u =z, v = y/z.

Riesenie:
Z pohladu premennych z,y je funkcia z = z(x,y) dvoch premennych z,y. Z
pohladu novych premennych u, v je z = z(u, v) opit funkciou dvoch premen-
nych u,v, avSak v tomto pripade je z zlozené funkcia: z = z(u(z,y),v(z,y)).
Je potrebné vyjadrit parcidlne derivacie z;, z, pomocou parcidlnych derivé-
cii 2/, 2/, premenné z,y pomocou u, v, a potom tieto vyjadrenia dosadif do
rovnice v zadani. Tak s chutou do toho :). Plati x = v a y = zv = uv. Dalej

mame:
!’ ! / r_ / -y o / Yy o r U
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(za z,y sme dosadili vyjadrenia pomocou premennych w,v). Dosadenim do
rovnice v zadani dostaneme:

rz, +yz, =0,
v 1
u- (z&—z,’,—) + uv - (z;—) =0.
u u
Po uprave ziskame rovnicu w - 2/, = 0, resp. 2, = 0. Toto je jednodu-

ché parcidlna DR, ktort vieme polahky vyriesit. Z rovnice vyplyva, rieSe-
nie z(u,v) nezavisi na premennej u, nakolko parcidlna derivicia z podla u
je vSade nulova. Preto z je funkciou iba premennej v a ma vSeobecny tvar
z = f(v) = f(y/x), ak sa vratime naspidt k premennym z,y. Za f mo-
zeme vziat Tubovolni funkciu jednej premenej, ktord je spojito diferencova-
telnd podla svojho argumentu (napr. pre f(t) = > mdme z = y*/2?; pre
f() =In(1 +t) mame z = In(1 + (y/z)), atd.)



