Priklady na precvicovanie — funkcia urc¢ena implicitne

Intuitivna predstava funkcie jednej premennej urcenej implicitne je nas-
ledovna. Mame rovnicu:

F(z,y) =0,

a bod A = [xg, yo| taky, ze F(xo,y0) = 0. Zoberme si nejaké okolie bodu xj a
postupne dosadzujme do danej rovnice za x body z tohto okolia. Ak za = zvo-
lime nejaké konkrétne ¢islo, tak uvedena rovnica sa stane rovnicou s jednou
neznamou y — citime preto, ze y bude nejako urcené vyberom konkrétneho z
tak, aby platila uvedend rovnica (pre rézne x mozeme vo vSeobecnosti oca-
kavat rozne y). Ak plati, ze pre kaZdé = z nejakého okolia bodu z( existuje
prave jedno y také, ze
F(r,y) =0,

potom hovorime, Ze rovnicou F(z,y) = 0 a bodom A = [z, yo] je urfend
implicitne funkcia y = y(x). Tato funkcia je reprezentovand priradenim ,ku
kazdému x existuje prave jedno y“. Jej definicny obor dané okolie bodu x.

Podobne mozno uvazovat i funkciu dvoch (viac) premennych uréent im-
plicitne. Opét mame nejakt rovnicu tvaru

F(z,y,2)=0

a bod A = [xo, Yo, 20] taky, ze F(xo,yo,20) = 0. Potom ak konkrétne zvo-
lime z,y, premennd z uz bude istym spésobom urcena — ako rieSenie rovnice
F(z,y,z) = 0 so znAmymi x,y. Preto ak plati, Ze pre kaZdi dvojicu (z,y) z
nejakého okolia bodu [zg, yo] existuje prdve jedno z také, ze

F(z,y,2) =0,

potom hovorime, Ze rovnicou F(z,y, z) = 0 a bodom A = [z, yo, 20 je uréena
implicitne funkcia dvoch premennych z = z(z, y).

Dost casto sa pracuje so spojitymi, resp. so spojito diferencovatelnymi
implicitnymi funkciami. Postacujice podmienky pre existenciu prave jednej
spojito diferencovatelnej implicitnej funkcie st nasledovné.

e pre funkciu jednej premenne;j:

— F(z,y) je spojita na okoli bodu A = [z, yo,
— F(A) =0,



— Fy(z,y), F,(r,y) st spojité na okoli bodu A a Fj(A) # 0.
e pre funkciu dvoch premenne;j:

— F(x,y,2) je spojita na okoli bodu A = [z, yo, 2],

— F(A) =0,
— Fy(z,y,2), F,(v,y,2), F.(r,y,2) st spojité na okoli bodu A a
FI(4) 0
Riesené priklady
Priklad 1

Overte, Ze rovnicou 23 +y3 —6zy = 0 a bodom A = 3, 3] je implicitne uréena
prave jedna spojito diferencovatelnd funkcia y = y(x) a najdite jej prva a
druht derivaciu v bode zy = 3.

Riesenie:
V nasom pripade funkcia F(z,y) je:
F(x,y) =2 +y* — 6y,

Funkcia F je iste spojitd na celom R, pricom F(3,3) = 0. Dalej parcialne
derivicie I, = 3y? — 6z a F! = 3% — 6y st spojité na okoli bodu A a plati
F(3,3) = 9 # 0. Preto podla ivodnej poznamky existuje na istom okoli bodu
Ty = 3 prave jedna spojito diferencovatelna funkcia y = y(x) spliiajica:

v° + (y(2))* — 6ay(x) =0, y(3)=3.

Jej prva derivaciu ¢ zistime tak, Ze rovnicu v zadani derivujeme podla pre-
mennej x, pricom berieme do Gvahy, Ze y = y(z) je funkciou premennej x:

4y —6ry=0 /d/dur,

32% + 3%y — 6y — 6y’ = 0.
Z tejto rovnice vyjadrime y’:

3% — 6y + (3y* — 6x)y’ =0,

) = 6y — 322
3y? — 6z
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Pre y/(3) plati:

6y(3) — 3 - 32 _6-3—3-32

YO =3u@r 63 3 63 -

Podobne druhi derivaciu y” dostameme tak, Ze bud opit zderivujeme rovnicu
322 + 3y — 6y — 62y’ =0

podla z a néasledne vyjadrime y” alebo priamo zderivujeme odvodeny vyraz
pre 3. V oboch pripadoch dostaneme:

g = 8 = 62— y(byy’ ~ 6)
3y? — 6x

V bode zy = 3 plati (vyuZijeme zistenie, Ze y/'(3) = —1):

16

y'(3) =5

Priklad 2
Néjdite vSetky prvé parcidlne derivacie funkcie z = z(z, y) urcenej implicitne
rovnicou
e +a*y+z+5=0

a bodom A = [1,—6,0].

Riesenie:
Predpokladédme, Ze taka funkcia z = z(x,y) jednoznacne existuje (overte si
to :)). Parcidlne derivécie 2, z, nédjdeme derivovanim danej rovnice podla z,
resp. podla y (nesmieme zabudnit, Ze z = z(z, y), a preto rovnicu derivujeme
podla jednotlivych premennych parcidglne):

e +2y+2+5=0 /9/0x,

e*zl +2xy + 2, = 0,

2= — 22y .
e +1

Podobne:
e+ a*y+2z+5=0 /0/0y,
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v e+ 1
Poznamenajme, Ze odvodené vyrazy pre z; a z, platia len na nejakom malom

okoli bodu [1, —6].

Priklad 3
Néjdite dz(1, 1), kde funkcia z = z(x, y) je uréené implicitne rovnicou

PP+ —r—y—2=0
a bodom A =[1,1,1].

Riesenie:
Potrebujeme zistit 2} (1,1), 2;(1,1). Poznamenajme, Ze nakolko funkcia z =
z(x,y) je uréend implicitne rovnicou a bodom A v zadani, plati z(1,1) = 1.
Postupujeme ako v predchadzajicom priklade — rovnicu parcialne derivujeme
podla z, resp. podla y:

Py 4+ —y—2=0 /0/0r,

5xt+ 5212 —1 -2, =0,

,  1—5zt
2, = ——F—,
Tobt—1
1-5
'(1,1) = —— = —1.

Podobne:
PP+ —y—2=0 /0/0y,

5yt + 522, —1— 2, =0,

/_1_594
VT pA 1
1-5
(1,1) = — 2 = 1.

Teda prvy diferencial funkcie z v bode [1, 1] bude:
dz(1,1) = 2, (L, 1)(x = 1) + 2,(L, 1) (y = 1) = = —y + 2.
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Priklad 4

Néjdite rovnicu dotyénice a normdaly v bode A ku grafu funkcie y = y(x)
urcenej implicitne rovnicou

y* — dat — 6ay =0

a bodom A = [1,2].

Riesenie:
KedZze pozname bod A = [1, 2], ktorym dand doty¢nica prechadza, staci najst
jej smernicu, t.j. ¢'(1). Plati:
y* —dxt —6ry =0 /d/du,

day’ — 162> — 6y — 62y’ = 0,

,  162% 4 6y
v 4y3 — 6x
28 14
=22
v =5 =13

Pri dosadzovani sme vyuzili y(1) = 2. Potom smernicovy tvar rovnice dotyc-
nice je:
y—2 14

y() =1 = Mr-1y+12=0.

r—1
Rovnica normdély mé tvar:
y—2 1 —13

- = — 132+ 14y — 41 = 0.
-1 yQ1) 14 vy

Priklad 5
Urcte lokélne extrémy funkcii z = z(x, y) uréenych implicitne rovnicou:

4+ 2242 —2y—42—-10=0.

Riesenie:
Néjdeme stacionarne body danych funkcii z (zdmerne piSeme mnozné ¢islo,



pretoze, ako uvidime, danych funkcii bude viac; k rovnici totiz nie je zadany
bod, ktory by hladant implicitnd funkciu blizsie urcoval). Prvé parcidlne
derivacie budt (néjdeme ich podobne ako v predchadzajucich prikladoch):

, —2-2z ;2= 2y

T T g T oLy

Lahko vidime, Ze obe derivacie sa nuluji prave vtedy, ked © = —1 a y = 1.
Dosadenim do povodnej rovnice v zadani potom mame:

22— 47-12=0.

Teda z = —2 alebo z = 6. Mame teda jeden bod [z,y] = [—1,1], ktory je
staciondrnym bodom pre dve funkcie z; = z1(x,y) a 20 = 29(z,y) uréené
implicitne rovnicou v zadani a bodmi A4; = [-1,1,—2] a Ay = [-1,1,6].

Dobre si to premyslite. Je potrebné si uvedomit, ze kazdy z bodov A; a A,
skutoc¢ne urcuje int implicitna funkciu, nejedna sa o ta istt funkciu. Vidno
to z toho, ze funkcia z;(—1,1) = —2 a funkcia 25(—1,1) = 6. Funkcie z; a 2y
maju teda v tom istom bode [—1, 1] rozne hodnoty. VySetrime charakter teraz
staciondrneho bodu [—1, 1] funkcii z1, z5. Potrebujeme zistif druhé parcidlne
derivacie funkcii z;, 2o v bode [—1, 1]. Preto parcidlne derivujeme vyrazy pre
2, 2, podla premennych z, y:

o Az +1)z, —4(2—2)
e (22 — 4)? ’

Z” _ 4(1‘ + 1)Z?/J — 4(3/ _ 1)2;
my (22 — 4)? (22 —4)27
- 4(y - 1)23/4 - 4(Z - 2)
vy (22 —4)2
V pripade funkcie z; mame (pri vypocte vyuzijeme, ze z; (—=1,1) = 0 a
z,(=1,1) = 0):

1 1
Z:/l/:vz(_17 1) = Z? Zi’zy(_]‘7 1) = 07 Z;-/yy(_l, 1) = Z_l

) >0

Prislusnd Hessova matica ma teda tvar:

Hi(-1,1) = (

O =
= o
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Je pozitivne definitnd, a preto funkcia z; ma v bode [—1,1] ostré lokalne
minimum s hodnotou z;(—1,1) = —2. Podobne v pripade funkcie z, dosta-
neme(pri vypocte opdt vyuzijeme, zZe z5 (—1,1) =0 a 2 (—1,1) = 0):

1 1
Zé/zz(_17 1) = _17 Zgzy(_]‘7 1) = 07 Zgyy(_l, 1) = _Z

Prislusny hessian ma tvar:
-1 9
HQ(—l,l) == ( 04 ) < O

1
4

Je negativne definitny, a teda funkcia zo ma v bode [—1, 1] ostré loklne ma-
ximum s hodnotou z(—1,1) = 6.

Priklad 6
Urcte vSetky prvé parcidlne derivacie funkcie z = z(z,y) urcenej implicitne
rovnicou
T COSY + Yycosz + zCcosx = a,

kde a € R je konstanta.
Riesenie:
Hladand funkcia z = z(x,y) je funkciou dvoch premennych z,y. Chceme

najst jej prvé parcialne derivacie, takZze dand rovnicu derivujeme postupne
podla premennych x, y:

rcosy+ycosz+zcosx =a /0/0z,
cosy —y(sinz) -zl + 2z, cosx — zsinx = 0,
2l (cosx — ysin z) = zsinx — cosy,
, zsinz —cosy

Z, = —,
cosxT — ysin z

Podobne podla premennej y:
xcosy+ycosz+zcosx =a /0/0y,
—xsiny +cosz — y(sin z) - z, + 2, cosx = 0,

z,(cosx — ysin z) = xsiny — cos 2,
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, Tsiny —cosz
zZ, = ——"/.
Y cosx —ysinz

Priklad 7
Najdite body na krivke s rovnicou

2?4+ 22y —y? — 8 =0,

v ktorych nie st splnené predpoklady vety o existencii implicitnej funkcie
y = y(x).

Riesenie:
Nakolko funkcia F'(z,y) = x? + 22y — y* — 8 je spojita a m4 spojité parcidlne
derivacie na celom svojom defini¢cnom obore, jediny predpoklad, ktory moze
byt poruseny, je nenulovost . Preto hladajme body [z,y], ktoré vyhovuji
danej rovnici a zaroveil nuluji parcidlnu derivéaciu Fy:

F,=21-2y=0 = y=u.
Dosadeni y = = do rovnice v zadani dostaneme:
422" —2"—8=0 = 2°-4=0 = =22
Hladané body st preto [2,2] a [—2, —2].
Priklad 8
Urcte rovnicu dotykovej roviny a normaly k ploche s rovnicou
2

%—3y+22220

v bode A = [2, %, —1].

Riesenie:
Jedna sa o funkciu z = f(z,y) dvoch premennych z,y, ktord je implicitne
ur¢end rovnicou a bodom A v zadani. Chceme najst rovnicu dotykovej roviny
a normaély k jej grafu v bode A = [2,4/3, —1]. K tomu potrebujeme urcit prvy
diferencial funkcie f v bode [2,4/3] (je potrebné si uvedomit, ze z = —1 je
hodnota funkcie f v bode [2,4/3]), a teda prvé parcidlne derivicie f, = 2,
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a f, = 2z, v bode [2,4/3]. Derivujeme preto rovnicu v zadani (nezabudnime,
ze z = f(x,y) je chapana ako funkcia premennych z,y):

332
— —3y+2:2=0 /0/0x,

2
r+4z-2, =0,

, T s 4 2 2 1
z2 = —— 212 =) =— = — = _.
T 4z "\ 3 4z(2,%) 4-(-1) 2

Podobne:
72
?—3y+222:0 /0/0y,
—3+4z-2, =0,
, 3 I O 4 3 3 3
z = — Z , = = = = ——,
Yo 4z v 3 4z(2,3) 4-(-1) 4

Pre prvy diferencial df(2,4/3) mame:
/ 4 /
df(2,4/3) = z, (2, g) (z—2)+ 2, <

1 3 4 x Y
=N -2y =22
3 @=2 -y (y 3) 2 4

Rovnica dotykovej roviny ma potom tvar:
2 - [(2,4/3) = df(2,4/3).

Avsak f(2,4/3) = —1, preto po dosadeni dostaneme:

\'l\D
[SSRI
N———
(%) VN
<
|
L W~
N———
Il

—3—y — 20—-3y—4z—-4=0.

T
1=—
zZ + 5 1

Normalovy vektor tejto roviny je (2, —3, —4), preto parametrické vyjadrenie
normaly plati:

4
T =2+ 2t, y:§—3t, z=—-1—4t, teR.



Priklad 9

Urcte lokédlne extrémy funkcie z = z(x,y) uréenej implicitne rovnicou

In /22 + y? — arctg o
x
Riesenie:

Bavime sa o funkcii y = y(z) jednej premennej x, ktora je implicitne dana
uvedenou rovnicou. Jej lokdlne extrémy sa budi nadobudat v jej stacionér-
nych bodoch. Preto najdime derivaciu i’ a zistime, kedy bude nulova:

In/22+y?— arctgg =0 /d/dz,
T

1
5 In(z® + y*) — arctg Y- /d/dx,
T
r+yy 1 yYo—y
2y 142 a2

2

=0,

rt+yy  Yr—y
x2—|—y2 x2+y2— ’

T+
r+yy —yr+y=0 = ¢ = Y
r—y
Nulovii hodnotu nadobtda vy’ prave vtedy, ked y = —x. Po dosadeni do
povodnej rovnice zistime hodnotu x, a nasledne i hodnotu y:

In V22 + 22 — arctg -~ 0,
x

In V222 — arctg(—1) = 0,

E}

T e e_g
n(V2lal) = =3 = ll =7

Mame teda dva stacionarne body leziace na krivke v zadani:

|:e Z e Z:| |: e % e1:|
Presvedéte sa (pomocou postacujicich podmienok pre existenciu implicit-

nej funkcie), ze kazdym z tychto bodov je uréend jedind implicitna funkcia.
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To, ¢i obidva body urcuju tu istd funkciu alebo kazdy bod urcuje inu fun-
kciu, v tomto momente nie je ddlezité (preco? :)). Pripomimane, ako spravne
interpretovat to, ¢o sme prave dostali. Zistili sme, Ze v bode

e

e

Ir =

3

m4 istd jedind implicitnéd funkcia y = f(z) staciondrny bod a plati

o =1 (S5) =-S5 -

Dalej sme zistili, Ze v bode

Lo = —

ma ista jedind implicitna funkcia y = g(z) stacionarny bod a plati
=9 (-2) =<2
X e —_ = = .
g\r2 g \/5 \/§ Y2

Charakter tychto stacionarnych bodov vysetrime pomocou druhej derivacie
/" 4
y”. Plati:

v=10
s A+ —y)—(@+y)d—-y)
y 5 :
(z—y)

Zaujima nas y”(x1) a y”(z3). AvSak body z; a xs st obidva staciondrnymi
bodmi implicitnych funkcii, takze y'(z1) = 0 = y/(x2). Preto plati:

" v — 1y — (21 + 1) -2
I’ g g s
Y ( 2 (21 — 91)2 (71 — 91)2
" To — Y2 — (ZE2 + y2) _2y2
To) = = .
Y ( 2) (1’2 - y2)2 (x2 - y2)2

A teraz pozor — nas zaujima len znamienka y”(x1) a y”(z2), preto nemusime
vy¢islovat celé druhé derivacie. Vidime, Ze znamienka y” v bodoch z; a x9
budi prave opacné ako znamienka y; a yo. Nakolko 11 < 0 a y > 0, plati:

y'(x1) >0, 9'(x2) <O.
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Preto v bode x; nastava lokalne minimum s hodnotou y; a v bode x5 nastava
lokalne maximum s hodnotou y»).

Vsimnime si, ze uvedeny vysledok vobec nezavisi od toho, ¢i implicitné
funkcie f a g, uréené bodmi [z1,y1] a [z2,ys], sU tie isté alebo rozne. Jedno-
ducho funkcia uréend bodom [z, ;] ma v z; lokdlne minimum s hodnotou
y1 a funkcia uréend bodom [z3, yo] mé v x5 lokdlne maximum s hodnotou ys.

Priklad 10
Rozhodnite, ¢i méa funkcia urcena implicitne rovnicou

Z—ay+In(z+y+2)=0
lokdlny extrém v bode A = [1,1, —1].

Riesenie:
Jedna sa o implicitnt funkciu dvoch premennych z = z(z, y). Sta¢i nam zistit
prvé a druhé parcidlne derivacie z(z,y) podla premennych x, y. Postupne do-
staneme (detailné vypocty pre jednoduchost opomenieme, je to mechanicka
zélezitost :)):

, oyl +y+z)—1 Z,_x(:c—l—y—i—z)—l
ol 2z +y+2) Y 14+ 22r+y+2)

Po dosadeni # = 1, y = 1, 2 = —1 zistime, Ze z,(1,1) = 0 = z,(1,1), teda
[1,1] je stacionarny bod funkcie z = z(x,y) (plati z(1,1) = —1). Pomocou
prave odvodenych vyrazov pre 2/ a z; vypocitame druhé parcidlne derivacie
funkcie z(x,y) (dobré cvicenie na koncentraciu pri parcidlnom derivovanti ;)):

S :(Z,)/: y($+y+2’)—1 /
o v 1+2z(z+y+2)

T

y(1+2)) 2y(x +y+2) — 1] [z + 2L(x + y + 22)]

1+ 2z(x+y+2) 14 2z(z+y+ 2)]?

2 (Y = (a:(x+y+z)—1)’ _

wo v 1+2z(x+y+2)/,

Y

?(1+z)  2e(etytz) -1 [+ ety +22)

14+ 22(z+y+2) 1+ 2z(x +y+2)]?

Y
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2= () = (y(x+y+z)—1>/ _

oy o\ 1+2z(z+y+2)/,
Lty trty(ltz) 2yletytz) 124z (v +y+22)]

1+ 2z(x+y+2) 14 2z(z+y+ 2)]?

Dosadenim » = 1, y = 1, z = —1 a vyuzitim toho, ze 2,(1,1) = z,(1,1) =0,
dostaneme:

" " "
2o (L) = =1, 2z, (1,1) =-1, 2 (1,1) = -2

Prislusné Hessova matica H(1,1) mé tvar:

" — —
) Zmy(l’l) ) — ( 1 2) indefinitn4.

2 (1,1
H(l’l)_(zgx(l,l) (1, 1) 2 1

Preto v bode [1, 1] nem4 funkcia z = z(x,y) lokalny extrém.

Priklad 11
Rozhodnite, ¢i plocha s rovnicou

T+ + 22 +2=4

lezi v okoli bodu A = [1, 1, 1] nad alebo pod dotykovou rovinou.

Riesenie:

Pri rieseni tejto ulohy vyuzijeme nasledovné pozorovanie. Ak je plocha v
okoli svojho bodu A pod dotykovou rovinou zostrojenou v A, tak je plocha
konkdvna na danom okoli bodu A. Naopak, ak lezi nad dotykovou rovinou,
tak je konvernd na danom okoli bodu A. Je to podobné ako pri funkciach
jednej premennej. Tam sa hrame, ¢i sa graf funkcie nachadza nad dotyc¢nicou
alebo pod dotyc¢nicou. Spomenme si, ze v tomto pripade o konvexnosti, resp.
konkavnosti rozhodovala druhé derivacia funkcie. Nuz a v pripade funkcii viac
premennych buda o konvexnosti, resp, konkdvnosti plochy (t.j. grafu funkcie
z(x,y)) rozhodovat druhé parcidlne derivécie, konkrétne ni¢ iné ako Hessova
matica H(z,y). Ak H(x,y) bude pozitivne definitna (,kladna*), potom bude
plocha konvexna na okoli bodu A a bude lezat nad dotykovou rovinou. Ak
H(z,y) bude negativne definitna (,,zaporna*), bude plocha konkavna na okoli
bodu A a bude lezat pod dotykovou rovinou. Korektny dokaz tychto tvah je
mozné vykonat napr. pomocou Taylorovej vety.
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Takze je treba vypocitat druhé parcidlne derivacie implicitnej funkcie
z = z(z,y) v bode [1,1] (plati 2(1,1) = 1). Postupne dostaneme:

r+1P+22+2=0 /0/0x,

143222 + 2, =0,
1 1
e = = (1) = -
Ry 322 11 Z:E( ) )
v+ +224+2=0 /0/0y,
2y+322z;+z;:(),
2y 1
/ !/
Zy = —m — Zy(l, 1) = ——.

Pre druhé parcidlne derivacie dostaneme:

z/ — (Z/ )/ _ . 1 , — 6ZZQIE Z” (1 1) —_ 3
R 3:2+1)  (322+1)2 AN 32"
2 "o 12yz2! — 2(322 + 1)) 7
o (Y — | Y _ Yzzy / _ '
Zyy - (zy)y - ( 322 _|_ 1>y - (322 + 1)2 — Zyy(l, 1) - 8

1 ! 62z 3
/ 1\’ Yy /
= = = =7 _ = 1,1) = ——.
“ay (Z‘”)y ( 322 4+ l)y (322 +1)2 ny( 1) 16

Hessova matica H(1,1) ma potom tvar:
2 (1,1 2 (1 1)) (—i —i>
H(1,1) = [ Zaat™ w\b ) (T T ) <o
o= (T 2 )= (02 O
Matica H(1,1) je negativne definitna, a preto podla Gvodnej diskusie je plo-

cha v okoli bodu A konkavna, t.j. lezi pod dotykovou rovinou.

Priklad 12
K elipsoidu s rovnicou

22+ 2% + 322 =21
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urcte vSetky dotykové roviny rovnobezné s rovinou 7 : x + 4y + 62 = 0.

Riesenie:
Nech A = [xg, Yo, 20] je TubovoIny bod na danom elipsoide, t.j. plati:

xy + 2y + 325 = 21.

Odvodime vseobecny tvar dotykovej roviny k danému elipsoidu v bode A.
Ak zy # 0, rovnicou v zadani a bodom A je urcena prave jedna implicitna
funkcia z = f(x,y) definované na okoli bodu [z, yo] (zdovodnite preco :)).
Rovnica dotykovej roviny v bode A ma potom tvar:

Z = f(ﬂfmyo) = df(l"o, 90)7

kde df(zo,yo) je prvy diferencidl funkcie f v bode [zg,y]. Na jeho kon-
Strukciu potrebujeme zistit prvé parcialne derivacie f; = 2, a f, = 2, v bode
[0, yo]. Vypocitame ich derivovanim rovnice v zadani podla premennych z, y:

2?4224+ 322 =21 /0/0x,

xr Xo
20+ 622, =0 = 2 =—-—" = Z(x0,y)=——",
T T 3z :1:( 0 yO) 3,2’0

2+ 22 +322=21 /0/0y,
2y 2Yo

/ / /
Wb =0 = z=-3 = alow=-g.

Potom mame:
df (w0, yo) = 2(w0,%0) - (x — w0) + 2, (w0, %0) - (¥ — Yo) =

Z—E-(x—afo)—%-(y—yo)z—

Tor  2yoy | xg 4 2y5
— + .
320 32()

320 320 320

Po dosadeni do rovnice dotykovej roviny, vyuziti faktu, ze f(xo,%0) = 20, a
po mensich tpravach dostaneme:
2 2+ 292
Lo  2YolY i Lo Yo
320 320 320 7

Z— 20 = —
3202 — 325 = —wox — 2oy + 75 + 24¢,
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Tox + 2yoy + 320z — (w5 + 2y +323) = 0.

V poslednej rovnici vSak z2 + 2y + 322 = 21, preto findlna rovnica dotykovej
roviny v bode A ma tvar:

To-T+2Y-y+320-2—21=0.

Chceme, aby tato rovina bola rovnobezna s rovinou 7 v zadani. To znamena,
Ze normalové vektory oboch rovin st rovnobezné. Normalovy vektor dotyko-
vej roviny je (g, 2yo, 320), normalovy vektor roviny 7 je (1,4,6). Tieto dva
vektory budu rovnobezné prave vtedy, ked ich stradnice buda v rovnakych
pomeroch, t.j. musi platit:

To : 2yYp : 3zp=1:4:6.

Odtialto potom dostavame:

2
Py =y =21,
Zo
3z
D6 =z =2
Zo

Tieto vyjadrenia suradnic yy a zg pomocou zy dosadime do rovnice v zadani
a najdeme hodnotu z, (pripominame, ze bod A = [zg, o, 20| lezi na danom
elipsoide):

o+ 2-4ri+3 -4t =21 = a5=1 = 1p=+l

K elipsoidu teda existuju prave dve dotykové roviny, ktoré si rovnobezné s
rovinou 7. Jednak je to dotykova rovina k bodu A = [1,2,2] s rovnicou

r+4y+62—-21=0,
a jednak dotykové rovina k bodu B = [—-1, —2, —2] s rovnicou
r+4y+62+21=0.

Ndmet na dalsi priklad:
Odvodte vSeobecny tvar dotykovej roviny k elipsoidu v zadani prikladu 12
v bode A = [z, Y0, 20] s0 20 = 0. Ziskany vysledok porovnajte s rovnicou
dotykovej roviny, ktorti sme odvodili v tomto priklade.
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