Priklady na precvifovanie — separovatelné a
homogénne DR

Riesené priklady

Priklad 1
sinx cosy + 3y tgy cosx = 0.
Riesenie:
Ide o separovatelnt rovnicu. Separujeme premenné:

y' tgycosx = —sinx cosy,
gy _sinm
cosy cos T’

tgy dy  sinx

cosy dr  cosxz’
tgy dy:—smxdx
cos y cosr

Vyraz cosy nemoze byt rovny nule, nakolko pre také y by nebol definovany
tgy. Teda separaciou sme nestratili ziadne riesenia. Integrujeme:

/tgy dy:—/smxdx
cos ¥ cosT

Postupne vypocitame neurcité integraly:

/ tgy / sin y cosy =t, /dt 1 1
cos ¥ cos?y —sinydy = dt 2t cosy
3 /
/ ST dr = —/de: —In | cos x|.
cos T cos T
Po dosadeni do rovnice teda mame (nezabudneme na integra¢ni konstantu):
=In|cosz|+ C,
cos y
1
CoSY = ———,
YT |cosz| 4+ C
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1
= —_— C eR.
Y = areees (ln | cos x| + C’) ’

Dostali sme vSeobecné rieSenie.

Priklad 2
yVi+a? —ay+(1+2)y =0,  y(0)=1

Riesenie:
Ide o separovatelnt rovnicu. Separujeme premenné:

(14 2%y = 2y —yV1 + 22,
/ ("E—Vl—'_xQ)

V=Y
dy (v —v1+42?)

dr Y 1+22 7
dy (2 —+V1+2?) d

— = -dz.
Yy 1+ 22

Separacia vyzaduje y # 0. Lahko overime, Ze i funkcia y = 0 je rieSenim
povodnej rovnice. Integrujeme:

d N
/ Yy / 1+m)d$'
14 22

Spocitame neurcité integraly:

dy
y

(x —V1+2?) x 1 1 2
dzr = - de = - dz—
1+ 22 1+22 /1422 2 ) 1+ 22
1
mziln]1+x2\—ln\a}+\/1—|—m2\:

V1422
4+ 1+ 22|

= In |y],

1
[ —=—u
/\/1—|—x2
=lnvVi+22—Injz+V1+2? =1




Dosadime do rovnice:

V1+ 2?2
Tz ++vV1+ 22

_c V14 22
e vir )

kde C := 4e® # 0. Toto je vieobecné riesenie (ak C pripustime aj nulové,
nakolko i y = 0 je riefenie pévodnej rovnice). Chceme najst riesenie spliiajtce
zaciatoéntt podmienku y(0) = 1. Lahko zistime dosadenim y =1 a z =0, zZe
C = 1. Takze prislusné partikularne riesenie je:

B V1+ 22
Y r+V1+ 22

Priklad 3
y = 6x + 2y + 3.

Riesenie:
Zavedenim novej zavislej premennej z(z) = 6z + 2y + 3 (namiesto premenne;j
y) prevedieme dant rovnicu na separovatelnt. Plati:
z—6x—3 , 2 —6

2 ’ .

y =
Po dosadeni do pévodnej rovnice dostaneme:

Z —6
2 Z

2 =22 +6.

Za predpokladu 2z + 6 # 0 modzeme poslednti rovnicu separovat:

dz
— =2 6
dx ¢ +0,
d

: =dx,
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dz
/2z+6_/dx'

Po elementarnej integracii dostaneme:
1

In|z + 3| = 2z + 204,
|z + 3| = 2™,
z+ 3 = Fe?Pe®,

Vratiac sa k pévodnej premennej y mame:
62 + 2y + 6 = +e*%e¥ — y = Ce* — 3(z + 1),

kde C' := +e2“*/2 # 0. Treba este presktimaf pripad 22 +6 = 0, teda z = —3,
resp. y = —3(z + 1). Dosadenim sa lahko presved¢ime, ze tato funkcia je tiez
rieSenim rovnice v zadani tlohy. VSeobecné riesenie preto moézeme sihrnne
napisat v tvare:

y=0Ce* -3(x+1), CeR.

Priklad 4
’ z? + y2

Y

Riesenie:
Ide o homogénnu rovnicu, nakolko pravé strana ma tvar:

L+ (4)°
y=—"

Pouzijeme substiticiu v = y/x, teda y = ux, kde u je nova zavisla premennd
(funkcia premennej x). Najdeme vyjadrenie pre y':

y =z + u.
Substituujeme do rovnice a separujeme:

) 1+ u?
UL+ U= ,
U




, 1
Ur—+u=——+u,
U
1
ur=—,
U
1
wu' = =,
T
du_l
dz 2’
d
udu:—x.
T

Nestratili sme Ziadne rieSenia. Integrujeme:

d
/udu:/—x,
x

w2
5 = In|z|+ C/2,
uw? =2In|z|+C =Inz*+C.
Dosadime za u: )
<Q> =In2?+C,
x

y* = 2*(Inaz? + O), C eR.

Méame vSeobecné riesenie.

Priklad 5

, y+2 Yy — 2z
=+t .
Y =% +g(x+1)

Riesenie:
Ide o rovnicu, ktora vedie na homogénnu rovnicu, pretoze prava strana ma
tvar:

r+1

2 —2 2 22z +1
p_yt2 L (yz2w) _y*2  (yr2-2e D)
r+1 r+1 r+1

Y+ 2 Y+ 2 Y+ 2
x+1+g(x—i—1 ) f(x—l—l



VyrieSime stustavu:
y+2=0, z+1=0.

Riesenie je x = —1 a y = —2. Zavedieme nové premenné u (nezavisla na-
miesto x) a v (zavisld namiesto y; v je funkciou premennej u):

u=x+1, v=y+2.

Substituujeme do rovnice (plati du = dz a dv = dy):
%=E+tg(2—2>.
du u u

Dostali sme homogénnu rovnicu. PouZijeme dalej substiticiu z = v/u, z je
nové zavisla premennd, funkcia premennej u. Nakolko v = zu, plati:

d_v
du

Dosadenim do rovnice a naslednou separaciou mame:

=0 =2Zu+ 2.

Zu+z=z41tg(z —2),

Z'u=tg(z —2),
2 1
tg(z —2) u
dz du
tg(z—2)

Pri separacii sme museli predpokladat tg(z — 2) # 0. Vynechali sme teda
funkcie z — 2 = km, resp. y = (¢ + 1)(2 + kw) — 2 v premennych z,y, kde
k € 7Z. Lahko overime, Ze tieto funkcie st rieSeniami pdvodnej rovnice pre
kazdé k € Z. Separovanu rovnicu integrujeme:

/ dz  [du
tg(z—2) ) u’

In|sin(z — 2)| = In|u| + C.,
sin(z — 2) = e u.

Pre jednoduchost zavedieme oznadenie C' := +e®* # 0 a pokracujeme v
upravach:
z — 2 = arcsin Cu,
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z = 2+ arcsin C'u,
v/u = 2 + arcsin C'u,
v = u(2 + arcsin C'u),
y+2=(x+1)(2+arcsinC(x + 1)),
y=(rx+1)2+arcsinC(z+1)) -2, CeR-{0}.

VSeobecné riesenie teda ma tvar:
y=(r+1)(2+arcsinC(z+1)) -2, CeR-{0},

y=(+1)2+kr)-2, keZ

Priklad 6
2x+y+1)de — (4 +2y —3)dy =0, y(2)=1.
Riesenie:
Z rovnice vyjadrime ¢y = dy/dx:
, 2x+y+1
Y "4+ 2y — 3’

Tato tprava bola ekvivalentnd, nakolko 4x + 2y — 3 # 0 (overte, Ze funkcia
y = —2x + 3/2 nemdze byt rieSenim rovnice v zadani). Vidime, Ze posledna
rovnica moze viest na homogénnu rovnicu; pozrieme sa na rieSenia stustavy

2r+y+1=0, 4dor+2y—3=0.

Ihned zistime, Ze nemd rieSenie. Zavedenim novej zavislej premennej z =
2z +7y (2 je funkcia premennej x) prevedieme rovnicu na separovatelni. Plati
y = 2z’ — 2 a po dosadeni dostaneme:

y_g_ Tl
2z — 3
, z2+1
= 2
i 22—3+ ’
, 92—23
= .
22 —3
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Za predpokladu 5z — 5 # 0 separujeme premenné a nasledne vykoname in-
tegraciu:

2z —In|z — 1| = bz + 5C..

Vratime sa k pévodnej premennej y a vykoname tpravy:
dr + 2y — In |22 + y — 1| = bz + 5C,,

In|2e+y—1| =2y —z — 5C,,
20 +y — 1 =+ ",

Poloziac C' := +e°“* #£ 0 dostaneme:
20 +y—1=Ce? ",

Musime este preverit funkciu 5z — 5 = 0, resp. y = —2x + 1, ¢ je rieSenim
povodnej rovnice. Lahko sa presvedéime, Ze je rieSenim (samy overte :)).
Preto mnozina vSetkych rieseni rovnice v zadani méa tvar:

2x+y—1=Ce¥ " (CeR.

(volbou C' # 0 dostaneme vSetky rieSenia, ziskané ”klasickou” integraciou
(tzv. kvadratirou), kym pre C' = 0 mame prave diskutované ”patologické”
riesenie y = —2z+1). Nakoniec je treba z tjchto rieSeni vybrat to, ktoré spliia
podmienku y(2) = 1, t.j. uréit volni integraént konstantu C. Dosadenim
x =2ay =1 dostaneme C = 4, a teda hladané rieSenie nasej zacCiato¢nej
tlohy je krivka 2x +y — 1 = 4e* 2,



Neriesené priklady
1. v = cos(y — z).
2. 1 -2z —y%/ =0.
3.y —ay—y—ay—y=0.
4. ylmy+azy =0, y(1)=1.
5.y =+V4x +2y+ 1.
6. 2%y = 2* + xy + >
7. (zy —y)arctg (£) =z, y(1)=0.

8. 3y—Tr+7=3x—"Ty—3)y.

/I x+Ty+2
9. ¥ = 5006

10. sin 2¥ —sin ¥ + ¢/ = 0.

Navod:
Pri 1. a 5. pouZitim vhodnej substittcie prevedte rovnice na separovatelné.
Pri 10. upravte vyraz so sinusmi.

Zaujimavé, tazsie priklady
1. Najdite rieSenie separovatelnej rovnice, ktoré spliia dant podmienku:
2%y —cos2y =1, lim y(x) = /4.
T—00

2. Vhodnou substiticiou (zavedenim novej nezavislej i zavislej premennej)
prevedte rovnicu na homogénnu a vyrieste ju:

2zyy = 3/ 26 — y* + 3y%.

Ndvod:
Pri 2. vydelte celt rovnicu x
v = y2. Vyjadrite dv/du.

3 3

a nasledne skuste pouzit substiticiu u = x°,



