Priklady na precvicovanie — linearne DR 1. radu,
Bernoulliho DR, zamena premennych

Riesené priklady
Priklad 1
y' cosx = ysinx.
Riesenie:
Ide o linearnu diferencidlnu rovnicu I. radu, homogénnu, a teda separovatelni.

Vykoname separaciu premennych, predpokladame y # 0:

dy  sinx

=Y
dx cosx’

dy sinz

dz

y  cosx
d sinx
/_y :/ dzx.
y CoS T

— =1nly|,
)

: !/
/Smxdx:_/(cosx) dz,= —In|cosx|.
cos cos

Po dosadeni dostaneme:

Vykondme integraciu:

In|y| = —In|cosz| + C,, C.€R,

Inly| =In|cosz| ' + C,,

+eC+
y=—":
Ccos T
Poloziac C := +e% obdrzime rieSenie v tvare:
C
Y= , CeR-{0}.
CcoS T

Nakoniec funkcia y = 0 je tiez riesenim rovnice v zadani, takze vSeobecné
rieSenie mozeme zapisat v tvare:

C eR.



Priklad 2
Yy +ycotgr =sinx, y(r/2) =1
Riesenie:
Ide o linearnu diferencialnu rovnicu I. radu, nehomogénnu (s pravou stranou).
Budeme ju riesif metddou varidcie konstant. Najdeme najprv vSeobecné rie-
Senie prislusnej homogénnej LDR, teda rovnice:

y +ycotgr = 0.

Je to jednoduché separovatelnd rovnica. Jej vSeobecné rieSenie mé tvar:

. 1
yy = C - effcotgxdx _ C«effz;’rf: de _ 1o~ In|sinz| _ Celnm _

C
=—— C(CeR.
sin
Vseobecné rieSenie povodnej rovnice s pravou stranou budeme predpokladat
v takomto tvare, avSak C' bude znamenat nejakt funkciu premennej x:

Clz)

sinz

Dosadenim do poévodnej rovnice zistime spravnu funkciu C(x):

(C(x)>' + 9@ ot = sing,

sin x sinx

C'(x) C(x)cosz C(x)cosz

: - ) + 5 =sinz,

sin sin® sin”
C'(x)
sin
C'(z) = sin®x,

1— 2 in 2
cm:/sin%dx:/%dx:g_smél%K.

Po dosadeni mame vSeobecné rieSenie:

Clx) K x sin 2x K x CoS T

=sinz,

sin x sinx 2sinx 4sinz sinx 2sinzx 2’
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Chceme néjst partikuldrne riesenie y(7w/2) = 1. Dosadenim x = 7/2 ay =1
uréime volni integra¢ni konstantu K:

K /2 cos(m/2)
1= + 5= - )
sin(w/2)  2sin(7/2) 2

T
1—K+2
—0—4,
k=27
4

Preto hladané funkcia, ktora riesi nasu zaciatoéntt Cauchyho tlohu v zadani,
ma tvar:

B 4 —7 T cosS X
" 4sinx  2sinzx 2
Priklad 3
4 atl
Riesenie:
Ide o Bernoulliho rovnicu, a = —2. Vydelime celd rovnicu vyrazom y‘2:
4 r+1
2,0 2,3 ]
yy 3y 3

Pouzijeme substittciu z = y?, pricom mame:
Z/ — 3y2y/ S Z//3 — y2y/.

Po dosadeni dostaneme:

Rovnicu sme previedli na LDR I. rddu s pravou stranou. Riesime ju metédou
varidcie konstant, teda jej vSeobecné rieSenie budeme predpokladat v tvare:

2= C(x)el 9% = C(z)e™.
Dosadenim zistime nezndmu funkciu C(z):

(C(:v)e‘””)l —40(z)e* =2 + 1,
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C'(z)e* +4C(z)e* — 4C(z)e* = v + 1,
C'(z)e* =z +1,
C'(z) = (z+ 1)e™™,

1 1
C(z) = /(x +1)e *dr = — (z+1) e - —e "L K.
4 16
VsSeobecné rieSenie linearnej rovnice méa preto tvar:
1 1 4z +5
z=C(z)e" = Ke' — v = Ke' — v :
4 16 16

Teda vseobecné riesenie povodnej Bernoulliho rovnice je:

dxr + 5
3 4
= Ke*™* — K eR.
Y ¢ 60 €
Priklad 4 4
Y
y’ = ? + 1'\/@7
Riesenze:

Je to Bernoulliho rovnicu s @ = 1/2. Postupujeme $tandardnym spdsobom.
Vydelime celt rovnicu vyrazom ,/y

v o4y

= Y4z
Voo

a ndsledne pouzijeme substiticiu z = ,/y. Samozrejme, predpokladame, Ze

y # 0. Dostaneme:

/ /

' Y / Y
Z = — 27 = .
2\/y VY
Po dosadeni méame:
, 4z
22 = — +ux,
T
, 2z
2 - — ==
T 2

Ziskali sme na LDR I. radu s pravou stranou, ktort vyriesime metédou va-
ridcie konstant. Jej vSeobecné rieSenie budeme predpokladat v tvare:

z=C(x)el 2dr — C(z)e2™ll = C(z)e™** = C(a)a?.
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Dosadenim zistime neznamu funkciu C'(x):

Xz

(C(I)ZL’2)/ —2C(x)z = 5

1 1
C(x):/%dx:§ln|x]—|—K:1n\/|a:]+K.

VSeobecné riesenie linedrnej rovnice mé preto tvar:

2= C(z)z? = (In+/|z| + K)a?,

z ¢oho pre riesenie povodnej Bernoulliho rovnice méame:
Vi = (In/Ja] + K)a?,
y = (In+/|z] + K)*z*.

Osetrime este pripad y = 0. Lahko overime, Ze tato funkcia tiez riesi rovnicu
v zadani. Preto mnozina vSetkych rieSeni méa tvar:

y=0, y=(Iny|z|]+K)*z*, KeR.

Nasledujuci priklad je rieSeny metodou zameny premennych. Vzajomna
zémena premennych je trik, pri ktorom premennu x povazujeme za zavisli
(t.j. za funkciu premennej y, + = x(y)) a premenni y za nezdvisli premennd.
To samozrejme vyzaduje, aby k funkcii y = y(z) existovala inverzna funkcia,
t.j. aby y(x) bola prostid. Potom ¢/'(z) # 0 a integralnu krivku hladame v
tvare © = x(y). Vyuzivame pri tom fakt:

dx

=g
dy dz
Prakticky sa to robi vdcSinou tak, ze vyjadrime 3/, prepiSeme ju pomocou
diferencidlov a nasledne celt rovnicu prevratime hore nohami.



Priklad 5
(z+y%)y —y=0.

Riesenie:

Vidime, Ze rovnica nie je ani separovatelnd, ani homogénna, ani LDR I. radu
a dokonca ani Bernoulliho :-/. No a prave teraz nas zachrani metéda zameny
premennych :-). Najprv si v§imnime, ze funkcia y = 0 je rieSenim rovnice.
Predpokladajme teraz, ze y # 0. Potom vyraz = + y? je nutne nenulovy
(preco?) a mozeme vyjadrit derivaciu y':

f_ Y
x4+ y?

Y

Z poslednej rovnosti a z relacie y # 0 vyplyva, ze i ¢y’ # 0, a preto mozeme
smelo pouzit zdmenu premennych. Plati:

d
Y L, /oto¢ime hore nohami
dr o +y?
dz  x+ y?
dy — y
, T
r=—-+uy.
Y

To je v8ak LDR I. radu vzhladom na nezndmu funkciu z = z(y), ktort
uz vieme riesif. Nasadime Standardny aparat. VSeobecnej rieSenie prislusnej
homogénnej LDR je:

rg(y) = Cel v = Celnlvl = Cy.

Podla metédy varidcie konstant budeme preto vSeobecnej rieSenie nehomo-
génnej rovnice predpokladat v tvare:

z=C(y)y.

Nezndmu funkciu C'(y) zistime dosadenim do rovnice (symbol ’ znaéi derivo-
vanie podla y):
(Cly)y) = Cy) +v,

C'(y)y +Cy) = Cly) + v,
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C'(y)y =y,
C'(y) =1,
Clyy=y+ K, KEeR.
Preto z(y) = y*> + Ky a mnoZina vsetkych rieseni rovnice v zadani m4 tvar:
y=0, z=y*+Ky, KeR

Neriesené priklady

1.y —ytgx = y*cosx.

2.y — 92y + 3(2° — 2?) /Y2 = 0.

/ Ty T

3.y — 2(x2—1) 2y’ y(0) = 1.

4. \‘1’/’—;7 +4/yr = 2re .
5. xy — 2y = 23 cos x.
6. (1+ 2%y —2zy = (1+ 2?2
7. zy + 2y = 2z cos 2x + 2sin 2z, y(w) = 1.
8. (v —2xy—y*)y +y*=0.
9. 2z +y—4lny)y —y=0.
10. (22%ylny — z)y —y = 0.

Navod:
V 8., 9. a 10. pouZitim vzdjomnej zdmeny premennych prevedte rovnice na
LDR I. rddu, resp. na Bernoulliho DR. Opravnenost pouZitia tohto triku si
riadne zdévodnite. Nezabudnite na ”patologické” riesenia (ak také existuji).



