Priklady na precvic¢ovanie — exaktné DR, integra¢ny
faktor

Riesené priklady

Priklad 1
72
(ycosx — wsiny)dx + (sin:zc ) cos Y +tgy) dy = 0.

Riesente:
Overime exaktnost rovnice. Prislusné funkcie M (x,y), N(z,y) st
M(z,y) = ycosx — zsiny,

2
N(z,y) =sinx — %cosy—irtgy.

Vypocitame prvé parcidlne derivacie:

oM
—— = COST — X COosY,
y
ON
—— = COSX — I COSY.
ox

Prislusné parcialne derivacie sa identicky rovnaju, teda rovnica je exaktna.
Uréime kmenova funkciu F(z,y):

2

F(x,y):/M(x,y)dx:/(ycosx—xsiny)dx:ysinx—%siny+0(y),

2
F(m,y):/N(x,y)dy:/(sinx—%cosy+tgy) dy =

2
= ysinz — %siny —In|cosy| + D(x).

Porovnanim oboch vyjadreni pre funkciu F(z,y) dostaneme pre neznédme

funkcie C(y), D(x):

C(y) = —In|cosyl, D(xz)=0.



Plati teda: )

. xT- .
F(z,y) =ysinz — - siny — In | cosyl,
a vSeobecné riesenie rovnice je:

2
ysinx — %siny—ln|cosy| =C, CeR.

Priklad 2
4z°e¥dr + (z'e¥ + 2y)dy = 0.

Riesenie:
Overime exaktnost rovnice. Prislusné funkcie M (z,y), N(z,y) s

M (z,y) = 4a’e”,

N(z,y) = x*e¥ + 2y.

Vypocitame prvé parcidlne derivacie:

oM
— = 4z3eY,
dy
ON
T 4a°eY.

Prislusné parcialne derivacie sa identicky rovnaji, preto je rovnica exaktna.
Pre prislusni kmenova funkciu F'(z,y) plati:

F(z,y) = /N(x, y)dy = /(:E4ey +2y)dy = zle? +y? + D(x),

kde D(x) je neznama integra¢nd funkcia iba premennej x. Urcime ju z vlast-
nosti:

OF (z,y) _
T—M(%Z/)-
Plati: OF (1) 5
I\ Y) 9 ey 12 430y /
o agc(sce +y° + D(z)) = 4x’eY + D'(x),

M(x,y) = 4x3e.



(0D(z)/0x = D'(x), nakolko D(z) je funkcia iba jednej premennej x). Po
dosadeni dostaneme:
4ae¥ + D'(x) = 42°eY,

D'(z) =0,

z ¢oho napr. mame D(x) = 0. Preto pre kmeriovia funkciu F'(z,y) plati:
4 2
F(z,y) = a"e +y7,
a vSeobecné riesenie rovnice v zadani ma tvar:

vtV +y*=C, CeR.

Priklad 3
(2y + 42°y®) dz + (x + 2y2®) dy = 0, y(l) =1.

Riesenie:
Vysetrime exaktnost rovnice. Funkcie M (z,y), N(z,y) st

M(z,y) = 2y + 42°y°,

N(z,y) = x + 2ya®.

Parcidlne derivacie su:

oM

— =2+ 87
oy + 3x%y,
N
a—:1—|—6y:102.
oz

Vidime, Ze rovnica nie je exaktnd, nakolko sa uvedené parcidlne derivacie
nerovnaju. Pokusime sa néjst vhodny integra¢ny faktor R ako funkciu jednej
premennej, R = R(x) alebo R = R(y). Za tymto ¢elom preskiimajme vyraz:

M- N,
——
Platf:

N T + 2y’ (14 2y2?) o

M, —N;  2+48z%y —1—6ya? 1+ 2yx? 1
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Vidime, zZe ide o vyraz obsahujici iba premennt z, preto integracny faktor
mozeme vybrat v tvare:

R(x) = of sdv = gne — 4

Vynasobenim pévodnej rovnice tymto integracnym faktorom dostaneme uz
exaktnt rovnicu (ako sa mozno lahko presvedcit):

(2yz + 42°y?) dz + (2* + 2yaz*) dy = 0.

Prislusna kmenova funkcie je:

Fla,y) = / 2y + 42%2) da = ya® + 2"y + C(y),

F(z,y) = /(a:2 + 2y2?) dy = ya® + 22t + D(x).

Pre funkcie C(y), D(x) teda plati: C'(y) = 0 = D(x). Kmenova funkcia ma
teda tvar:
F(z,y) = ya* + 2y,

VSeobecné riesenie je:
yr? + 'y =C, CeR.

Chceme najst partikularne rieSenie so zaciato¢nou podmienkou y(1) = 1.
Dosadenim x =1 a y = 1 pre konstantu C' dostaneme:

1+41=C = C=2.
Hladané integralna krivka je:

me + x4y2 = 2.

Priklad 4 (pomocou integra¢ného faktora)

y' + ycosx = sin 2z.



Riesenie
Rovnicu uz mame prepisanti vo vhodnom tvare (na pravej strane nie je ),
funkcia f(x) = — cosz. Integracny faktor ma preto tvar:

e+ Jcoszdx

sin x

=e
Po vynéasobeni rovnice tymto faktorom dostaneme:
/ _SInx + eSll’lSE s T

ye ycosx = e gin 2z,

. / . .
smx) — esmwSln 21,7

(ye
y e = /esm sin 2z dzx.

Neurcity integral vypocitame pomocou vhodnej substiticie v kombinacii s
integraciou po castiach:

/esmxsin 2vdr = /651”2 sinz cosxdr = 2/651” sinz - cosxrdx =

B t 4 u=t, Vv =¢
Q/tedt’u,:L v — o

:2tet—2/etdt:2(t—1)et+czQ(Sinx—1)eSinx—|—C.

t=sinx
dt = cosz dx

Plati teda:
yes? =2(sinz — 1)e*"* + C,

y=2(sinw — 1) + Ce 5" C €R.

Ziskali sme vSeobecné riesenie danej rovnice.

Metdda integracného faktora pre riesenie LDR 1. rddu je pomerne rychla,
v porovnani s metédou varidcie konstant. Je dobré obratne ovladat obidve
metody.

Neriesené priklady

2. (32%y* + ) do — (22% + Inz) dy = 0.
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3. ydr = (\/i—y—x> dy,  y(vV2) =1

4. 2zydx + (y? — 32%) dy = 0.
5. (32%y + ) dx — (222 + 5y) dy = 0.

x

6. v +2zy = ze “sinx (pomocou integra¢ného faktora).

Zaujimavé, tazsie priklady
1. (z?y® +y)da + (2%y* — z)dy = 0.
2. (32 —32%y +1)dz —dy = 0.
3. zdz + (2 +y* +y)dy = 0.

Navod:

1. Overte, ze vyraz:
N, — M,

M —yN
je funkciou iba premennej zy. Potom pouzite integra¢ny faktor tvaru:
Nb—M!
R — R(my) — ef 1'M—y1%lf7

pricom naznacenu integraciu vykonajte podla premennej xy.

2. Overte, Ze vyraz:
M, — N,
M+ N
je funkciou iba premennej z —y. Potom pouzite integrac¢ny faktor tvaru:

! /
My —N},

R=R(z—y) =cl 37

pricom naznacenu integraciu vykonajte podla premennej x — v.



3. Overte, Ze vyraz:

N — M’
x y
2uM — 2x N
je funkciou iba premennej x? + y%. Potom pouZite integra¢ny faktor

tvaru:
N! 71\41;

R = R(2? +?) = & mir=n
pricom nazna¢ent integraciu vykonajte podla premennej 22 + y2.
Poznamka:
_OM(z,y) . _ ON(z,y)
oy v Ox

M,



