Priklady na precvicovanie — kmenova funkcia viac
premennych

Pojem kmenovej funkcie tizko suvisi s vysetrovanim diferencialnych foriem
tvaru

Pl(l‘l, ...,l‘n)dl’l—i—Pg(l’l, ...,$n)d$2—|—"'—|—Pn([L'1, ...,l‘n)dl‘n,

kde P;(z1, ..., x,) pre i = 1, ..., n st dvakrat spojito diferencovatelné fun-
kcie a n € N. Riesime problém, kedy takato forma je prvym diferencidlom
nejakej funkcie F'(z1, ..., z,), t.j.

OF (z1, ..., )
Pi(xy, ..., x,) = M Yi=1, ..., n.
z( 1 n) 8x,
Ak pre funkcie Py, ..., P, takato funkcia F' existuje, hovorime jej kmenovd
funkcia pre n-ticu P, ..., P,. Nutnd a postacujuca podmienka existencie
kmenovej funkcie pre n-ticu Py, ..., P, je platnost rovnosti:
0P, 0P,
= , Yi,g=1,...,n, 1#].

Pripad n = 2 sme prebrali pri rieSeni exaktnych DR. Tam sme hladali kme-
fiova funkciu pre dvojicu M (z,y) a N(z,y). Podmienka jej existencie mala

tvar:
oM  ON
oy Oz’
V pripade n = 3 vySetrujeme, kedy diferencidlny vyraz

P(z,y,z)dz+ Q(z,y,2)dy + R(z,y, z) dz

je prvym diferencidlom nejakej funkcie F'(x,y,z). Hladdme teda kmenovi
funkcie k trojici P, @, R. Nutna a postacujica podmienka na jej existenciu

ma tvar:
8P_8Q 8@_8R 8R_6P

dy  Or’ 9z Oy Odr 9z
Hladana kmerniova funkcie F' sa potom zisti integraciou funkcii P, @ a R
podla premennych z, y a z:

F(z,y,z2) = /P(:L',y,z) de = /Q(:p,y,z) dy = /R(:v,y, z)dz.
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Nakolko integrujeme neurcito, v danych integraloch sa objavia nezname in-
tegrac¢né funkcie, ktoré je potrebné urcit. V nasledujucich prikladoch ilustru-
jeme dve metddy riesenia tohto problému.

Riesené priklady

Priklad 1
Rozhodnite, ¢i vyraz

(322 — 3yz +2)dz + (3y* — 3zz +Iny + 1)dy + (32° — 3xy + 1)dz
je prvym diferencidlom nejakej funkcie premennych z, vy, z.

Riesenie:
Maéame teda rozhodnuft, ¢i pre trojicu funkcii

P(z,y,2) =32 — 3yz+2, Q(x,y,2) =3y* — 3wz +Iny + 1,

R(z,y,2) =32 = 3xy + 1

existuje kmenova funkcia F'(z,y, z). Overime nutné a postacujice podmienky:

orP 0Q

a—y = —3Z, % = —32,
80 OR

E = —31', 8_y = —31’,
OR oP

— =3y, — = —3y.
ox Y o2 4
Pre trojicu P, Q, R teda existuje kmenova funkcia F', t.j. plati:

oF oF oF
p=2 -2 gRr-%
ox’ ¢ oy’ 0z

Pokusime sa teraz najst vSetky takéto funkcie F'. Integraciou postupne do-
staneme:

F:/de:/(3x2—3yz+2)dx:x3—3yzx+2x+A(y,z),

F:/Qdy:/(3y2—3$z+lny+1)dy:y3—3xzy—|—y1ny+B($,z),
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F:/Rdz:/(322—3xy+1)dz:z3—3xyz—|—z—|—C(x,y).

V prvom integrale sme integrovali podla premennej x, takZe nezndma integ-
racné funkcia A(y, z) je vo vSeobecnosti funkciou premennych y, z. Podobne
v druhom integrale sme integrovali podla premennej y, preto nezndma integ-
racné funkcia B(z, z) je funkciou premennych z, z. Nakoniec poslednt integ-
raciu sme vykonali podla premennej z, teda vznikla ndm neznama integracna
funkcia C(x,y) premennych x, y. Vzajomnym porovnanim ziskanych vyrazov
pre funkciu F' zistime nezname funkcie A, B, C'. Postupne mame:

e 1. a 2. integral:

2% — 3yzx +2x + Ay, 2) = v — 3wzy + ylny + B(x, 2),

N

Ay, 2) —y* —ylny = Bz, 2) — 2° — 2z

~~
tu st iba premenné y,z tu st iba premenné z,z

Aby poslednd rovnost platila identicky, na Tavej strane nesmie byt pre-
menné y, kym na pravej strane sa zas nesmie vyskytovat premenna x.
Mame teda:

Ay, 2) —y* —ylny = D(2) = B(x,2) — 2° — 22
4
Aly,2) =y* +ylny + D(z), B(z,z) =2*+ 22+ D(z),
pre nejakt funkciu D(z) jednej premennej z.
e 2. a 3. integral:
y® —3wzy +ylny + B(x,2) = 2° — 3zyz + 2+ C(z,y),

N N

B(z,z) — 2° -z =C(z,y) —y3—ylnyl.

o
tu sa iba premenné x,z tu st iba premenné z,y

Aby poslednd rovnost platila identicky, na lavej strane nesmie byt pre-
mennd z, kym na pravej strane sa zas nesmie vyskytovat premenn 1.
7 toho dostavame:

B(z,z) — 2= E(z) = C(z,y) —y3—ylny
|3
B(z,z) =2+ 2+ E(z), C(z,y) =y’ +ylny+ E(z),

pre nejakt funkciu F(z) jednej premennej x.
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e 3. al. integral:
23— 3wyz+ 2+ C(z,y) = 2° — 3yza + 20 + Ay, 2),

Cla,y) —a® —2v = Ay, 2) —2°— 2 .

(.

vV vV
tu sa iba premenné x,y tu st iba premenné y,z

Aby posledné rovnost platila identicky, na Tavej strane nesmie byt pre-
menné x, kym na pravej strane sa zas nesmie vyskytovat premennd z.
Z toho dostavame:

Clz,y) —2° =22 =G(y) = Ay, 2) — 2° — 2
4
Cla,y) =2’ + 20+ G(y), Aly,2) =2"+2+G(y),

pre nejakt funkciu G(y) jednej premennej y.

Pre kazda z neznamych funkcii A, B,C sme teda ziskali dve vyjadrenia, v
ktorych uz vsak figuruju funkcie D, F, G zavislé iba na jednej premennej. V
pripade funkcie A(y, z) plati:

Ay, 2) =¢* +ylny + D(2) = 2°* + 2 + G(y)

3 _ 3
D(z)—2"—z =G(y) -y’ —ylny
tu je iba premennd z tu je iba premenna y

N[
Diz)=2"+z+K, Gly) =y +yhy+K,

kde K je konstanta. Podobne v pripade funkcie B(x, z) mame:
B(z,2) = 2* +2v + D(2) = 2* + 2 + E(z)

Vyuzitim préave ziskaného vyjadrenia D(z) = 2% + 2 + K ihned pre funkciu
E(z) dostavame:
E(z) = 2° + 22 + K.

Pomocou odvodenych vyrazov pre funkcie D, E, G spétne dostaneme tvar

funkcii A, B, C":
Ay, 2) :y3+ylny+D(z) =P +ylhy+ 22+ 2+ K,
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B(z,z) =2 +20+ D(2) =2+ 22+ 2* + 2 + K,
Clr,y) =2 +20+Gy) =2* + 20 +3* +ylny + K.

Nakoniec pre kmenovu funkciu ziskame finalny vyraz:
F(w,y,2) = 2° =3yza+20+ Ay, 2) = 2° = 3yza+ 20+ y +ylny+ 2+ 2+ K

)
F(r,y,2) =2 +y*+2° = 3zyz + 22+ ylny + 2+ K, K eR.

Toto st zaroven vsetky kmenové funkcie F', ktoré odpovedaju trojici funkcii
P Q,R.

Priklad 2
Rozhodnite, ¢i vyraz

Yz Tz Ty
————dr+ dy +
1+ 22y222 L 1+ 22y222 Yy 1+ 22y222

je prvym diferencidlom nejakej funkcie premennych z, vy, z.

Riesenie:
Méame teda zistit, ¢i existuje kmenova funkcia F' k trojici funkcii P, Q, R
tvaru:

yz Tz Ty

“ i QOvd = rrams Rz =

P(x.y,2) = T

Overime parcialne derivacie funkcii P, Q, R:

oP (1 -2 0Q _ z(1-—a2%y?2?)

dy (14 22y%22)27  0r (14 x2y222)?’

0Q z(l—2*y’2%) OR  x(1—2y*2?)

% T QTP 0y (R

OR _y(l—a%22%) 0P _ y(1—a%y?2?)

or  (1+22y%222)2" 0z (14 2%y%22)?’
Kmernova funkcia F' teda existuje a plati:

oF oF oF
p=2 -2 gRr-%
ox’ oy’ i 0z



Funkciu F' teraz ur¢ime inym spdsobom, nez v predchadzajicom priklade.
Vykoname iba jednu integraciu, napriklad podla premennej x:
Yz
F= | Pdr= | ———— do = arctg(zyz) + Ay, 2).
/ /1+x2y2z2 gzyz) + A(y, 2)
Neznédmu integracni funkciu A(y, z) stanovime tak, ze ziskany vyraz pre fun-

kciu F' parcidlne derivujeme podla premennych y a z a vysledky porovname
s funkciami ) a R. Postupne plati:

Tz xz
— AI :> AI = O
1+ a2y222 1+ a2y?2 + 4y y
_OF
0z
ry Yy /
A
1 + $2y222 1 + :E2y22'2 + z
Riesime teraz nasledovny problém. Pre funkcie M(y,z) = 0, N(y,z) = 0
méame najst funkciu A(y, z) tak, aby platilo:

M=A, N=A.

= A, =0.

Inymi slovami, méame néjst kmenova funkciu A pre dvojicu M, N. V tomto
pripade je to velmi jednoduché, nakolko ihned vidime, ze A(y, z) = K, kde
K je realna konstanta. Preto hladana kmenova funkcia ' m4 tvar:

F(z,y,z) = arctg(zyz) + K, K €R.

Toto st zaroven vSetky kmenové funkcie F' pre trojicu dantu P, Q, R.

Préve prezentovand metéda hladania kmenovej funkcie pre trojicu da-
nych funkcii je zalozena na tom, Ze integraciou dany problém prevedieme na
tlohu najst kmemiovi funkciu pre dvojicu istych funkcii. Poznamenajme, Ze
tento postup funguje i pri urc¢ovani kmenovych funkcii pre 4 a viac funkcii.
Napriklad ak mame najst kmetiovi funkciu pre Stvoricu funkcii, jednou in-
tegraciou tento problém zredukujeme na tlohu néjst kmenova funkciu pre
trojicu istych funkeii, atd.

Na druhej strane v metdde, ukazanej v rieseni prvého prikladu, vykoname
vsetky integracie a nasledne porovnavame ziskané vyjadrenia kmeriovej fun-
kcie F'. Tento postup je mozné opit uplatnif i vo vyssich dimenziach.



